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ÁÁÊ 22.25Ò78 Ð å ä à ê ö è î í í à ÿ ê î ë ë å ã è ÿ:ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô., ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ À.Ê. Áåëÿåâ(íàó÷í. ðóêîâîä. ñåìèíàðà) (ÈÏÌàø ÐÀÍ),êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ (ðåäàêòîð) (ÑÏáÃÓ),êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîö. È.Ì. Àðõèïîâà (îòâ. ñåêðåòàðü)(ÂÈ(ÈÒ) ÂÀ ÌÒÎ),PhD, Sr. lecturer Å.È. Àòðîùåíêî(Óí-ò Íîâîãî Þæíîãî Óýëüñà, Àâñòðàëèÿ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ñ.Ì. Áàóýð (ÑÏáÃÓ),êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîö. Å. Á. Âîðîíêîâà (ÑÏáÃÓ),ä-ð òåõí. íàóê, ïðîô. Â.Í. Åìåëüÿíîâ (ÁÃÒÓ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Å.Ô. Æèãàëêî (ÏÃÓÏÑ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ã.È. Ìèõàñåâ (ÁÃÓ, Áåëàðóñü),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ñ.Ï. Ïîìûòêèí (ÑÏá ÃÓÀÏ),ä-ð òåõí. íàóê, ïðîô. Ñ.Â. Ñîðîêèí (Óí-ò Îëüáîðãà, Äàíèÿ),ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ñ.Á. Ôèëèïïîâ (ÑÏáÃÓ),êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê Ä.Â. Ôðàíóñ (Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿)Ò78 Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿. 2021�2022 ãã. � ÑÏá. : ÏÎËÈÒÅÕ-ÏÐÅÑÑ,2022. � 136 ñ.ISSN 2218-7421Â ñáîðíèêå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ìåõàíèêå ñïëîøíîéñðåäû, â îñíîâíîì çàäà÷ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîíñòðóêöèé. Õà-ðàêòåðíîé ÷åðòîé èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðàçíîîáðàçíûõ êîì-ïüþòåðíûõ ìåòîäîâ: ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, êîì-ïüþòåðíîé àëãåáðû, âèçóàëèçàöèè è äð. Àíàëèç îïèðàåòñÿ íà ñîïîñòàâëåíèåäàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ, ïðè÷åì íàèáîëåå ÷àñòî ñîïîñòàâ-ëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ïî ìåòîäó êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Èçäàíèå àäðåñîâàíî èññëåäîâàòåëÿì, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ â îáëàñòè ïðè-ìåíåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû. Ñåìèíàð ïðîâî-äèòñÿ ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèì ôàêóëüòåòîì Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàð-ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ñîâìåñòíî ñ Èíñòèòóòîì ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ.ISSN 2218-7421ISBN 978-5-7422-7849-8 ÁÁÊ 22.25c© Èíñòèòóò ïðîáëåììàøèíîâåäåíèÿÐÀÍ, 2022c© Ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêîåîôîðìëåíèå. ÈçäàòåëüñòâîÏîëèòåõ-Ïðåññ, 2022Íåêîììåð÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ôîíä ñîäåéñòâèÿ ìàòå-ìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ è ïîääåðæêè èññëåäîâàíèé âîáëàñòè òî÷íûõ íàóê ¾ÓíèØàíñ¿ ïðè ôèíàíñîâîé ïîä-äåðæêå èíâåñòèöèîííî-ñòðîèòåëüíîé ãðóïïû ¾ÌÀÂÈÑ¿



328 èþëÿ 2022 ã. èñïîëíèëîñü äåâÿíîñòî ëåò Íèêèòå Ôåäîðîâè-÷ó Ìîðîçîâó � âûäàþùåìóñÿ ðîññèéñêîìó ó÷åíîìó, äåéñòâèòåëü-íîìó ÷ëåíó Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, íàøåìó çàìå÷àòåëüíîìóÓ÷èòåëþ.

Í. Ô. Ìîðîçîâ ðîäèëñÿ â Ëåíèíãðàäå, è â ãîäû Âåëèêîé Îòå-÷åñòâåííîé âîéíû îí îñòàëñÿ â áëîêàäíîì Ëåíèíãðàäå. Åãî ïåðâàÿïðàâèòåëüñòâåííàÿ íàãðàäà: ìåäàëü ¾Çà îáîðîíó Ëåíèíãðàäà¿ ïî-ëó÷åíà â 11 ëåò � çà àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàáîòå ïîæàðíûõ äðóæèí.Â 1949 ãîäó Í. Ô. Ìîðîçîâ ïîñòóïèë íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé



4ôàêóëüòåò Ëåíèíãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ïîñëåçàùèòû äèïëîìà ïðîäîëæèë îáó÷åíèå â àñïèðàíòóðå è ïîñëå óñïåø-íîãî åå îêîí÷àíèÿ çàùèòèë â 1958 êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ, à â1967 ãîäó � äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Íåëèíåéíûå çàäà÷è òåîðèèòîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê¿.Áîëåå 50 ëåò âûäàþùèéñÿ ó÷åíûé è òàëàíòëèâûé ïåäàãîã âåäåòíàó÷íóþ è ïðåïîäàâàòåëüñêóþ ðàáîòó â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãî-ñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Ñíà÷àëà ðóêîâîäèòåëåì ëàáîðàòîðè-åé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. àêàä.Â. È. Ñìèðíîâà, ñ 1973 ãîäà ïðîôåññîðîì êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîéôèçèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, à ñ 1976 ãîäà � çà-âåäóþùèì êàôåäðîé òåîðèè óïðóãîñòè ÑÏáÃÓ. Ó÷åíèêàìè Í. Ô.Ìîðîçîâà çàùèùåíî áîëåå 50 êàíäèäàòñêèõ è 8 äîêòîðñêèõ äèññåð-òàöèé.Íèêèòó Ôåäîðîâè÷à Ìîðîçîâà îòëè÷àåò ýíåðãèÿ, óâëå÷åííîñòüíàóêîé, ïîñòîÿííûé èíòåðåñ ê íîâûì àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì ìåõà-íèêè, ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ ìåõàíèêè â ñìåæíûõ äèñöèïëèíàõ, êðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñïîñîáíîñòü ñàìîçàáâåííî òðóäèòü-ñÿ è îðãàíèçîâûâàòü äðóãèõ, äîñòóïíîñòü â îáùåíèè. Í. Ô. Ìî-ðîçîâ � àâòîð áîëåå 450 íàó÷íûõ ðàáîò, â òîì ÷èñëå 8 ìîíîãðà-ôèé è 3 ó÷åáíûõ ïîñîáèé. Â 1994 ãîäó Í.Ô. Ìîðîçîâ ñòàë ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì ÐÀÍ. Â 1995 ãîäó Í. Ô. Ìîðîçîâó ïðèñâîåíî çâà-íèå ¾Çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿. Â 2000ãîäó çà öèêë ðàáîò ïî íåëèíåéíûì ïðîáëåìàì ìåõàíèêè äåôîðìè-ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà Í. Ô. Ìîðîçîâó ïðèñóæäåíà Ãîñóäàðñòâåí-íàÿ ïðåìèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â îáëàñòè íàóêè è òåõíèêè è îíèçáðàí äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì àêàäåìèè íàóê. Â 2006 ã. çà âûäàþ-ùèéñÿ âêëàä â äèíàìè÷åñêóþ òåîðèþ ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ Í.Ô.Ìîðîçîâó ïðèñóæäåíà ïðåìèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà âîáëàñòè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê èìåíè À. Ô. Èîôôå.Â 2009 ãîäó Í.Ô.Ìîðîçîâ èçáðàí ÷ëåíîì Åâðîïåéêîé àêàäåìèèíàóê, à â 2017 ãîäó íàãðàæäåí ìåäàëüþ Áëåçà Ïàñêàëÿ, ïðèñóæäà-åìîé Åâðîïåéñêîé àêàäåìèåé íàóê â çíàê ïðèçíàíèÿ âûäàþùåãîñÿëè÷íîãî âêëàäà ó÷åíûõ â íàóêó è òåõíîëîãèè, â ðàçâèòèå èññëåäî-âàòåëüñêèõ íàâûêîâ â îáðàçîâàíèè.Í. Ô. Ìîðîçîâ ÿâëÿåòñÿ âèöå-ïðåäñåäàòåëåì Íàöèîíàëüíîãî êî-ìèòåòà Ðîññèè ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå, ïðåäñåäà-



5òåëåì Íàó÷íîãî Ñîâåòà ÐÀÍ ïî ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäî-ãî òåëà, ÷ëåíîì Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè IUTAM, ÷ëåíîì ðåäêîëëå-ãèé âåäóùèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëîâ ïî ìåõàíèêå.Ïðè ó÷àñòèè Í. Ô. Ìîðîçîâà ñîçäàí íàó÷íûé æóðíàë ¾Óñïåõè ìå-õàíèêè¿, ñîðåäàêòîðîì êîòîðîãî îí ÿâëÿåòñÿ. Âîò óæå íåñêîëüêîäåñÿòêîâ ëåò îí ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè æóðíàëà ¾ÂåñòíèêÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Àñò-ðîíîìèÿ¿.Í. Ô. Ìîðîçîâ íàãðàæäåí ¾Îðäåíîì Ïî÷åòà¿ (1999), îðäåíîì¾Çà çàñëóãè ïåðåä Îòå÷åñòâîì¿ IV ñòåïåíè (2003), ¾Îðäåíîì äðóæ-áû¿ (2010). Â 2015 ãîäó óäîñòîåí áëàãîäàðíîñòè Ïðåçèäåíòà Ðîñ-ñèéñêîé Ôåäåðàöèè.Îñíîâíûå íàó÷íûå èíòåðåñû Í. Ô. Ìîðîçîâà íàõîäÿòñÿ â îáëà-ñòè ïðèìåíåíèÿ ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ìåõàíèêè äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ òåë. Îñíîâíûåìàòåìàòè÷åñêèå èíòåðåñû ñâÿçàíû ñ ñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëüíûìèóðàâíåíèÿìè, êîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèÿìè, òåîðèåé áèôóðêàöèé,èíòåãðàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è äð.Ïîä ðóêîâîäñòâîì Í. Ô. Ìîðîçîâà â Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìàøè-íîâåäåíèÿ ÐÀÍ ñîçäàí è ïëîäîòâîðíî ðàáîòàåò íàä ðåøåíèåì àêòó-àëüíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà òâîð÷åñêèéêîëëåêòèâ, â ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäèò ìíîãî òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè.Áëàãîäàðÿ óñèëèÿì Í.Ô. Ìîðîçîâà â Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìà-øèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ ñîçäàíû è àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ñëåäóþùèå íà-ïðàâëåíèÿ: ìèêðîìåõàíèêà ìàòåðèàëîâ, ñîçäàíèå è ïðèìåíåíèå óã-ëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð, ìåòîäû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè, ìåõàíè-êà íàíîìàòåðèàëîâ è òåîðèè äåôåêòîâ è äèíàìèêà ýêñòðåìàëüíûõñîñòîÿíèé è ñòðóêòóðíûõ ïðåâðàùåíèéÍèêèòà Ôåäîðîâè÷ âñòðå÷àåò ñâîé þáèëåé â ðàñöâåòå òâîð÷å-ñêèõ ñèë. Æåëàåì íàøåìó ëþáèìîìó Ó÷èòåëþ çäîðîâüÿ, ðàäîñòèè äàëüíåéøèõ íàó÷íûõ óñïåõîâ!



ÒÎ×ÊÈ ÂÅÒÂËÅÍÈß ØÀÐÍÈÐÍÛÕ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂÑ ÄÎÁÀÂÎ×ÍÛÌ ÌÀßÒÍÈÊÎÌÑ. Í. ÁóðüÿíÐàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü âîçíèêíîâåíèÿ òî÷åê âåòâëåíèÿ (èëè îñî-áûõ òî÷åê) êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîãî øàðíèðíîãî ìå-õàíèçìà. Òî÷êè âåòâëåíèÿ âîçíèêàþò ïðè äîáàâëåíèè äâîéíîãî ìàÿò-íèêà ñî ñïåöèàëüíûìè äëèíàìè çâåíüåâ, ñóììà èëè ðàçíîñòü êîòîðûõðàâíà ìèíèìàëüíîìó èëè ìàêñèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ âåð-øèíàìè øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà. Â ýòîì ñëó÷àå êîíôèãóðàöèîííîå ïðî-ñòðàíñòâî âáëèçè òî÷êè âåòâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå äâóõãëàäêèõ êðèâûõ, êîòîðûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïîä íåíóëåâûì óãëîì èëèèìåòü îáùóþ êàñàòåëüíóþ. Äàííûé ïîäõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðåñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà è ìåõàíèçìà Äàðáó. Òàêæå èçó÷àþòñÿ óñêîðå-íèÿ ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà â òî÷êå âåòâëåíèÿ äëÿ îñîáåííîñòè òèïàêàñàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îñîáåííîñòè òèïà êàñà-íèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿìËàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì íàä îñîáåííîñòüþ.1. ÂâåäåíèåÂ çàäà÷àõ ñèíòåçà ìåõàíèçìîâ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-ñòâå ìîãóò âîçíèêàòü îñîáåííîñòè òèïà òî÷åê âåòâëåíèÿ. Â ýòèõ îñî-áûõ êîíôèãóðàöèÿõ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò ãåîìåòðè÷åñêèïðîäîëæèòü äâèæåíèå íå îäíèì, à íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Óðàâíå-íèÿ äâèæåíèÿ â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåîïðåäåëåííûìè, èäëÿ çàäàíèÿ äèíàìèêè íóæíî îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû â îñî-áûõ òî÷êàõ.Èçâåñòíûì øàðíèðíûì ìåõàíèçìîì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñîáåí-íîñòÿìè ÿâëÿåòñÿ ¾ïàðàäîêñàëüíûé¿ ìåõàíèçì Ï.Ë.×åáûø�åâà [1].Â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ýòîãî ìåõàíèçìà åñòü 6 îñîáûõòî÷åê, êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäÿòñÿ ïðè ïîëíîì îáîðîòåðóêîÿòêè. Ýòîò ìåõàíèçì ïîñëóæèë ñòèìóëîì äëÿ èçó÷åíèÿ ñèíãó-ëÿðíîãî ìàÿòíèêà àâòîðîì.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 23 íîÿáðÿ 2021 ã.c© Ñ. Í. Áóðüÿí, 2021.



7Â ðàáîòàõ Â.À.Ñàìñîíîâà è À.À.Ìèõàëåâà [2, 3] ðàññìàòðèâà-þòñÿ íåêîòîðûå òèïû îñîáåííîñòåé êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-ñòâà è áèôóðêàöèè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ ãîëîíîìíûõ ñèñòåì.Äèíàìèêà ñ îñîáåííîñòÿìè íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé ðàññìàòðèâàåòñÿâ ðàáîòàõ È.Â. Çàêàëþêèíà íà ïðèìåðå áàëêè ñ äâóìÿ êîíüêàìè [4].Èçó÷àþòñÿ òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïðîõîäÿò âáëèçè îñîáåííîñòè.Îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ãàìèëüòîíîâàôîðìàëèçìà äëÿ ñèí-ãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ îïèñûâàåòñÿ â ðàáîòàõ øêîëû ÄèôôåîòîïèèÀ.Ì.Âèíîãðàäîâà [5]. Äðóãèå òåîðèè, òàêèå êàê ïðîñòðàíñòâà Ñè-êîðñêîãî [6] è ïðîñòðàíñòâà Ôð�åëèõåðà [7], ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòüäèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íîïðèìåíåíèé îáùåé òåîðèè ê êîíêðåòíûì ìåõàíèçìàì â ëèòåðàòóðåíàéòè íå óäàåòñÿ.Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ãî-ëîíîìíîé ìåõàíèêè èç [8, 9].Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ ïî èñòîðèè çàäà÷è èññëåäîâàíèÿäèíàìèêè ìåõàíèçìîâ ñ îñîáåííîñòÿìè. Â 1968�1990 ãîäàõ ïðîõîäèëíàó÷íûé ñåìèíàð íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓèìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîìÀ.Ì.Âèíîãðàäîâà. Ãëàâ-íîé òåìàòèêîé ñåìèíàðà áûëà ãåîìåòðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. Â 2000�2010 ãîäàõ ïðîâîäèëàñü ñåðèÿ êîíôåðåíöèé ¾Ñî-âðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ¿ â Èòàëèè. Â 2007 ãîäó áûëà îðãàíèçîâàíàñîâìåñòíàÿ èòàëüÿíî-ðîññèéñêàÿ ïðîãðàììà ¾Ñîâðåìåííàÿ àíàëè-òè÷åñêàÿ ìåõàíèêà¿ íà áàçå ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòàÑÏáÃÓ. Íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ïðîãðàììû ñòàë À.Ì.Âèíîãðàäîâ(èíñòèòóò Ëåâè-×èâèòà). Êóðàòîðîì ïðîãðàììû áûë íàçíà÷åíÂ.Ñ. Êàëüíèöêèé (ÑÏáÃÓ). Íà îäíîé èç øêîë À.Ì.Âèíîãðàäîâè ïîñòàâèë âîïðîñ î ïîñòðîåíèè îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè,â ïåðâóþ î÷åðåäü ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Â.Ñ. Êàëüíèöêèé ïðåäëî-æèë íà÷àòü èññëåäîâàíèå âîïðîñà ñ àíàëèçà íàáëþäàåìîé äèíà-ìèêè ðåàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå èìåþò îñîáåííîñòèêîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé. Ìåõàíèêî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñòàëà îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿìåõàíèçìîâ ñ îñîáåííîñòÿìè â ðàáîòàõ àâòîðà [10 � 12].Â äàííîé ðàáîòå ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçèðóåòñÿ ìåòîäâîçíèêíîâåíèÿ òî÷åê âåòâëåíèÿ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå



8ïëîñêîãî øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñèíãó-ëÿðíîãî ìàÿòíèêà [10] è ìåõàíèçìà Äàðáó [11, 12], êîòîðûå ìîãóòáûòü ïîëó÷åíû èç øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ áåç îñîáåííîñòåé ñ ïîìî-ùüþ äîáàâëåíèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà. Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêàäîêàçûâàåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ñîîòâåò-ñòâóåò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà. Äëÿ ìåõàíèçìà Äàðáóäîêàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíîñòü îñîáîé òî÷êè êîíôèãóðàöèîííîãîïðîñòðàíñòâà.2. Äîáàâëåíèå ñïåöèàëüíîãî äâóõçâåííèêàÐàññìîòðèì ïëîñêèé øàðíèðíûé ìåõàíèçì ñ öèëèíäðè÷åñêèìèøàðíèðàìè A1, A2, . . . , An. ×àñòü èç øàðíèðîâ ñîåäèíåíà íåðàñòÿ-æèìûìè ñòåðæíÿìè, è íåêîòîðûå øàðíèðû ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêîïî çàäàííûì íàïðàâëÿþùèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàðíèðíûé ìåõà-íèçì A1 A2 . . . An èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû è ïàðàìåòðèçóåòñÿóãëîì 0 6 u < 2π. Ââåäåì íåêîòîðóþ ñèñòåìó ïðÿìîóãîëüíûõ êî-îðäèíàò ñ îñÿìè Ox è Oy â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ìåõàíèçìà. Ïóñòüêîîðäèíàòû âåðøèí xA1
, yA1

, . . . , yAn ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿ-ìè óãëà u. Äàëåå ïîä ¾ãëàäêîñòüþ¿ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ãëàäêîñòüòèïà C∞(R,R).Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà s êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà øàð-íèðíîãî ìåõàíèçìà A1, A2, . . . , An íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé (èëèòî÷êîé âåòâëåíèÿ), åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè s êîíôèãóðàöèîí-íîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñ-ëà p > 1 íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè âíåòî÷êè s.Áóäåì òàêæå íàçûâàòü îñîáûå òî÷êè ¾òî÷êàìè âåòâëåíèÿ¿.Óòâåðæäåíèå 1. Ðàññìîòðèì ðàññòîÿíèå d = d(u) = |A1A2|(u).Ïóñòü ïðè u = u∗ äîñòèãàåòñÿ ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì (èëèñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì) ðàññòîÿíèÿ dmin (èëè dmax) ìåæ-äó äâóìÿ øàðíèðàìè A1 è A2. Äîáàâèì ê øàðíèðíîìó ìåõàíèçìó
A1A2 . . . An äâà çâåíà: A1B è A2B, ñîåäèíåííûå øàðíèðîì B. Áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü |A1B| > |A2B|. Äëèíû ñòåðæíåé
A1B è A2B ïîäáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî |A1B|−|A2B| = dmin (èëè
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|A1B| + |A2B| = dmax). Òîãäà â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâåøàðíèðíîãî ìåõàíèçìà A1A2 . . . AnB âîçíèêàåò òî÷êà âåòâëåíèÿïðè çíà÷åíèè óãëà u = u∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðè u = u∗ äîñòèãàåòñÿñòðîãèé ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ dmin ìåæäó äâóìÿ øàðíèðàìè A1 è
A2. Äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè óãëà u = u∗.Ðàññóæäåíèå äëÿ ñòðîãîãî ìàêñèìóìà àíàëîãè÷íî.Ïðè çíà÷åíèÿõ u èç ìàëîé îêðåñòíîñòè u∗ ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñ-ñòîÿíèå |A1A2| > dmin è òðåóãîëüíèê A1BA2 íåâûðîæäåííûé. Òî-ãäà ïðè çàäàííûõ äëèíàõ ñòîðîí |A1B|, |A2B| è |A1A2| ñóùåñòâó-åò äâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà A1BA2: êîãäà ñòåð-æåíü A1B îòêëîíÿåòñÿ âïðàâî èëè âëåâî îò ïðÿìîé A1A2. Ñëåäîâà-òåëüíî, â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà
A1A2 . . . AnB åñòü äâå íåïðåðûâíûå êðèâûå Γ1 è Γ2, êîòîðûì ñî-îòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå ïîëîæåíèÿ âåðøèí A1, A2, . . . , An è äâàâîçìîæíûõ ïîëîæåíèÿ âåðøèíû B. Âíå êîíôèãóðàöèè ñ u = u∗êîîðäèíàòû âåðøèíû B â òðåóãîëüíèêå A1BA2 îïðåäåëÿþòñÿ ïîòåîðåìå êîñèíóñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû xB è yB ÿâëÿþòñÿãëàäêèìè ôóíêöèÿìè âíå u = u∗. Çíà÷èò, êðèâûå Γ1 è Γ2 ÿâëÿ-þòñÿ ãëàäêèìè âíå òî÷êè u = u∗ è ïðè u = u∗ âîçíèêàåò òî÷êàâåòâëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 2. Íåïðåðûâíûå êðèâûå Γ1 è Γ2 â êîíôèãóðàöèîí-íîì ïðîñòðàíñòâå ìåõàíèçìà A1, A2, . . . , AnB, äëÿ êîòîðûõ âåð-øèíà B íàõîäèòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé A1A2 (âêëþ÷àÿïðÿìóþ A1A2), íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè äâèæåíèÿ.Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóêöèè øàðíèð A1, A2, . . . , AnB ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé øàðíèðíûé ìåõàíèçìA1, A2, . . . , An ñ äîáàâëåííûì äâîé-íûì ìàÿòíèêîì (äâóõçâåííèêîì) A1BA2, ïîýòîìó ìåõàíèçìû äàí-íîãî âèäà ìîæíî êàê ¾ìåõàíèçìû ñ äîáàâî÷íûì ìàÿòíèêîì¿. Ðàñ-ñìîòðèì äâèæåíèå âåðøèíû B âáëèçè îñîáîé êîíôèãóðàöèè, êî-ãäà òðåóãîëüíèê A1BA2 ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííûì. Îáîçíà÷èì óãîë
A2A1B êàê θ1, óãîë A1BA2 êàê θ2, äëèíû ñòåðæíåé A1B è A2B êàê
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l1 è l2. Òîãäà ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

θ1(u) = ± arccos

(
l21 + d(u)2 − l22

2l1d(u)

)
;

θ2(u) = ± arccos

(
l21 + l22 − d(u)2

2l1l2

)
. (1)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé çíàê ïåðåä àðêêîñèíóñàìèâ ôîðìóëàõ (1) ñîîòâåòñòâóåò âåòâè äâèæåíèÿ Γ1 è îòðèöàòåëüíûéçíàê ñîîòâåòñòâóåò âåòâè äâèæåíèÿ Γ2. Òîãäà ïðè äâèæåíèè ïî âåò-âè Γ1 âåðøèíà B âñåãäà íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò ïðÿìîé A1A2, à ïðèäâèæåíèè ïî âåòâè Γ2 âñåãäà íàõîäèòñÿ ñëåâà. Ïåðåéòè ñ îäíîé âåò-âè íà äðóãóþ øàðíèðíûé ìåõàíèçì A1, A2, . . . , AnB ìîæåò òîëüêîïðè θ1 = 0 èëè θ1 = π.Ïóñòü óãîë ïîâîðîòà α ñòåðæíÿ A1A2 îòíîñèòåëüíî îñè êîîðäè-íàò Ox ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà u. Äëÿ äàëüíåéøå-ãî àíàëèçà íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà óãëà θ1 (óòâåðæäåíèÿ2 è 3). Ýòè ñâîéñòâà ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ãëàäêîé ôóíê-öèè d(u) â ðÿä Àäàìàðà äî ïåðâîãî íåíóëåâîãî ñëàãàåìîãî â òî÷êå

u = u∗. Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ èç [10].Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü d′(u∗) = 0 è d′′(u∗) 6= 0. Òîãäà θ1(u) è
θ2(u) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ïðè u→ u∗+0 è u→ u∗− 0.Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóþùèå: θ′1(u∗) 6= 0, θ′2(u∗) 6= 0. Ãëàäêè-ìè ïðîäîëæåíèÿìè ôóíêöèé θ1 è θ2 çà òî÷êó u∗ ÿâëÿþòñÿ ôóíê-öèè −θ1 è −θ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ãëàäêîìó èçìåíåíèþ êîîðäèíàòûâåðøèíû B â îêðåñòíîñòè u = u∗ ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîåäâèæåíèå ìàÿòíèêà A1BA2 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé A1A2.Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü d′(u∗) = d′′(u∗) = d′′′(u∗) = 0 è ÷åòâåð-òàÿ ïðîèçâîäíàÿ d(4)(u∗) 6= 0. Òîãäà óãëû θ1(u) è θ2(u) ÿâëÿþòñÿãëàäêèìè ôóíêöèÿìè â îêðåñòíîñòè u = u∗. Çíà÷åíèå ïðîèçâîä-íûõ: θ′1(u∗) = 0, θ′2(u∗) = 0, θ′′1 (u∗) 6= 0, θ′′2 (u∗) 6= 0. Ãëàäêîìóèçìåíåíèþ êîîðäèíàòû âåðøèíû B â îêðåñòíîñòè u = u∗ ñîîò-âåòñòâóåò àñèììåòðè÷íîå äâèæåíèå ìàÿòíèêà A1BA2 îòíîñè-òåëüíî ïðÿìîé A1A2.Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè âåðøèíû B ïðè



11äâèæåíèè â òî÷êó âåòâëåíèÿ. Ïîä ôóíêöèåé θ1 áóäåì ïîäðàçóìå-âàòü äâèæåíèå ïî âåòâè ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì â ôîðìóëàõ (1).Êîîðäèíàòû âåðøèíû B ïðè äâèæåíèè ïî âåòâè Γ1 è Γ2 çàïèøóòñÿâ âèäå
xB = xA1

+ l1 cos(α± θ1);

yB = yA1
+ l1 sin(α± θ1). (2)Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü θ′1(u∗) 6= 0 è âåêòîð ñêîðîñòè òî÷êè

A1 íå îðòîãîíàëåí âåêòîðó A1A2 ïðè u = u∗. Òîãäà âåòâè äâè-æåíèÿ Γ1 è Γ2 èìåþò ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êåâåòâëåíèÿ ïðè u = u∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòåé âåðøèíû B èìåþò êîîð-äèíàòû
x′B = x′A1

− l1 sin(α± θ1)(α
′ ± θ′1);

y′B = y′A1
+ l1 cos(α± θ1)(α

′ ± θ′1). (3)Â òî÷êå âåòâëåíèÿ θ1 = 0. Äëÿ çíà÷åíèÿ θ′1 6= 0 ïðè θ1 = 0 íàïðàâ-ëåíèÿ âåêòîðîâ ñêîðîñòåé (3) äëÿ äâóõ âåòâåé äâèæåíèÿ ðàçëè÷íûòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû
(
x′A1

− l1 sin(α)α
′

y′A1
+ l1 cos(α)α

′

)
,

(
−l1 sin(α)θ′1
+l1 cos(α)θ

′
1

)íå êîëëèíåàðíûå. Ýòî óñëîâèå ïðè θ′1(u∗) 6= 0 ðàâíîñèëüíî ñëåäóþ-ùåìó: (
x′A1

y′A1

)
6= k

(
−l1 sin(α)
+l1 cos(α)

)
,ãäå k ∈ R � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü òî÷êè

A1 íå äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà âåêòîðó A1A2.Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü θ′1(u∗) = 0 ïðè u = u∗. Òîãäà âåòâè äâè-æåíèÿ Γ1 è Γ2 èìåþò îäèíàêîâûå êàñàòåëüíûå â òî÷êåâåòâëåíèÿ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå u = u∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (3) ïðè ïîäñòàíîâêå çíà-÷åíèé θ1(u∗) = 0 è θ′1(u∗) = 0.



12 Èç óòâåðæäåíèé 2 � 5 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäñòâèÿ.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü θ′1(u∗) 6= 0 è âåêòîð ñêîðîñòè òî÷êè A1íå îðòîãîíàëåí âåêòîðó A1A2 ïðè çíà÷åíèè u = u∗. Òîãäà âåòâèäâèæåíèÿ Γ1 è Γ2 íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè, íî êîíôèãó-ðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî Γ = Γ1 ∪ Γ2 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõãëàäêèõ êðèâûõ.Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü θ′1(u∗) = 0 ïðè u = u∗. Òîãäà êîíôèãóðàöèîí-íîå ïðîñòðàíñòâî Γ = Γ1∪Γ2 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ãëàäêèõêðèâûõ Γ1 è Γ2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåòâÿìè äâèæåíèÿ.Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ìåõàíèçìîâ ñ îñîáåííîñòüþ êîíôèãó-ðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò èç-çà äîáàâëåííîãîäâîéíîãî ìàÿòíèêà. Îáîçíà÷åíèÿ âåðøèí â ïàðàãðàôàõ 3 è 4 íåñâÿçàíû ñ îáîçíà÷åíèÿìè â ïàðàãðàôå 2 è âçÿòû èç ñòàòåé àâòîðà[10 � 12].3. Ñèíãóëÿðíûé ìàÿòíèêÐàññìîòðèì ïëîñêèé ìåõàíèçì, ñîñòîÿùèé èç íåïîäâèæíîãîøàð-íèðà A è òî÷å÷íîé ìàññû C, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî çàäàííîé êðè-âîé γ. Â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ýòîãî ìåõàíèçìà íåò îñî-áåííîñòåé. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò xOy â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿìåõàíèçìà: îñü Ox íàïðàâëåíà âíèç ïàðàëëåëüíî äåéñòâèþ ñèëûòÿæåñòè, îñü Oy îðòîãîíàëüíà îñè Ox (ðèñ. 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òîïîëîæåíèå ìàññû C íà êðèâîé γ ïàðàìåòðèçóåòñÿ óãëîì u îòêëî-íåíèÿ âåðøèíû C îò âåðòèêàëüíîé îñè Ox. Êðèâàÿ γ(u) ÿâëÿåòñÿãëàäêîé ñèììåòðè÷íîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Ïðè çíà÷åíèè
u = 0 äîñòèãàåòñÿ ñòðîãèé ìèíèìóì dmin ðàññòîÿíèÿ d(u) = |AC|(u)ìåæäó øàðíèðàìè A è C.Äîáàâèì ê øàðíèðàì A è C äâóõçâåííèê ABC, òàêîé ÷òî |AB|−
|BC| = dmin. Ïîëó÷èì ¾ñèíãóëÿðíûé ìàÿòíèê¿, â êîíôèãóðàöèîí-íîì ïðîñòðàíñòâå êîòîðîãî âîçíèêàåò îñîáàÿ òî÷êà, èëè òî÷êà âåòâ-ëåíèÿ, ïî óòâåðæäåíèþ 1. Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèíãó-ëÿðíîãî ìàÿòíèêà ëåæèò â ìíîæåñòâå R4 = {(xB, yB, xC , yC)}. Âåò-âè äâèæåíèÿ Γ1 è Γ2 èìåþò òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå èëè êàñà-íèå â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ôóíêöèè d(u) ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì4 è 5. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ óãëîâ: θ1 = ∠CAB, θ2 = ABC.
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Ðèñ. 1. Ñèíãóëÿðíûé ìàÿòíèêÌåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê äâîéíîé ìàÿòíèê ABC, íà ïåðåìåùåíèå ñâîáîäíîé âåð-øèíû C êîòîðîãî íàëîæåíà ãîëîíîìíàÿ ñâÿçü f3(xC , yC) = 0: âåð-øèíà C äâèæåòñÿ òîëüêî ïî çàäàííîé êðèâîé γ. Äëÿ äâîéíîãî ìà-ÿòíèêà ñòàíäàðòíî ïðèìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû ϕ è ψ îòêëîíåíèÿñòåðæíåé AB è BC îò âåðòèêàëüíîé îñè Ox. Äâóìåðíûé òîð T
2ïàðàìåòðèçóåòñÿ êîîðäèíàòàìè {(ϕ, ψ)}. Òî÷êå âåòâëåíèÿ ñîîòâåò-ñòâóþò óãëû (ϕ, ψ) = (0, π). Îáîçíà÷èì äëèíû ñòåðæíåé AB è BCêàê l1 è l2. Ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì äâîéíîãî ìàÿòíèêà ïîçâîëÿåòïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ñ 4 äî 2. Óãëîâûå êîîðäèíàòû ϕ è ψâûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãëû ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà u, θ1 è θ2:

ϕ(u) = u+ θ1(u); ψ(u) = ϕ(u) + π + θ2(u). (4)Â ôîðìóëå (4) äëÿ óãëîâ θ1 è θ2 âûáèðàåòñÿ îäíà âåòâü äâèæåíèÿ.Ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíè-



14êà â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ ϕ è ψ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè óãëîâ
θ1 è θ2 êàê ôóíêöèé ïåðåìåííîé u. Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì 4 è5 äëÿ âåòâåé äâèæåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî äîêàçàòüñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñèíãóëÿðíî-ãî ìàÿòíèêà â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ [10]. Äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåò-ñÿ ïðè −π/2 < u < π/2.Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè d(u) > l1− l2 ïðè −π/2 < u < π/2, òî âåò-âè äâèæåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êàæäàÿâåòâü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé íà òîðå T

2.Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü d(0) = l1 − l2, d′(0) = 0 è d′′(0) 6= 0. Òî-ãäà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé äâå ãëàäêèå êðèâûå íà òîðå T
2, êîòîðûå òðàíñ-âåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ â îáùåé òî÷êå. Ãëàäêèì êðèâûì ñîîò-âåòñòâóþò íå÷åòíûå ôóíêöèè θ1(u) è θ2(u). Çíà÷åíèå θ′1(0) 6= 0,

θ′2(0) 6= 0, θ′′1 (0) = 0, θ′′2 (0) = 0.Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü d(0) = l1 − l2, d′(0) = d′′(0) = d′′′(0) = 0è d(4)(0) 6= 0. Òîãäà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèíãóëÿðíîãîìàÿòíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå ãëàäêèå êðèâûå (âåòâè äâèæå-íèÿ) Γ1 è Γ2, êîòîðûå èìåþò êàñàíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â îáùåéòî÷êå. Êðèâûå Γ1 è Γ2 èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè êðèâèçíû â îñîáîéòî÷êå. Ãëàäêèì êðèâûì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòíûå ôóíêöèè θ1(u)è θ2(u). Çíà÷åíèå θ′1(0) = 0, θ′2(0) = 0, θ′′1 (0) 6= 0, θ′′2 (0) 6= 0.Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü d(0) = l1 − l2. Åñëè ðàäèóñ êðèâèçíû ëè-íèè ñâÿçè f3(x2, y2) ïðè u = 0 ðàâåí ðàçíîñòè äëèí ñòåðæíåé ABè BC, òî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãëàäêèõ êðèâûõ, êîòîðûå ñîñòàâëÿ-þò êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà, áó-äåò îñîáåííîñòü òèïà êàñàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åñëè ðàäèóñ êðè-âèçíû îòëè÷åí îò ðàçíîñòè äëèí ñòåðæíåé, òî íà äâóìåðíîìòîðå áóäåò òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ ãëàäêèõ êðèâûõ.Òèïè÷íûé âèä êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñèíãóëÿðíîãîìàÿòíèêà äëÿ îñîáîé òî÷êè òèïà òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ èëèêàñàíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 2 è 3. Ãðàôèêè âåòâåé ñèíãóëÿðíîãî ìàÿò-íèêà ïîñòðîåíû äëÿ çíà÷åíèé −π/2 < u < π/2.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà



15ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñ òî÷å÷íûìè ìàññàìè mB è mC â âåð-øèíàõ B è C, êîãäà ñòåðæíè AB è BC ñ÷èòàþòñÿ íåâåñîìûìèè íåðàñòÿæèìûìè. Äâèæåíèå ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà ïðîèñõîäèòòîëüêî ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-íèÿ g = 9, 8ì/ñ2.

Ðèñ. 2. Îñîáàÿ òî÷êà ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà òèïà ïåðåñå÷åíèÿÑêîðîñòè è óñêîðåíèÿ óãëîâûõ êîîðäèíàò:
ϕ̇ = u̇+ θ′1(u)u̇; ψ̇ = ϕ̇+ θ′2(u)u̇;

ϕ̈ = ü+ θ′′1 (u)(u̇)
2 + θ′1(u)ü; ψ̈ = ϕ̈+ θ′′2 (u)(u̇)

2 + θ′2(u)ü. (5)Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ:
T (u, u̇) =

1

2

(
m1l

2
1(1 + θ′1(u))

2(u̇)2+

+m2((d(u))
2 + (d′(u))2)(u̇)2

)
= A(u)(u̇)2;

V (u) = −m1gl1 cos(u+ θ1(u))−m2gd(u) cos(u). (6)Òàêæå ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè:
A′(u) = m1 l

2
1 (1 + θ′1(u)) θ

′′
1 (u) +m2 (d(u) d

′(u) + d′(u) d′′(u));
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Ðèñ. 3. Îñîáàÿ òî÷êà ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà òèïà êàñàíèÿ
Qu(u) = −m1 g l1 sin(u+ θ1(u)) (1 + θ′1(u))+

+m2 g (d
′(u) cos(u)− d(u) sin(u)). (7)Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ äâèæåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà âíåîñîáîé òî÷êè äëÿ îáîáùåííîé êîîðäèíàòû u:

ü =
Qu(u)−A′(u)(u̇)2

2A(u)
. (8)Â âûðàæåíèÿõ (5)�(8) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó ôóíêöèè θ1 (ôîðìóëà1) âûáðàí îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõ çíàêîâ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåòãëàäêîé êðèâîé â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå X ñèíãóëÿðíî-ãî ìàÿòíèêà. Äëÿ îñîáåííîñòè òèïà òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿó óãëà θ1 âûáèðàþòñÿ ðàçíûå çíàêè ïðè çíà÷åíèÿõ −π/2 < u < 0è ïðè çíà÷åíèÿõ 0 < u < π/2. Äëÿ îñîáåííîñòè òèïà êàñàíèÿ ïåð-âîãî ïîðÿäêà ó óãëà θ1 âûáèðàåòñÿ îäèí çíàê ïðè −π/2 < u < π/2.Â ýòîì ñëó÷àå óãîë θ1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé óãëà u. Òàêæåçàìåòèì, ÷òî A(0) 6= 0, ïîýòîìó â óðàâíåíèè (8) íåò îñîáåííîñòåéâ çíàìåíàòåëå ïðè u = 0. Èç óðàâíåíèÿ (8) ïðè çàäàííûõ íà÷àëü-íûõ óñëîâèÿõ u0 è u̇0 ìîæíî íàéòè óñêîðåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè.



17Èçó÷èì âûðàæåíèå (8) â îñîáîé òî÷êå òèïà êàñàíèÿ. Îñîáîé òî÷-êå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ u = 0 è θ1 = 0.Óòâåðæäåíèå 10. Äëÿ îñîáåííîñòè òèïà êàñàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä-êà ïðè îäèíàêîâûõ ñêîðîñòÿõ (ϕ̇, ψ̇) ïðè u = 0 óñêîðåíèÿ (ϕ̈, ψ̈)ïðè u = 0 îòëè÷íû îò íóëÿ è èìåþò ðàçíûå çíàêè âäîëü âåòâåéäâèæåíèÿ Γ1 è Γ2.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå îñîáåííîñòè òèïà êàñàíèÿ ïåðâîãî ïî-ðÿäêà ïî óòâåðæäåíèþ 8 ïîëó÷àåì: θ′1(0) = 0, θ′2(0) = 0, θ′′1 (0) 6= 0,
θ′′2 (0) 6= 0. Òîãäà çíà÷åíèå

A′(0) = m1l
2
1θ

′′
1 (0)íå ðàâíî íóëþ è èìååò ðàçíûé çíàê ïðè äâèæåíèè ïî Γ1 è Γ2. Òàêæåïî ôîðìóëå (7) ïîëó÷àåì Qu(0) = 0. Çíà÷åíèå

A(0) =
1

2
(m1l

2
1 +m2d

2(0))îòëè÷íî îò íóëÿ è èìååò îäèí è òîò æå çíàê äëÿ äâóõ âåòâåé äâè-æåíèÿ. Ïî ôîðìóëàì (5) ïîëó÷àåì ïðè u = 0 è θ1 = 0:
ϕ̇ = u̇; ψ̇ = u̇;

ϕ̈ =

(
m2d

2(0)

m1l21 +m2d2(0)

)
· θ′′1 (0) · (u̇)2;

ψ̈ = ϕ̈+ θ′′2 (0) · (u̇)2. (9)Èç ôîðìóëû (9) ñëåäóåò, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ ñêîðîñòÿõ (ϕ̇, ψ̇) óñêî-ðåíèÿ (ϕ̈, ψ̈) îòëè÷íû îò íóëÿ è èìåþò ðàçíûå çíàêè äëÿ âåòâåéäâèæåíèÿ Γ1 è Γ2, òàê êàê çíàêè θ′′1 (0) è θ′′2 (0) ðàçëè÷íû äëÿ âåòâåéäâèæåíèÿ Γ1 è Γ2.Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TR2 äâîéíîãî ìàÿòíèêà ñêîîðäèíàòàìè (ϕ, ψ, ϕ̇, ψ̇). Äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì áåç îñîáåííî-ñòåé êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðî-ãî ðîäà çàäàþò ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè.Òàê êàê äëÿ îñîáåííîñòè êàñàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàïðàâëåíèÿ êà-ñàòåëüíûõ ê âåòâÿì Γ1 è Γ2 â îñîáîé òî÷êå s = (ϕ, ψ) = (0, π)



18

Ðèñ. 4. Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå äëÿ îñîáåííîñòè òèïà êàñàíèÿ ïåð-âîãî ïîðÿäêàñîâïàäàþò, òî êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ TΓ1 è TΓ2 âåòâåé äâèæåíèÿ
Γ1 è Γ2 ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé
L = TsΓ1 ∩ TsΓ2. Òî÷êè íà ïðÿìîé L ñîîòâåòñòâóþò óãëàì (ϕ, ψ) =
(0, π) è çàäàííûì ñêîðîñòÿì (ϕ̇, ψ̇) = (u̇, u̇). Îáùèé âèä ãëàäêîãîâåêòîðíîãî ïîëÿ V , êîòîðîå êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà TΓ = TΓ1 ∪ TΓ2,ïîêàçàí íà ðèñ. 4: â òî÷êàõ ïðÿìîé L âåêòîðíîå ïîëå V äîëæíîáûòü ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé L.Óòâåðæäåíèå 10 îçíà÷àåò, ÷òî â îñîáîé òî÷êå s = (0, π) ïðè îäè-íàêîâûõ ñêîðîñòÿõ (ϕ̇, ψ̇) óñêîðåíèÿ (ϕ̇, ψ̇) áóäóò ðàçëè÷íûìè ïðèïîäõîäå ê îñîáîé òî÷êå ïî âåòâè Γ1 è ïî âåòâè Γ2.Ñëåäñòâèå 3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà ñ îñî-áåííîñòüþ êàñàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà çàäàþò íåîäíîçíà÷íîå âåêòîð-íîå ïîëå V íà ïðÿìîé L â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TR2: ïðè îäíèõè òåõ æå çíà÷åíèÿõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé óñêîðå-íèÿ äëÿ äâóõ âåòâåé äâèæåíèÿ ðàçíûå.4. Ìåõàíèçì ÄàðáóÐàññìîòðèì ïëîñêèé øàðíèðíûé ìåõàíèçì, ñîñòîÿùèé èç òðåõñòåðæíåé: KB, BC è CM . Â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ìåõàíèçìà åñòü



19äâà íåïîäâèæíûõ øàðíèðà: A è D, ðàññòîÿíèå |AD| = 2. Íåïî-äâèæíûé øàðíèð A ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà KB, è íåïîäâèæ-íûé øàðíèð D ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà CM . Äëèíû ñòåðæíåé
KB è CM ðàâíû 2, äëèíà ñòåðæíÿ BC ðàâíà 2

√
2. Ââåäåì ñèñòåìóêîîðäèíàò â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ìåõàíèçìà: îñü Ox ïðîõîäèò ÷å-ðåç âåðøèíû A è D, îñü Oy ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà ADîðòîãîíàëüíî îñè Ox (ðèñ. 5).Â êà÷åñòâå îáîáùåííîé ïåðåìåííîé âîçüìåì óãîë u, ðàâíûé óãëóïîâîðîòà ñòåðæíÿ KB îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Ïîëîæåíèå òðåõçâåí-íèêà KBCM îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì u ïðè

− arccos(1−
√
2) < u < arccos(1−

√
2).Ïðè u = ± arccos(1−

√
2) äâà ñòåðæíÿ â òðåõçâåííèêåKBCM ñòàíî-âÿòñÿ ïàðàëëåëüíûìè è ìîãóò âûéòè èç êîíôèãóðàöèè äâóìÿ ñïî-ñîáàìè. Èçó÷åíèå øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà KBCM áóäåì ïðîâîäèòüâ îêðåñòíîñòè u = π/2, ïîýòîìó ïàðàìåòð u îäíîçíà÷íî çàäàåò ïî-ëîæåíèå âåðøèí K,B,C,M â îêðåñòíîñòè u = π/2.Â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ìåõàíèçìà KBCM íåò îñî-áåííîñòåé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäóøàðíèðàìè K è M ðàâíî 2

√
2 è äîñòèãàåòñÿ ïðè u = ±π/2 [12].Åñëè ê òðåõçâåííèêó KBCM äîáàâèòü äâà ñòåðæíÿ: KH è HM ,òàêèõ ÷òî |KH | + |HM | = 2
√
2, òî ïîëó÷èì ìåõàíèçì ñ òî÷êàìèâåòâëåíèÿ u = ±π/2 ïî óòâåðæäåíèþ 1. Êîãäà âûáðàíû îäèíàêî-âûå äëèíû ñòåðæíåé: |KH | = |HM | =

√
2, òî ïîëó÷àåì ¾ìåõàíèçìÄàðáó¿. Îñîáûì ñâîéñòâîì ìåõàíèçìà Äàðáó ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðèîäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ òèïîâ äâèæåíèÿ ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó êîí-ôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà âåðøèíà H äâèæåòñÿ ñòðîãî ïðÿìî-ëèíåéíî [11]. Íà ðèñ. 5 è 6 ïîêàçàíû äâà òèïà äâèæåíèÿ âåðøèíû

H : ïðÿìîëèíåéíîå è êðèâîëèíåéíîå.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ìå-õàíèçìà Äàðáó âáëèçè òî÷êè âåòâëåíèÿ u = π/2 íåîáõîäèìî íàéòèïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè |KM |(u) ïðè u = π/2. Äëÿ
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Ðèñ. 5. Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå âåðøèíû H ìåõàíèçìà Äàðáó

Ðèñ. 6. Êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå âåðøèíû H ìåõàíèçìà Äàðáó



21ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âåðøèí K,B,C,M :
xK = −1 + cosu; yK = sinu;

xB = −1− cosu; yB = − sinu;

u2 = arctan

(
sinu

2 + cosu

)
+ arccos

(
3 + cosu

√
2(5 + 4 cosu

)
;

xC = xB + 2
√
2 cosu2; yC = yB + 2

√
2 sinu2;

xM = xC + 2(1− xC); yM = yC + 2(0− yC). (10)Â ôîðìóëå (10) óãîë u2 ðàâåí óãëó ïîâîðîòà ñòåðæíÿ BC îòíî-ñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè Ox. Àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ïðî-èçâîäíûõ ôóíêöèè |KM |(u) çàòðóäíåíî, ïîýòîìó ïðèìåíÿëñÿ ÷èñ-ëåííûé àíàëèç. Ãðàôèêè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
|KM |(u) ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ïðè u = π/2çíà÷åíèå |KM |′(π/2) = 0 è |KM |′′(π/2) 6= 0. Íàïðàâëåíèå ñêîðî-ñòè âåðøèíû K â òî÷êå âåòâëåíèÿ u = π/2 íå îðòîãîíàëüíî âåê-òîðó KM . Ñëåäîâàòåëüíî, âåòâè äâèæåíèÿ ìåõàíèçìà Äàðáó èìå-þò ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êå âåòâëåíèÿ, ñîãëàñíîóòâåðæäåíèþ 4.Ïàðàìåòðèçàöèÿ âåðøèíû H ÷åðåç óãëû u è θ1 = ∠MKH :

xH = xK + cos(u4 ± θ1); yH = yK + sin(u4 ± θ1). (11)Â ôîðìóëå (11) óãîë u4 îáîçíà÷àåò îòêëîíåíèå ïðÿìîéMK îò ãîðè-çîíòàëüíîé îñè Ox. Óãîë u4 ãëàäêî çàâèñèò îò óãëà u, òàê êàê âåð-øèíûK èM ãëàäêî çàâèñÿò îò óãëà u ïî ôîðìóëàì (10). Âåòâè äâè-æåíèÿ ìåõàíèçìà Äàðáó ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè âíå òî÷êèâåòâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ôóíêöèè |KM |(u)äîêàçàíî, ÷òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ìåõàíèçìà Äàðáó âîêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê äâå ãëàäêèå êðèâûå,êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä íåíóëåâûì óãëîì.5. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå äîêàçàíû ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâàñèíãóëÿðíîãî ìàÿòíèêà è ìåõàíèçìà Äàðáó. Äëÿ àíàëèçà ýòèõ ñè-
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Ðèñ. 7. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è âòîðàÿ ïðîèçâîä-íàÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ôóíêöèè |KM |(u)ñòåì ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìå-õàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà áåç îñîáåííîñòåé êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-ñòâà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé. Ê ýòîéñèñòåìå äîáàâëÿåòñÿ äâóõçâåííèê (äâîéíîé ìàÿòíèê) ñ äëèíàìèñòåðæíåé, ñóììà èëè ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà ìèíèìàëüíîìó èëèìàêñèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó âûáðàííîé ïàðîé âåðøèí â øàð-íèðíîì ìåõàíèçìå áåç îñîáåííîñòåé. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ òî÷êàâåòâëåíèÿ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå øàðíèðíîãî ìåõàíèç-ìà. Îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò èìåòü òèï òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿèëè êàñàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàññòîÿíèé ìåæäóâûáðàííîé ïàðîé âåðøèí. Â ñëó÷àå îñîáîé òî÷êè òèïà êàñàíèÿ âåê-òîðíîå ïîëå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà âòîðîãîðîäà âíå îñîáåííîñòè, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íåîäíîçíà÷íî íàäîñîáåííîñòüþ. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàíèå äðóãèõìåõàíèçìîâ ñ îñîáåííîñòÿìè äàííûì ìåòîäîì.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÖÅÏÍÎÉ ËÈÍÈÈÈ ÅÅ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÉÅ. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. ÑìèðíîâÂ ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ îáû÷íîé öåïíîé ëè-íèè (ÖË), à òàêæå äâóõ åå ìîäèôèêàöèé � ðàñòÿæèìîé ÖË è ÖË âíüþòîíîâîì ïîëå òÿãîòåíèÿ. Ñîçäàíèå ìîäåëåé ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïà-ðàìåòðàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Adams. Ðåçóëüòà-òû, ïîëó÷åííûå ïðè ïðîâåäåíèè ñåðèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñðàâ-íèâàþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûõìîäåëåé ÖË, êîòîðûå îáëàäàþò ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Â õîäåèññëåäîâàíèÿ ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè ñèëîâîé õàðàêòåðèñòèêè â çàâèñèìî-ñòè îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî îòíîñèòåëüíîå ïðåâû-øåíèå äëèíû ÖË íàä äëèíîé ïðîëåòà. Ýòè ãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèèïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþò êîððåêòíîñòü ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ñ ñî-ñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.1. ÂâåäåíèåÌîäåëèðîâàíèå ÖË ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-ìè. Òàê, â ðàáîòå [1] àâòîðû ïðåäñòàâëÿþò öåïü â âèäå îäèíàêîâûõòî÷å÷íûõ ìàññ, êîòîðûå ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé íåðàñòÿæèìûìèíèòÿìè îäíîé äëèíû, à ïîèñê ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ ìàññ â ïðîñòðàí-ñòâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð â ñðåäå MS Excel. Îòìåòèì, ÷òîâ ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ ñòðóíû Ëàãðàíæ ïðåäñòàâëÿë åå êàê ïðå-äåëüíîå ñîñòîÿíèå íèòè ñ áóñèíêàìè ïðè ñòðåìëåíèè êîëè÷åñòâàáóñèíîê ê áåñêîíå÷íîñòè [2], ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàëî çàäà÷ó. Òà-êîé ïîäõîä íàøåë ïîääåðæêó ñðåäè ñîâðåìåííèêîâ ôðàíöóçñêîãîó÷åíîãî è îñòàåòñÿ âîñòðåáîâàííûì è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Â èññëå-äîâàíèÿõ [3, 4] äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïðîâîäîâ ïîä äåéñòâèåì âåò-ðîâûõ íàãðóçîê àâòîðû ñîçäàþò êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ìîäåëü ÖË ñïîìîùüþ beam-ýëåìåíòîâ. Â ñòàòüå [5] ìîäåëü ñ ñîñðåäîòî÷åííûìèïàðàìåòðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ñõîæèì â ñðàâíåíèè ñ ðàáîòîé [1] îáðà-çîì, îäíàêî çäåñü àâòîðû ðåøàþò çàäà÷ó íå ÷èñëåííî, à ïðèâîäÿòÄîêëàä íà ñåìèíàðå 15 ôåâðàëÿ 2022 ã.c© Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. Ñìèðíîâ, 2022.



Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé 25àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè äëÿ ìîäåëåé ñ ÷åòíûì è íå÷åòíûì êî-ëè÷åñòâîì çâåíüåâ. Íàêîíåö â êíèãå [6] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòüãàíòåëüíûå è ñòåðæíåâûå ñõåìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõìîäåëåé öåïíûõ ñèñòåì, à â ñòàòüå [7] ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿàíàëèçà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ÖË. Èìåííî òàêèå ñõåìû è áóäóòèñïîëüçîâàòüñÿ â äàííîé ðàáîòå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàê îáû÷íîéÖË, òàê è ðàñòÿæèìîé ÖË, à òàêæå ÖË â íüþòîíîâîì ïîëå òÿãî-òåíèÿ, ÷òî áóäåò îñóùåñòâëåíî â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Adams.2. Îáû÷íàÿ ÖËÐàññìîòðèì ñíà÷àëà íåðàñòÿæèìóþ ÖË â îäíîðîäíîì ãðàâèòà-öèîííîì ïîëå, òî÷êè ïîäâåñà êîòîðîé A è B ðàñïîëîæåíû íà îäè-íàêîâîé âûñîòå (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Îáû÷íàÿ ÖËÅå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò êîíôèãóðàöèþ òÿæåëîé íèòèèëè öåïè, èçâåñòíî èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè [6]:
y = a

(
ch
x

a
− 1
)
,ãäå âåëè÷èíà a âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Çàïèøåì ôîðìóëóäëÿ íàòÿæåíèÿ ÖË TA,B íà îïîðàõ A è B [8]:

TA,B = H ch
l0
2a

=
ql0
2z

ch z, a =
H

q
, z =

ql0
2H

, (1)



26 Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. Ñìèðíîâãäå H � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû T (ñîâïàäàþùàÿ ñîçíà÷åíèåì T â âåðøèíå ÖË), l0 � äëèíà ïðîëåòà, q � âåñ åäèíèöûäëèíû, à z � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, êîòîðûé óäîáíî ðàññìàòðè-âàòü êàê ïàðàìåòð ñåìåéñòâà ÖË ðàçëè÷íîé äëèíû, ñîåäèíÿþùèõòî÷êè A è B. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ìû áóäåìîñóùåñòâëÿòü â äàëüíåéøåì äëÿ âñåõ ìîäèôèêàöèé ÖË, öåëåñîîá-ðàçíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð δ ïî ôîðìóëå
δ =

L

l0
− 1 =

sh z

z
− 1. (2)ßñíî, ÷òî äàííûé ïàðàìåòð ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ äëè-íà ÖË L ïðåâûøàåò äëèíó ïðîëåòà l0.

Ðèñ. 2. Êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü îáû÷íîé ÖËÂ ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Adams áûëà ñîçäàíà ïàðàìåòðè÷å-ñêàÿ ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç äâàäöàòè ãàíòåëåé (ðèñ. 2). Êàæäàÿãàíòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåçûíåðöèîííûé ñòåðæåíü ñ äâóìÿ òî-÷å÷íûìè ìàññàìè m/2 íà åãî êîíöàõ. Òåì ñàìûì êîíå÷íîìåðíàÿìîäåëü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: â ìåñòàõ øàðíè-ðîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñîñåäíèå ãàíòåëè, ðàñïîëàãàþòñÿ òî÷åíûå ìàññû
m (ñóììà äâóõ ìàññ m/2 íà ñìåæíûõ êîíöàõ ñîñåäíèõ ãàíòåëåé),êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ áåçûíåðöèîííûìè ñòåðæíÿìè. Ïðè ýòîì â



Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé 27ìåñòàõ øàðíèðíîãî êðåïëåíèÿ ÖË íàõîäÿòñÿ êðàéíèå ìàññû m/2.Äàííàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ 13 ïàðàìåòðàìè: äëèíîé ïðîëåòà l0,äëèíîé îäíîé ãàíòåëè l, åå ìàññîé m, à òàêæå 10 óãëàìè α1, . . . , α10,êîòîðûå ãàíòåëè ñîñòàâëÿþò ñ ãîðèçîíòàëüþ â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-ñèÿ (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Çàäàâàåìûå ïàðàìåòðû â êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè×òîáû îïðåäåëèòü óêàçàííûå óãëû, ïîëó÷èì ïîòåíöèàëüíóþýíåðãèþ öåïè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîäåëè ñ ñîñðåäîòî÷åí-íûìè ïàðàìåòðàìè, ñîñòîÿùåé èç ÷åòíîãî ÷èñëà ãàíòåëåé, êîòîðîåìû ïðèìåì ðàâíûì 2n, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî:
Π = mgl

n−1∑

j=0

(1 + 2j) sinαn−j , (3)à òàêæå çàïèøåì óñëîâèå ñâÿçè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, âûðàæàþ-ùåå ðàâåíñòâî ñóììû ïðîåêöèé âñåõ ãàíòåëåé íà ãîðèçîíòàëü äëèíåïðîëåòà l0:
2l
n−1∑

j=0

cosαn−j = l0 ⇒
n−1∑

j=0

cosαn−j =
l0
2l
. (4)



28 Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. ÑìèðíîâÏîñêîëüêó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ äîëæíàáûòü ìèíèìàëüíîé, òî ìû èìååì çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.Äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà [9] íàîñíîâå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (3) è óñëîâèÿ ñâÿçè (4):
F =

n−1∑

j=0

[(1 + 2j) sinαn−j + λ cosαn−j ] ,ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷àñòíûå ïðîèç-âîäíûå ôóíêöèè F ïî âñåì óãëàì αj , ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíî-øåíèÿ ìåæäó óãëàìè α1, . . . , α10, êîòîðûå îòâå÷àþò ðàâíîâåñíîìóïîëîæåíèþ öåïè êàê êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìèïàðàìåòðàìè:
∂F

∂αn−j
= (1 + 2j) cosαn−j − λ sinαn−j = 0 ⇒ λ = (1 + 2j) ctgαn−j ,

∂F

∂αn
= cosαn − λ sinαn = 0 ⇒ λ = ctgαn.Èñêëþ÷àÿ îòñþäà λ, íàõîäèì:

(1 + 2j) tgαn = tgαn−j . (5)Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (5) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé óãëîâ ñîâ-ïàäàåò ñ ôîðìóëîé, ïðèâåäåííîé â ñòàòüå [5], êîòîðóþ àâòîðû ïîëó-÷èëè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèéáàëàíñà ìîìåíòîâ äëÿ êàæäîãî çâåíà öåïè.Ïîñêîëüêó ìîäåëü ñîñòîèò èç 2n ãàíòåëåé äëèíû l, òî ïàðàìåòð
δ ñîãëàñíî (2) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

δ =
L

l0
− 1 =

2nl

l0
− 1 ⇒ l =

l0(1 + δ)

2n
. (6)Èñïîëüçóÿ äàëåå èçâåñòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó

cosαn−j =
1√

1 + tg2 αn−j
,
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n−1∑

j=0

1√
1 + (1 + 2j)2 tg2 αn

=
n

1 + δ
. (7)Óðàâíåíèå (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåÿâíóþ çàâèñèìîñòü óãëà αn îòïàðàìåòðà δ. Ñ åå ïîìîùüþ ïðè çàäàííîé äëèíå ÖË L, à çíà÷èò èïðè çàäàííîì çíà÷åíèè δ, ìîæíî îïðåäåëèòü âñå îñòàëüíûå óãëû

αj , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ìåæäó óãëàìè (5). Äëÿ ïðîâåðêèâñåõ óêàçàííûõ äåéñòâèé â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Adams ìîæíîçàôèêñèðîâàòü äëèíó ïðîëåòà l0 è èçìåíÿòü äëèíó ãàíòåëåé l ñî-ãëàñíî (6). Ïîñëåäíèì íåîãîâîðåííûì ïàðàìåòðîì îñòàåòñÿ ìàññàãàíòåëè m, êîòîðàÿ äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíåãàíòåëè òàê, ÷òîáû ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü ÖË ρ (ò. å. ìàññà åäèíèöûäëèíû) îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé:
m = ρl = m0(1 + δ), m0 =

ρl0
2n
. (8)Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå ãàíòåëåé 2n+ 1 ïðîâå-äåííûå âûêëàäêè áóäóò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ.Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, äëÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà ñî-çäàíà ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç 20 ãàíòåëåé, à çíà÷èò, âñå ïîëó÷åííûåâûøå ôîðìóëû èñïîëüçîâàëèñü ïðè n = 10. Ïîñëå ïàðàìåòðèçàöèèâñåõ óêàçàííûõ âåëè÷èí è çàäàíèÿ êîîðäèíàò âñåõ óçëîâ (ìàðêåðîâ)÷åðåç ïàðàìåòðû ìîäåëü ÖË áûëî óäîáíî ïåðåñòðàèâàòü ïðîñòûìèçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû δ.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà ïîëó÷åíà çàâèñè-ìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ TA,B îò ïàðàìåòðà δ ñ åå ïîñëåäóþùèì îáåç-ðàçìåðèâàíèåì ïóòåì äåëåíèÿ íà ql0 (ò. å. íà âåñ öåïè, äëèíà êî-òîðîé èäåíòè÷íà äëèíå ïðîëåòà). Ýòà çàâèñèìîñòü ñðàâíèâàëàñü ñðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì ïðè àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè, êîòî-ðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (1) è (2). Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãîè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 4, è îí îò÷åòëèâî äå-ìîíñòðèðóåò, ÷òî ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò àíà-ëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì.



30 Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. Ñìèðíîâ

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ îò ïàðàìåòðà δ3. Ðàñòÿæèìàÿ ÖËÐàññìîòðèì òåïåðü ïåðâóþ ìîäèôèêàöèþ îáû÷íîé ÖË � ðàñ-òÿæèìóþ ÖË. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà òÿæåñòè íà åäèíèöó äëèíû qñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà áóäåò ðàâíà
q =

q0
1 + βT

, β =
1

ES
,ãäå q0 � ñèëà òÿæåñòè íà åäèíèöó äëèíû åùå íåðàñòÿíóòîé ÖË,

β � óäåëüíîå îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ÖË, E � ìîäóëü óïðóãîñòèìàòåðèàëà ÖË, S � åå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëèíà ÖË âíåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè L0 îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè a, q0, l0 è βè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ñâÿçè [10]:
sh

(
l0
2a

− β

2
q0L0

)
=
L0

2a
. (9)×òî æå êàñàåòñÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ íà îïîðàõ, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ
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TA,B = H ch

(
l0
2a

− β

2
q0L0

)
, a =

H

q0
, (10)êîòîðàÿ â ñëó÷àå β = 0 ñîâïàäàåò ñ (1), êàê ýòîãî è ñëåäîâàëî îæè-äàòü. Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû z = q0l0/2H ,

κ = βq0l0/2 è ξ = L0/l0, ïåðåïèøåì ôîðìóëó äëÿ ñèëû (10) è óñëî-âèå ñâÿçè (9) â ñëåäóþùåì âèäå:
TA,B =

q0l0
2z

ch (z − κξ) ,
sh (z − κξ)

z
− ξ = 0. (11)Êðîìå òîãî, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ðàçäåëîì ââåäåì âåëè÷èíó

δ =
L0

l0
− 1 = ξ − 1. (12)Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Adams áûëà ñîçäàíà ïàðàìåòðè÷å-ñêàÿ ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç äâàäöàòè ñòåðæíåé (ðèñ. 5). Ïîñêîëüêóöåïü äîëæíà áûòü ðàñòÿæèìîé, öèëèíäðè÷åñêèå øàðíèðû, ñîåäè-íÿþùèå ñîñåäíèå ñòåðæíè ìåæäó ñîáîé, áûëè çàìåíåíû íà óïðó-ãèå ñâÿçè BUSHING, êîòîðûå ïîçâîëèëè äîáàâèòü òðàíñëÿöèîííûåñìåùåíèÿ çâåíüåâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Êðàåâûå ñòåðæíè áûëèñîåäèíåíû ñî ñðåäîé (ground) öèëèíäðè÷åñêèìè øàðíèðàìè.

Ðèñ. 5. Êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü ðàñòÿæèìîé ÖË



32 Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. ÑìèðíîâÇíà÷åíèÿ æåñòêîñòè âî âñåõ ñâÿçÿõ BUSHING â íàïðàâëåíèÿõ
x è y áûëè çàäàíû èäåíòè÷íûìè. Ïðè ýòîì âðàùàòåëüíàÿ æåñò-êîñòü áûëà çàäàíà íóëåâîé, ïîñêîëüêó çâåíüÿ äîëæíû ñâîáîäíî ïî-âîðà÷èâàòüñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Îòìåòèì, ÷òî òàêæå áûëàçàäàíà âÿçêîñòü, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïëàâíûé ïåðåõîä îò èñõîäíîãîñîñòîÿíèÿ öåïè ê ðàñòÿíóòîìó.Èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñòðîèëàñü ñîãëàñíî ôîðìóëàì èç ïðåäû-äóùåãî ðàçäåëà, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàëàñü íåðàñòÿæèìàÿ ÖË. Óã-ëû α1, . . . , α10 îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, ò. ê. â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèèïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ è ãàíòåëè, è ñòåðæíÿ ñîâïàäàþò. Äëÿ òî-ãî ÷òîáû ìîäåëü ìîæíî áûëî ëåãêî ïåðåñòðàèâàòü, èçìåíÿÿ äëèíóöåïè (à çíà÷èò, è ïàðàìåòð δ), à òàêæå æåñòêîñòü è âÿçêîñòü ñâÿ-çåé BUSHING, áûëà ïðîâåäåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ. Êîîðäèíàòû óç-ëîâ (ìàðêåðîâ) áûëè çàäàíû ñóììàìè ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ñ ïî-ìîùüþ ïàðàìåòðîâ: äëèí l è l0, à òàêæå óãëîâ α1, . . . , α10. Èíåð-öèîííûå ñâîéñòâà öèëèíäðè÷åñêèõ çâåíüåâ ðàññ÷èòûâàëèñü àâòî-ìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó áûëà çàäàíà ïîñòîÿííàÿ ïëîòíîñòü. Â îòëè-÷èå îò ðàññìîòðåííîé ðàíåå ãàíòåëüíîé ìîäåëè äëÿ íåðàñòÿæèìîéÖË, ãäå áåçûíåðöèîííûå ñòåðæíè ïåðåñòðàèâàëèñü àâòîìàòè÷åñêèïðè ñìåíå ïîëîæåíèÿ êîíöåâûõ óçëîâ, äëÿ ñòåðæíåâîé ìîäåëè áû-ëî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûåïîçâîëèëè öèëèíäðè÷åñêèì çâåíüÿì ìåíÿòü äëèíó è îðèåíòàöèþâ ïðîñòðàíñòâå. Äëèíà çâåíà îïðåäåëÿëàñü ôóíêöèåé DM, êîòîðàÿñ÷èòàëà ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöåâûìè ìàðêåðàìè, à ïîâîðîò ìàðêå-ðà çâåíà, êîòîðûé çàäàâàë îðèåíòàöèþ âñåãî öèëèíäðà, îñóùåñòâ-ëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ORI ALONG AXIS.Ðàññìàòðèâàåìàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîä-íîé, ïîñêîëüêó â íåé ïðèñóòñòâóþò æåñòêèå çâåíüÿ, êîòîðûå íåóäëèíÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, è óïðóãèå ñâÿçè, çà ñ÷åòêîòîðûõ è îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàñòÿæåíèå öåïè. Ýòîò ôàêò ñîçäàåòñëîæíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé ñâÿçè ìåæäó æåñòêîñòÿìè ñâÿ-çåé BUSHING ñ ïàðàìåòðîì κ.Äëÿ âàëèäàöèè ìîäåëè óäîáíî âûáðàòü íåêîòîðóþ ãåîìåòðè÷å-ñêóþ õàðàêòåðèñòèêó, ÷òîáû ïîòîì ìîæíî áûëî àäåêâàòíî ñðàâíè-âàòü çíà÷åíèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ öåïè â ÷èñëåííîì è àíàëèòè÷åñêîìðåøåíèè. Â êà÷åñòâå òàêîé õàðàêòåðèñòèêè óäîáíî âçÿòü ñòðåëó



Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé 33ïðîâèñàíèÿ öåïè f , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
f =

l0
2z

[
ch (z − κξ) +

κzξ2

2
− 1

]
. (13)Áëàãîäàðÿ ôîðìóëå äëÿ ñòðåëû ïðîâèñàíèÿ (13) ñòàíîâèòñÿ âîç-ìîæíûì óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó æåñòêîñòüþ è ïàðàìåòðîì κïðè ëþáîé çàäàííîé äëèíå öåïè. Ñðàâíèâàÿ àíàëèòè÷åñêîå çíà÷å-íèå f ñ âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòîé íèæíåãî óçëà (ìàðêåðà) öåïè,ìîæíî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå èëè íåñîîòâåòñòâèå ïîäîáðàííîãîïàðàìåòðà æåñòêîñòè óïðóãîé ñâÿçè.Ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 5, íå ïîäõîäèò äëÿ èññëåäîâà-íèÿ ðàñòÿæèìûõ öåïåé ñ îòðèöàòåëüíûì ïàðàìåòðîì δ, ò. å. äëÿòåõ ñëó÷àåâ, êîãäà èñõîäíàÿ äëèíà öåïè ìåíüøå äëèíû ïðîëåòà,è íåîáõîäèìî ñîçäàâàòü ïðåäâàðèòåëüíîå ðàñòÿæåíèå. Îäíàêî áû-ëà ñîçäàíà åùå îäíà ìîäåëü (ðèñ. 6), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äàæå áîëååóíèâåðñàëüíîé â ñðàâíåíèè ñ ïðåäûäóùåé, ïîñêîëüêó îíà äàåò âîç-ìîæíîñòü ìîäåëèðîâàòü ðàñòÿæèìóþ öåïü êàê ñ ïîëîæèòåëüíûìè,òàê è îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà δ.

Ðèñ. 6. Äðóãàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü ðàñòÿæèìîé ÖËÂ îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ìîäåëè, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëÿëèñü óã-ëû è êîîðäèíàòû âñåõ çâåíüåâ, èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ íîâîé ìîäå-ëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííóþ öåïü, çâåíüÿêîòîðîé î÷åíü ëåãêî çàäàâàòü ïàðàìåòðè÷åñêè, ïîñêîëüêó êîîðäè-íàòû ìåíÿþòñÿ òîëüêî âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Âòîðûì âàæíûìîòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå ôèêòèâíîãî áåçìàññîâîãî òåëà, èãðà-þùåãî ðîëü ïîäâèæíîé ïðàâîé îïîðû. Êðàéíåå ïðàâîå öèëèíäðè÷å-ñêîå çâåíî ñâÿçàíî ñ ïîäâèæíîé îïîðîé öèëèíäðè÷åñêèì øàðíèðîì.Çàêîí ïåðåìåùåíèÿ îïîðû çàïèñûâàëñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ STEP:
ux = STEP(TIME, 0, 0, 1, (l0 − L0)). (14)



34 Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. ÑìèðíîâÔîðìóëà (14) îçíà÷àåò, ÷òî îïîðà çà îäíó ñåêóíäó ïëàâíî ñìåñòèò-ñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè èç ñâîåãî èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ L0 íàðàññòîÿíèå (l0−L0) â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå l0, êîòîðîå îáîçíà÷åíî íàðèñ. 6 êðàñíîé ëèíèåé. Òàêàÿ ìîäåëü äàåò âîçìîæíîñòü åñòåñòâåí-íûì îáðàçîì ñîçäàòü ïðåäâàðèòåëüíóþ íàãðóçêó â óïðóãèõ ñâÿçÿõ,êîòîðûå âîçíèêíóò âñëåäñòâèå óäëèíåíèÿ îò ïåðåìåùåíèÿ îïîðû èðàñòÿæåíèÿ ïîä ñîáñòâåííûì âåñîì. Îïðåäåëåíèå äëèíû çâåíüåâ lè æåñòêîñòåé ñâÿçåé BUSHING îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òåì æå ñîîáðà-æåíèÿì, ÷òî è äëÿ ïðåäûäóùåé ìîäåëè.Òàáëèöà 1. Æåñòêîñòè ñâÿçåé (Í/ì) â çàâèñèìîñòè îò δ è κκκ

δ κ = 0, 05 κ = 0, 10 κ = 0, 15
−0, 05 4800 2350 15000 4550 2250 1480
0, 05 4250 2150 1450
0, 10 4100 2100 1400
0, 15 4000 1950 1300
0, 20 3800 1890 1250
0, 25 3600 1800 1200
0, 30 3500 1700 1150
0, 35 3400 1650 1100
0, 40 3250 1600 1050Òàáëèöà 2. Æåñòêîñòè ñâÿçåé (Í/ì) â çàâèñèìîñòè îò δ è κκκ

δ κ = 0, 25 κ = 0, 30 κ = 0, 35
0 890 740 645

−0, 025 915 760 650
−0, 050 940 780 670
−0, 075 965 805 690
−0, 100 990 825 710
−0, 125 1025 850 730
−0, 150 1060 875 750
−0, 175 1090 905 775
−0, 200 1120 930 800



Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé 35Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåïè áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðûè õàðàêòåðèñòèêè: äëèíà ïðîëåòà l0 = 1 ì, ðàäèóñ öèëèíäðè÷åñêîãîçâåíà rc = 1 ñì, ìàòåðèàë çâåíüåâ � ñòàëü (ïëîòíîñòü ρ = 7800êã/ì3), óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9, 8 Í/êã. Ðåçóëüòàòûïîäáîðà æåñòêîñòåé ïðèâåäåíû â òàáë. 1 è 2.
Ðèñ. 7. Êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü ïðè δ = 0, 25, κ = 0, 15Íà ðèñ. 7 è 8 ïðåäñòàâëåíû óñòàíîâèâøèåñÿ êîíôèãóðàöèè ðàñ-òÿíóòûõ ÖË ïðè ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèÿõ δ.Â ðåçóëüòàòå ñèìóëÿöèé áûëè ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ñèëû íàòÿæå-íèÿ öåïè íà îïîðàõ, îòíåñåííîé ê q0l0, îò ïàðàìåòðà δ ïðè íåñêîëü-êèõ çíà÷åíèÿõ κ (ðèñ. 9 è 10). Òàêæå íà ãðàôèêè áûëè íàíåñåíûêðèâûå, ïîñòðîåííûå ïî ðàíåå ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì (11) è (12).
Ðèñ. 8. Êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü ïðè δ = −0, 2, κ = 0, 35Èç ðèñ. 9 ÿñíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà õîðî-øî ñîîòíîñÿòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè, à íåçíà÷èòåëüíîåîòêëîíåíèå íåêîòîðûõ òî÷åê îò êðèâûõ ìîæåò áûòü èñïðàâëåíî ïó-òåì íåáîëüøîãî óòî÷íåíèÿ æåñòêîñòåé â òàáëèöàõ. Ïðè óâåëè÷åíèè
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ îò ïàðàìåòðà δ

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ îò ïàðàìåòðà δ



Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé 37ïîäàòëèâîñòè öåïè çíà÷åíèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ óìåíüøàþòñÿ, à ìè-íèìóì ñèëû íà îïîðàõ ñäâèãàåòñÿ ëåâåå. Ïî ðèñ. 10 âèäíî, ÷òî ïðèäàííûõ ïàðàìåòðàõ ñîâïàäåíèå àíàëèòèêè è ñèìóëÿöèé îêàçûâà-åòñÿ íåñêîëüêî õóäøèì, îäíàêî äàæå ñ áîëüøèìè óäëèíåíèÿìè èîòðèöàòåëüíûì δ ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 1 %, ÷òî ÿâëÿ-åòñÿ âïîëíå äîïóñòèìûì ðåçóëüòàòîì.4. ÖË â íüþòîíîâîì ïîëåÐàññìîòðèì òåïåðü ÖË äëèíîé 2l ñ ïëîòíîñòüþ ρl íà åäèíèöóäëèíû è ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S, êîòîðàÿ ïîäâåøåíà çàîáà êîíöà â íüþòîíîâîì ñèëîâîì ïîëå â òî÷êàõ A è B, ðàñïîëî-æåííûõ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè R îò ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà Oè èìåþùèõ óãëîâîå ðàññòîÿíèå 2α ìåæäó ñîáîé (ðèñ. 11).

Ðèñ. 11. ÖË â íüþòîíîâîì ïîëåÑèëà íàòÿæåíèÿ íà îïîðàõ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [11]:
TA,B =

q

κR

(
κ ch

√
κ2 − 1α− 1

κ− ch
√
κ2 − 1α

)
, κ =

q

H
, (15)ãäå q = γρlS, γ � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïðèòÿãèâàþùåãî öåí-òðà, à êîíñòàíòà H = T0r0 � âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ íàòÿ-æåíèþ T0 â åå íàèíèçøåé òî÷êå r0, â êîòîðîé r′ = 0. Ïàðàìåòð δ
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δ =

L

l0
− 1 =

2l

l0
− 1 =

ζ

sinα
− 1, (16)ãäå l0 = 2R sinα � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, à áåçðàçìåð-íàÿ äëèíà ïîëîâèíû ÖË ζ = l/R îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèé

ζ =
√

(1− κb)2 − b2, b =
κ− ch

√
κ2 − 1α

κ2 − 1
. (17)Çàäàâàÿ ïàðàìåòð δ, ïî ôîðìóëå (16) ìîæíî îïðåäåëèòü áåçðàçìåð-íóþ äëèíó ζ, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà κ èçôîðìóëû (17), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîòðåáóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿñèëû íàòÿæåíèÿ TA,B ñîãëàñíî (15).Ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè ÖË â íüþòîíîâîìïîëå çà îñíîâó áûëà âçÿòà ìîäåëü îáû÷íîé ÖË. Óñêîðåíèå ñâîáîä-íîãî ïàäåíèÿ áûëî çàìåíåíî ïðèëîæåíèåì ñèë ê ìåñòàì ñîñðåäî-òî÷åííûõ ìàññ, ò. å. ê ìåñòàì èõ øàðíèðíîãî êðåïëåíèÿ. Êàæäàÿñèëà áûëà ñäåëàíà ñëåäÿùåé ïî íàïðàâëåíèþ ê öåíòðó ïðèòÿæåíèÿ,êîòîðûé áûë èçîáðàæåí â âèäå ñôåðû (ðèñ. 12). Âåëè÷èíà ñèëû çà-

Ðèñ. 12. Êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü ÖË â íüþòîíîâîì ïîëå



Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé 39äàâàëàñü â âèäå ôîðìóëû
Fi = − γm

DM(MARKERi,MARKERc)
2 , (18)ãäå m � ìàññà îäíîé ãàíòåëè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (8); DM �âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-ìÿ ìàðêåðàìè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè; MARKERi � ìàðêåð i-éìàññû; MARKERc � ìàðêåð ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà. Â äâóõ îïî-ðàõ áûëè çàäàíû ñèëû

FA,B = − γm

2R2
,ïîñêîëüêó òàì ðàñïîëàãàþòñÿ ìàññû m/2, à ðàññòîÿíèå R îñòàåòñÿôèêñèðîâàííûì âî âðåìåíè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññ÷èòûâàòü ìîäåëüïðè ðàçíûõ óãëàõ α, óäîáíåå íå ïåðåìåùàòü ÖË â ïðîñòðàíñòâå, àäâèãàòü ïî âåðòèêàëè öåíòð ïðèòÿæåíèÿ. Ïîëüçóÿñü ðèñ. 11, ìîæíîçàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèóñà R è ðàññòîÿíèÿ h îò óðîâíÿ îïîðäî öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ:

h =
l0

2 tgα
, R =

√
h2 + (l0/2)2. (19)Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåõîä îò èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè öåïè, ïîñòðîåí-íîé ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 2, ê êîíôèãóðàöèè öåïè â íüþòîíîâîìïîëå ïðîøåë ïëàâíî áåç âîçíèêíîâåíèÿ âèáðàöèé, áûëî äîáàâëåíîíåáîëüøîå äåìïôèðîâàíèå ïóòåì ñâÿçè ãàíòåëåé ñî ñðåäîé (ground)ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòà BUSHING.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè ïîëó÷åíû çàâèñè-ìîñòè áåçðàçìåðíîé ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè â îïîðàõ îò ïàðàìåòðà

δ, ïðè÷åì äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîäåëèòü ýòó ñèëó íàâåëè÷èíó q/R, ò. å. íà çíà÷åíèå 2nγm0/R, ãäå 2n � ÷èñëî ãàíòåëåé,èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìîäåëü; γ � ïàðàìåòð èç ôîðìóëû (18); m0 �ìàññà ãàíòåëè (8), êîãäà äëèíà öåïè ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ïðîëåòà;
R � ðàññòîÿíèå îò ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà äî îïîðû (19), êîòîðîåáóäåò ðàçëè÷íûì ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ óãëà α.Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 13, ïî êîòîðîìóâèäíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ñ ðåçóëü-òàòàìè ñèìóëÿöèé. Ðåçêîå âîçðàñòàíèå ñèëîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðî-èñõîäèò ïðè ñáëèæåíèè ÖË ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì. Ïðè ýòîì,



40 Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. Ñìèðíîâ

Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ îò ïàðàìåòðà δ÷åì áîëüøå óãîë α, òåì ðàíüøå íàñòóïèò ñèëüíûé ðîñò ðåàêöèè ïðèóâåëè÷åíèè ïðîâèñàíèÿ. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà δ è ñáëèæå-íèÿ öåïè ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì íà÷èíàåò íàðàñòàòü ðàñõîæäå-íèå ìåæäó àíàëèòèêîé è ñèìóëÿöèåé, ÷òî ñâÿçàíî ñ ñîñðåäîòî÷åí-íûì õàðàêòåðîì ìîäåëè. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ðåçóëüòàòà áóäåò íåîá-õîäèìî óâåëè÷èòü ÷èñëî ãàíòåëåé, ÷òî ïîçâîëèò ñãëàäèòü ôîðìóÖË âáëèçè öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ.5. Çàêëþ÷åíèåÏðîâåäåííûé àíàëèç îò÷åòëèâî äåìîíñòðèðóåò êîððåêòíîñòü èñ-ïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå ñõåì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàç-ëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé ÖË, êîòîðûå íà ïðàêòèêå ëèáî ñîñòîÿò èçîòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ (öåïè èç çâåíüåâ, âåðåâî÷íûå ìîñòû ñ äîñêà-ìè íàñòèëà, ãèáêèå òðóáû èç øàðíèðíî-ñîåäèíåííûõ ôðàãìåíòîâ),ëèáî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïëîøíûå êîíñòðóêöèè (ïðîâîäà, òðîñû).Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñâÿçàíî



Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé 41ñ íåïîñðåäñòâåííûì âíåäðåíèåì ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ÖË â ñáîðêèñ äðóãèìè ýëåìåíòàìè äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà êîíñòðóêöèè, àòàêæå ñ èçó÷åíèåì äðóãèõ ìîäèôèêàöèé ÖË è âñåâîçìîæíûõ ñè-ñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (ñòðóíû, ñòåðæíè, áàëêè).Ëèòåðàòóðà1. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à î ïðîâèñàíèè öåïíîé ëèíèè / Î. Â. Àêñåíîâà[è äð.] // Àêòóàëüíûå âîïðîñû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêèè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. � 2018, � 3. � Ñ. 123�130.2. Ñìîëüíèêîâ Á. À. Ìåõàíèêà â èñòîðèè íàóêè è îáùåñòâà / Á. À. Ñìîëü-íèêîâ. � Ì., Èæåâñê: Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, 2014. � 608 ñ.3. Song Y., Zhang M., Øiseth O., Rønnquist A. Wind de�ection analysis ofrailway catenary under crosswind based on nonlinear �nite element modeland wind tunnel test. Mechanism and Machine Theory. 2022. Vol. 168. 104608.4. Gregori Verd�u S., Tur Valiente M., Nadal E., Fuenmayor Fern�andez F. Anapproach to geometric optimisation of railway catenaries. Vehicle SystemDynamics. 2017. P. 1�25.5. Agmon D., Yizhaq H. A new solution of the discrete catenary problem.European Journal of Physics. 2020. 41(2). 025002.6. Ñìèðíîâ À. Ñ. Êîëåáàíèÿ öåïíûõ ñèñòåì / À. Ñ. Ñìèðíîâ, Å. À. Äåãè-ëåâè÷. � ÑÏá.: Ïîëèòåõ-ïðåññ, 2021. � 246 ñ.7. Äåãèëåâè÷ Å. À. Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ òðåõãàíòåëüíîé ìîäåëè öåïíîéëèíèè / Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. Ñìèðíîâ // Ìîëîäåæü è íàóêà: Àêòó-àëüíûå ïðîáëåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé. Ìàòå-ðèàëû IV Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ èìîëîäûõ ó÷åíûõ. Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå, 11�15 àïðåëÿ 2022 ã. � 2022. �×. 2. � Ñ. 9�12.8. Ñìèðíîâ À. Ñ. Îïòèìèçàöèÿ öåïíîé ëèíèè / À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À.Ñìîëüíèêîâ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2019�2020. � 2020. � Ñ. 35�50.9. Àêóëè÷ È. Ë. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå â ïðèìåðàõ è çàäà-÷àõ / È. Ë. Àêóëè÷. � Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1986. � 319 ñ.10. Ìåðêèí Ä. Ð. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó ãèáêîé íèòè / Ä. Ð. Ìåðêèí. � Ì.:Íàóêà, ÃÐÔÌË, 1980. � 240 ñ.11. Ñìèðíîâ À. Ñ. Îïòèìèçàöèÿ öåïíîé ëèíèè è åå ìîäèôèêàöèé / À. Ñ.Ñìèðíîâ, Å. À. Äåãèëåâè÷ // Òðóäû ÌÔÒÈ. � 2022. � Ò. 14, � 1. Ñ. �35�48.



ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß ÊÐÓÃËÎÉ,ÒÐÅÕÑËÎÉÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÎÃÎ ÇÀÐßÄÀÍ. Â. Íàóìîâà, À. Á. ßêîâëåâ, Ä. Í. Èâàíîâ, Í. Ï. ÄîðîôååâÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èññëåäóåòñÿ èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèêêîñìè÷åñêîãî ïàðóñà âî âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè. Ïàðóñ îáû÷íî ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ êàê òîíêàÿ ïëåíêà, íàòÿíóòàÿ íà êàðêàñ. Â ïðîöåññå ïîëåòà ýòàïëåíêà ïðåòåðïåâàåò äåôîðìàöèè ïîä äåéñòâèåì ðÿäà ôàêòîðîâ, ÷òîâëèÿåò íà ýôôåêòèâíîñòü è òðàåêòîðèþ.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ïàðóñà â âèäå êðóãëîé ïëà-ñòèíû ðàäèóñà äî 50 ìåòðîâ, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ñëîåâ (àëþìèíèé, ìàé-ëàð, àëþìèíèé). Ìàéëàðîâàÿ ïëåíêà òîëùèíîé 2 ìêì çàêëþ÷åíà ìåæ-äó äâóìÿ áîëåå òîíêèìè àëþìèíèåâûìè ïëåíêàìè òîëùèíîé 0,2 ìêì.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå ANSYSïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòèîò åå ðàäèóñà. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðå-øåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ïðîâåñòè ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ è÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò ïîìî÷ü ïðè ïðî-ãíîçèðîâàíèè äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ êîñìè÷åñêèõ ïàðóñîâ è óïðàâëåíèÿèõ îðèåíòàöèåé â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.1. ÂâåäåíèåÐàçâèòèå êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, îñîáåííî ïðè îñóùåñòâëå-íèè ïîëåòîâ âáëèçè ãðàíèö Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, òðåáóåò èññëåäî-âàíèÿ âîçìîæíîñòåé èñïîëüçîâàíèÿ àëüòåðíàòèâíûõ äâèãàòåëüíûõñèñòåì. Â íàó÷íîé è íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðå [8], [4] àêòèâíîîáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå äëÿ òàêèõ öåëåé ïðåäëîæåííîãî Ôðèäðè-õîì Àðòóðîâè÷åì Öàíäåðîì ñîëíå÷íîãî ïàðóñà. Íà äàííûé ìîìåíòðåøåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òðàåêòîðíûõ çàäà÷, çàäà÷ óïðàâëåíèÿè îïòèìèçàöèè äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ êîñìè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè ýôôåêòà òåíè Çåìëè. Âàæíûìíàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ êîñìè÷å-ñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ) ñ ñîëíå÷íûì ïàðóñîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëè-ÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà ðàáîòî-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 29 ìàðòà 2022 ã.c© Íàóìîâà Í. Â., ßêîâëåâ À. Á., Èâàíîâ Ä. Í., Äîðîôååâ Í. Ï., 2022.



Äåôîðìàöèÿ êðóãëîé, òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì çàðÿäà 43ñïîñîáíîñòü óêàçàííûõ ÊÀ. Â ÷àñòíîñòè, â [9] èññëåäîâàíî âëèÿíèåäåãðàäàöèè è èçìåíåíèÿ îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ïîâåðõíîñòèïàðóñà íà åãî äèíàìèêó. Èçâåñòíî, ÷òî òåëà, íàõîäÿùèåñÿ â êîñ-ìè÷åñêîé ïëàçìå, ïðèîáðåòàþò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, çàâèñÿùèé îòïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû ïëàçìû, âåëè÷èíû ïîòîêà ñîëíå÷íîãî èç-ëó÷åíèÿ è ýëåêòðîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåëà, à, òàêèì îáðà-çîì, îò ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè òåëà â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Îäíàêîçàðÿäêà òîíêèõ ïëåíîê â îòëè÷èå îò ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ïðîöåñ-ñîâ çàðÿäêè òåë â êîñìè÷åñêîé ïëàçìå [1], [12], [6] îáëàäàåò ðÿäîìîñîáåííîñòåé. Íàèáîëåå âàæíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ ïðîíè-öàåìîñòü ïëåíêè äëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö êîñìè÷åñêîé ïëàçìû [3].Â ðàáîòå [11] ïîêàçàíî, ÷òî çàðÿäêà ïîâåðõíîñòè ñîëíå÷íîãî ïàðóñàôàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà äâèæåíèå ÊÀ ñ ïàðóñîì ïðè ïåðåëåòàõÇåìëÿ�Ìàðñ è Çåìëÿ�Þïèòåð, åñëè ïîâåðõíîñòü ïàðóñà îñòàåòñÿïëîñêîé â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ êðàéíå ìàëûìè âå-ëè÷èíàìè íàïðÿæåííîñòè ìåæïëàíåòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îäíà-êî íàâåäåííûé íà ïîâåðõíîñòè ïàðóñà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ìîæåòïðèâåñòè ê äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü èçìåíèòýôôåêòèâíóþ ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿïîïûòêîé îöåíèòü èçìåíåíèå ýôôåêòèâíîé ïëîùàäè ïàðóñà â ðå-çóëüòàòå åãî ýëåêòðèçàöèè â êîñìè÷åñêîé ïëàçìå Ñîëíå÷íîé ñèñòå-ìû.2. Ìîäåëü ïðîöåññà çàðÿäêè áåñêîíå÷íîéäâóõñòîðîííåé òîíêîé ïëàñòèíûÂ äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ ñîëíå÷íîãî ïàðóñà èñïîëüçóåòñÿ ïëåí-êà èç êàïòîíà ñ àëþìèíèåâûì ïîêðûòèåì ñ äâóõ ñòîðîí. Îòìåòèì,÷òî ïðè äâèæåíèè ñîëíå÷íîãî ïàðóñà ñ äîñòóïíûìè íà äàííûé ìî-ìåíò òîëùèíîé è äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿîñóùåñòâëåíèÿ ìåæïëàíåòíûõ ïåðåëåòîâ, â êà÷åñòâå ìîäåëè ïàðó-ñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâóõñòîðîííþþ, áåñêîíå÷íóþ, ïîëíîñòüþïîãëîùàþùóþ ÷àñòèöû ïëàñòèíó èç àëþìèíèÿ ñ çàäàííûì êîýô-ôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ. Àëþìèíèé � ìàòå-ðèàë ñ áîëüøèì âûõîäîì ôîòîýìèññèè, ïîýòîìó âáëèçè îñâåùåí-íîé ñîëíöåì ïîâåðõíîñòè îáðàçóåòñÿ äâîéíîé ñëîé ñ íåìîíîòîííûì



44 Íàóìîâà Í. Â., ßêîâëåâ À. Á., Èâàíîâ Ä. Í., Äîðîôååâ Í. Ï.ðàñïðåäåëåíèåì ïîòåíöèàëà. Òàê êàê ðàçìåðû ïàðóñà ìíîãî áîëü-øå âåëè÷èí ëàðìîðîâñêîãî è äåáàåâñêîãî ðàäèóñîâ, òî ïðè ìîäåëè-ðîâàíèè ïîâåðõíîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé. Òàêæåïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî1) êîðïóñ ÊÀ íå âëèÿåò íà ïðîöåññ çàðÿäêè ïàðóñà;2) ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ êîðîíàëüíîãî ãàçà � àäèàáàòè÷åñêèé(ïðåäïîëîæåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ñîëíå÷íîãîâåòðà);3) ñêîðîñòü òåëà ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñîëíå÷íîãî âåòðà, ïî-ýòîìó ïëàñòèíó ìîæíî ñ÷èòàòü íåïîäâèæíîé;4) âëèÿíèå ãðàíèö ïîâåðõíîñòè ïëåíêè íå ó÷èòûâàåòñÿ;5) èçâåñòíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì çàðÿæåííûõ÷àñòèö íà áåñêîíå÷íîñòè è ôîòîýëåêòðîíîâ íà ïîâåðõíîñòè ïàðóñà;6) íà âåðõíåé (ñî ñòîðîíû Ñîëíöà) ñòîðîíå ïëàñòèíû ðàñïðåäå-ëåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íåìîíîòîííîå;7) íà îáðàòíîé ñòîðîíå ïëàñòèíû ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîñòàòè-÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìîíîòîííîå;8) ïîòåíöèàëû íà îáîèõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû îäèíàêîâûå.Êàê ïîêàçàíî â [2], â îêðåñòíîñòè Çåìëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-íèÿ ôîòîýëåêòðîíîâ äëÿ àëþìèíèåâîé ïëàñòèíû ìîæíî ñ÷èòàòü ïî-ëóìàêñâåëëîâñêîé ñ êîíöåíòðàöèåé ó ïîâåðõíîñòè
Nν0 = 1, 891 · 109 ì−3 è òåìïåðàòóðîé Tν = 0, 9 ýÂ äëÿ ñëó÷àÿïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ.Ïðè ýòîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ñîë-íå÷íîãî âåòðà ÿâëÿþòñÿ ìàêñâåëëîâñêèìè ñ Te = 10 ýÂ è
Ne0 = 9 · 106 ì−3 (ñïîêîéíûé ñîëíå÷íûé âåòåð) [6]. Äëÿ äðóãèõðàññòîÿíèé îò Ñîëíöà òåìïåðàòóðû ñîõðàíÿþòñÿ, à ïëîòíîñòè ïå-ðåñ÷èòûâàþòñÿ èñõîäÿ èç:1) îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò Ñîëí-öà äëÿ ïëîòíîñòè ôîòîýëåêòðîíîâ;2) àäèàáàòè÷íîñòè ðàñøèðåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà è ñîõðàíåíèÿïîòîêà ñîëíå÷íîãî âåòðà äëÿ ïëîòíîñòåé åãî ïðîòîíîâ è èîíîâ [5].Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàëûõ óãëîâ ïàäåíèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ
θ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âûñîêîé ôîòîýìèññèè Nν0 � Ne0.Ïîýòîìó íàä ïëàñòèíîé ìîæíî îæèäàòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåìîíîòîí-íîãî ïîòåíöèàëà. Ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ðàñïðåäåëåíèå



Äåôîðìàöèÿ êðóãëîé, òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì çàðÿäà 45÷àñòèö â äâîéíîì ñëîå îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ïóàññîíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òàê êàê ðàç-ìåðû ïàðóñà ìíîãî áîëüøå äåáàåâñêîãî ðàäèóñà ïëàçìû ñîëíå÷íîãîâåòðà, óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñòàíîâèòñÿ îäíîìåðíûì. Äëÿ äâóõñòî-ðîííåé ïëàñòèíû îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-íåíèé Âëàñîâà�Ïóàññîíà â äâóõ îáëàñòÿõ: íàä ïëàñòèíîé (çîíà 1)è ïîä ïëàñòèíîé (çîíà 2):
d2Φ

d2z
= − e

ε0
(Ni −Ne1 −Nν) − äëÿ çîíû 1, (1)

d2Φ

d2z
=

e

ε0
Ne2 − äëÿ çîíû 2. (2)Çäåñü Φ � ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, z � âûñîòà òî÷êè íàäïîâåðõíîñòüþ ïëàñòèíû, Ni, Ne1, Ne2, Nν � êîíöåíòðàöèè èîíîâè ýëåêòðîíîâ (â 1 è 2 çîíàõ) ñîëíå÷íîãî âåòðà è ôîòîýëåêòðîíîâñîîòâåòñòâåííî, e � çàðÿä ïðîòîíà, ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-öàåìîñòü âàêóóìà.Êàê è â ðàáîòàõ [1], [12], [6], äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåìîíîòîííîãîïîòåíöèàëà (â çîíå 1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷åòûðå ïàðàìåòðà: Φ0 �ïîòåíöèàë íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, Φm � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

Φ íà âûñîòå zm, Φ1 � çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà âíåøíåé ãðàíèöåäâîéíîãî ñëîÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí èñïîëüçóþòñÿ3 óñëîâèÿ:1) ðàâåíñòâî íóëþ ñóììàðíîé ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòü:
ji − je1(ψm)− je2(ψm)− jν(ψ0, ψm) = 0;2) êâàçèíåéòðàëüíîñòü íà âíåøíåé ãðàíèöå äâîéíîãî ñëîÿ(ζ � 1):

Ne1(ψ1) +Nν(ψ1) = Ni,3) ðàâåíñòâî íóëþ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà âíåø-íåé ãðàíèöå äâîéíîãî ñëîÿ:
dψ

dζ

∣∣∣∣
ζ→∞

= − |Z2(ψ1)|1/2 = 0.
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ζ =

z

D
, D =

[
ε0kTe

Ne0 exp(2)

]1/2
, w =

V0
Ve

cos θ, ζm =
zm
D
, τ =

Te
Tν
,

Ve =

√
2kTe
me

, ψ = − eΦ

kTe
, ψ0 = −eΦ0

kTe
, ψm = −eΦm

kTe
,

ψ1 = −eΦ1

kTe
, Ψ(x) =

2√
π

∫ x

0

exp(−t2) dt,

Ne1 =
Ne0
2
√
π
exp(−w2)




∞∫

ψ

exp(−t+ 2w
√
t)√

t− ψ
dt∓

ψm∫

ψ

exp(−t+ 2w
√
t)√

t− ψ
dt


 ,

Ne2 =
Ne0
2
√
π
exp(−w2)

∫ ∞

ψ

exp(−t− 2w
√
t)√

t− ψ
dt,

Nν(ψ) = cos θ
Nν0
2

exp(τψ0 − τψ)
[
1±Ψ(

√
τψm − τψ)

]
,

je1(ψm) = Ne0
Ve
2
√
π

{
exp

[
−(w −

√
ψm)2

]
+
√
πw
[
1 + Ψ(w −

√
ψm)

]}
,

je2(ψm) = Ne0
Ve
2
√
π

{
1−

√
πw
}
,

jν(ψ0, ψm) = − cos θNν0
Ve

2
√
π
√
τ
exp(τψ0 − τψm), ji = NiV0 cos θ,

Z1,2(ψ) = −2(ψm − ψ) + exp(−ψ)
[
1∓Ψ(

√
ψm − ψ)

]
− exp(−ψm)×

×
{
1 +

A

τ
exp[(1 − τ)ψm]

}
+
A

τ
exp[−τψ]×

[
1±Ψ(

√
τψm − τψ)

]
±

± 2√
π

√
ψm − ψ exp(−ψm)×

{
1− A√

τ
exp[(1− τ)ψm]

}
+

+w

∫ ψm

ψ

F1,2(ψ, ψm) dψ,
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A =

Nν0
Ne0

cos θ exp(τψ0), F1,2(ψ, ψm) =
4√
π
exp(−ψ)×

×




∞∫

0

exp(−x2)
√
x2 + ψ dx∓

√
ψm−ψ∫

0

exp(−x2)
√
x2 + ψ dx


 .Çäåñü âåðõíèé çíàê îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè 0 6 ζ 6 ζm, íèæíèé � êîáëàñòè ζm < ζ < ∞ çîíû 1, V0 ñêîðîñòü ñîëíå÷íîãî âåòðà, ïëîò-íîñòü èîíîâ Ni0 = Ne0, me � ìàññà ýëåêòðîíà, k � ïîñòîÿííàÿÁîëüöìàíà. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1 íàõîäèòñÿïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ:

ζ = ζm ∓
∫ ψm

ψ

1√
Z1,2(ψ)

dψ,ãäå
ζm =

∫ ψm

ψ0

1√
Z1(ψ)

dψ.Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå 2. Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå ïîòåí-öèàëà âáëèçè êàæäîé èç ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû, íàõîäèì íàïðÿ-æåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòåé. Çàòåì, èñïîëü-çóÿ òåîðåìó Ãàóññà, ìû îïðåäåëÿåì ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çà-ðÿäà íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äåôîðìàöèè ïàðóñàÂ ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS Academic Research v.14 [7]íàìè áûëà ñîçäàíà êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ñîëíå÷íîãî ïàðó-ñà (ñì. ðèñ. 1). Èñïîëüçîâàëñÿ òðåõñëîéíûé âîñüìèóçëîâîé ýëåìåíòSHELL91, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òîíêèõ ñëîèñòûõîáîëî÷åê. Îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïëàñòèíîé, áûëà ðàçáèòà áîëåå ÷åìíà 10 000 ýëåìåíòîâ. Íà äàííîì ýòàïå ðàáîòû, êîãäà íóæíî áû-ëî ïðîâåðèòü íàëè÷èå/îòñóòñòâèå ïðîãèáîâ ïëàñòèíû îò äåéñòâèÿïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà, ñåòêà áûëà âûáðàíà â àâòîìàòè÷åñêîì ðå-æèìå (íà óñìîòðåíèå ñàìîé ïðîãðàììû ANSYS). Íî ýòîò ôàêò, êàê



48 Íàóìîâà Í. Â., ßêîâëåâ À. Á., Èâàíîâ Ä. Í., Äîðîôååâ Í. Ï.èçâåñòíî, íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò, à ïîçâîëÿåò ëèøü ñîêðàòèòü âðå-ìÿ ðàñ÷åòà. Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ, ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèó-ñà ïëàñòèíû, áåçóñëîâíî, áóäåò ïîñòàâëåí âîïðîñ îá îïòèìèçàöèèñåòêè.

Ðèñ. 1. Ðàçáèåíèå ïëàñòèíû íà ýëåìåíòûÊàê óæå îòìå÷àëîñü, â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñîëíå÷íûéïàðóñ àïïðîêñèìèðîâàëñÿ êðóãëîé òðåõñëîéíîé ïëàñòèíîé / îáî-ëî÷êîé. Âíóòðåííèé ñëîé ïëàñòèíû � ìàéëàðîâàÿ ïëåíêà � èìå-åò òîëùèíó d. Âíåøíèå ñëîè ÿâëÿþòñÿ î÷åíü òîíêîé àëþìèíèåâîéïëåíêîé, òîëùèíîé â îäíó äåñÿòóþ d. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâ-ëÿþùèõ ïëàñòèíó, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.Òàáëèöà 1. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ïëàñòèíûÌàòåðèàë Ìîäóëü Þíãà, Êîýôôèöèåíò
10

10 Í/ì2 ÏóàññîíàÀëþìèíèé 70,0 0,3Ìàéëàð 0,25 0,3Íà íèæíåé è âåðõíåé ñòîðîíàõ ïîâåðõíîñòè ïàðóñà ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåí ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ïëîòíîñòè σ1 è σ2, ñîîòâåòñòâåí-íî. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïîÿâèâøåéñÿ ïîâåðõíîñòíîé ñè-ëû ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëàñòèíà / îáîëî÷êà äåôîðìèðóåòñÿ êàê ÷àñòü



Äåôîðìàöèÿ êðóãëîé, òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì çàðÿäà 49ïîâåðõíîñòè ñôåðû, òî åñòü ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿïîâåðõíîñòíîé ñèëû [10]:
T = 2π · k0 · σi2 ·R, i = 1, 2, (3)ãäå ïîñòîÿííàÿ k0 = 9 · 109 ì2/Êë2·Í, à R � ðàäèóñ êðèâèçíû ïî-âåðõíîñòè (â ìåòðàõ).Äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êðàåâ ïëàñòèíû, êîòîðûå íåïðåïÿòñòâîâàëè áû äåôîðìàöèè ïëàñòèíû, à ñîçäàâàëè áû ýôôåêòñâîáîäíûõ êðàåâ ïàðóñà, òàê íàçûâàåìûé ¾ýôôåêò íåâåñîìîñòè¿,ìû ïîñòóïèëè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî ïåðèìåòðó êðóãëîé ïëàñòè-íû/îáîëî÷êè áûëî äîáàâëåíî ¾ìÿãêîå¿ êîëüöî, êîòîðîå, â ñâîþî÷åðåäü, ïî ñâîåìó âíåøíåìó ðàäèóñó øàðíèðíî çàäåëûâàëîñü. Òà-êèì îáðàçîì, íàøà èññëåäóåìàÿ ïëàñòèíà, ñîïðÿæåííàÿ ñ êðóãîâûìêîëüöîì, ìîæåò ñâîáîäíî èçãèáàòüñÿ, âíåøíåå êîëüöî åé íå ïðå-ïÿòñòâóåò è â íàó÷íîå ðàññìîòðåíèå âîîáùå íå ïîïàäàåò. Â ìîìåíòíàïèñàíèÿ äàííîé ñòàòüè ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî â ïîñëåäíèõ âåðñèÿõANSYS óæå ââåäåí ýëåìåíò Weak Springs (Ñëàáûå ïðóæèíû), êî-òîðûé êàê ðàç ïðåäíàçíà÷åí äëÿ òàêèõ öåëåé. Â äàëüíåéøåì íàìèïëàíèðóåòñÿ ïîïðîáîâàòü ýòîò ñïîñîá, çàäàòü ïî ïåðèìåòðó íàøåéïëàñòèíû ìíîæåñòâî ñëàáûõ ïðóæèí è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû. Âíåø-íèé ðàäèóñ (äëÿ êîëüöà) â 50 ðàç áîëüøå âíóòðåííåãî ðàäèóñà (äëÿîñíîâíîé ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû). Êàê âèäíî èç (3), ñèëà Tðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà çàâèñèò îò ðàäèóñà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòèïàðóñà. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ñèëó, íàì íåîáõîäèìî ââå-ñòè êàêîé-ëèáî íà÷àëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû, çàòåì ïðîèçâåñòè ðàñ-÷åò äåôîðìàöèè ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé ñèëû. Ïîëó-÷èâ íîâóþ äåôîðìàöèîííóþ ôîðìó ïëàñòèíû, íåîáõîäèìî âòîðè÷-íî ðàññ÷èòàòü ðàäèóñ êðèâèçíû åå ïîâåðõíîñòè. ×òîáû îïðåäåëèòüðàäèóñ êðèâèçíû äåôîðìèðîâàííîé ïëàñòèíû ïîñëå ïðèëîæåíèÿïîâåðõíîñòíûõ ñèë, íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû 4 òî÷åê ïëàñòèíû. Íàêî-íåö ïî ýòèì òî÷êàì îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé ðàäèóñ, êîòîðûé ñðàâíèâà-åòñÿ ñ òåì, ÷òî áûë ïðåäïîëîæåí èçíà÷àëüíî. Ïîëó÷àåòñÿ èòåðàöè-îííûé ïðîöåññ, êîòîðûé îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè çàäàííîéòî÷íîñòè. Îêîí÷àòåëüíàÿ öåëü ðàñ÷åòîâ � îïðåäåëèòü òàêîé ðàäè-óñ êðèâèçíû ïëàñòèíû, êîòîðûé ñîõðàíÿëñÿ áû ïîñëå ïðèëîæåíèÿïîâåðõíîñòíîé ñèëû. Ðàñ÷åò ðàäèóñà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ïî êî-îðäèíàòàì ÷åòûðåõ åå òî÷åê ìîæíî íàéòè â ëþáîì ñïðàâî÷íèêå ïî



50 Íàóìîâà Í. Â., ßêîâëåâ À. Á., Èâàíîâ Ä. Í., Äîðîôååâ Í. Ï.âûñøåé ìàòåìàòèêå è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî âñåãîëèøü çíàòü êîîðäèíàòû òî÷åê, ÷òî ïîçâîëèò ðàññ÷èòàòü ñîîòâåò-ñòâóþùèå îïðåäåëèòåëè, ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîéè âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè. Àâòîðàìè ñòàòüè áû-ëà íàïèñàíà îòäåëüíàÿ ïðîãðàììà â ïàêåòå Mathematica, êîòîðàÿðàáîòàåò ñ ðåçóëüòàòàìè Nodes Solution (Coordinates), ïîëó÷àåìû-ìè èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû ANSYS, íàïèñàííîé íà ÿçûêåAPDL.

Ðèñ. 2. Äåôîðìàöèÿ ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì çàðÿäà (âèä ñâåðõó)4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÐàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ äâóõ íàáîðîâ ïîâåðõíîñòíûõ ïëîòíî-ñòåé â Êë/ì2: σ1 = 1, 719·10−10 è σ2 = 3, 41278·10−13 (â îêðåñòíîñòèÇåìëè) è σ1 = 1, 1507·10−9 è σ2 = 2, 7941·10−12 (â îêðåñòíîñòè Ñîëí-öà). Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïàðóñîâ ñ ðàäèóñàìè äî 50 ìåòðîâïðè d = 2 ìêì, îôîðìëåíû â òàáëèöó. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ,ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 2 è 3, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè äå-ôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîñìè÷åñêîãî ïàðóñà íåëüçÿ ïðåíåáðå-ãàòü åãî ïðîãèáîì çà ñ÷åò ïîâåðõíîñòíî ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà. Ñóâåëè÷åíèåì ðàäèóñà êðóãëîé ïëàñòèíû òàêàÿ äåôîðìàöèÿ ïîâåðõ-íîñòè òîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ.



Äåôîðìàöèÿ êðóãëîé, òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì çàðÿäà 51Òàáëèöà 2. Äåôîðìàöèÿ ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñàâ îêðåñòíîñòè ÑîëíöàÐàäèóñ Íà÷àëüíûé Êîíå÷íûé Ìàêñèìàëüíûéïëàñòèíû, ì ðàäèóñ ðàäèóñ ïðîãèá, ìêðèâèçíû, ì êðèâèçíû, ì10 120,9 120,99 0,4220 121,1 121,14 1,6530 121,1 121,15 3,7240 121,2 121,19 6,6250 121,3 121,27 10,34Òàáëèöà 3. Äåôîðìàöèÿ ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñàâ îêðåñòíîñòè ÇåìëèÐàäèóñ Íà÷àëüíûé Êîíå÷íûé Ìàêñèìàëüíûéïëàñòèíû, ì ðàäèóñ ðàäèóñ ïðîãèá, ìêðèâèçíû, ì êðèâèçíû, ì10 809,6 809,63 0,0620 810,8 810,71 0,2530 810,7 810,79 0,5640 811,2 811,22 0,9950 811,7 811,80 1,555. Çàêëþ÷åíèåÏðîâåäåííûå â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþòíàøè ïðåäïîëîæåíèÿ î äåôîðìàöèè ïëàñòèíû çà ñ÷åò ïîâåðõíîñò-íî ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà ïëàñòèíû ìàê-ñèìàëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíû òàêæå âîçðàñòàåò. Ýòè äåôîðìàöèè,íåó÷òåííûå ðàíåå â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, ñïîñîáíû ñóùåñòâåííîïîâëèÿòü íà äèíàìèêó ïîëåòà êîñìè÷åñêîãî ïàðóñà. Ïàêåò ïîäãî-òîâëåííûõ íàìè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ââîåííî-êîñìè÷åñêèõ ðàçðàáîòêàõ. Íà÷èíàÿ ñ ðàäèóñà 50 ì è áîëüøå,ïëàñòèíà íå äåðæèò ñâîþ ôîðìó, íà ïîâåðõíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ âìÿ-òèíû, è ðàäèóñ êðèâèçíû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ðåçêî



52 Íàóìîâà Í. Â., ßêîâëåâ À. Á., Èâàíîâ Ä. Í., Äîðîôååâ Í. Ï.èçìåíÿåòñÿ. Äëÿ óäåðæàíèÿ ôîðìû ïëàñòèíû íóæíû ïîïåðå÷íûåðåáðà æåñòêîñòè.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ðåñóðñíîìó Öåíòðó ¾Âû÷èñ-ëèòåëüíûé öåíòð ÑÏáÃÓ¿ çà ïðåäîñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü ïðîâå-äåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANSYSAcademic Research v.14.Ëèòåðàòóðà1. Fu J H M, Surface potential of a photoemitting plate, J. Geophys. Res. 7610 2506�09, 1971.2. Grard R.J.L., Properties of the Satellite Photoelectron Sheath Derived fromPhoto-emission Laboratory Measurements, J. Geophys. Res. 1973. V. 78. No.16. P. 2885�2906.3. Kolesnikov E K and Yakovlev A B, Harnessing power from solar wind particlescaptured in the Van Allen belts, Acta Futura 3, 2009, 81�88.4. Korolev V. S., Polyakhova E. N. and Pototskaya I. Yu., Problem of controlmotion of solar sail spacecraft in the photogravitational �elds, NonlinearSystems. Teoretical Aspects and Recent Applications ed W Legnany and TE Moschandreou (London: IntechOpen), 2020, p 205.5. Tien J. Y., Akasofu S. I. and Chapman S., Solar-Terrestrial Physics, Oxford:Clarendon Press, 1972.6. Ìîñêàëåíêî À. Ì. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ó ïîâåðõíîñòè Ëóíû.Êèíåìàòèêà è ôèçèêà íåáåñíûõ òåë 8 5,1988, 31�40.7. Íàóìîâà Í. Â.Èññëåäîâàíèå ñòàòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, êîëåáàíèé è óñòîé-÷èâîñòè êîíñòðóêöèé â ïàêåòå ANSYS : ó÷åá. ïîñîáèå / Í. Â. Íàóìîâà,Ä. Í. Èâàíîâ. � ÑÏá., 2007.8. Ïîëÿõîâà Å. Í. Êîñìè÷åñêèé ïîëåò ñ ñîëíå÷íûì ïàðóñîì / Å. Í. Ïîëÿ-õîâà. � Ì. : Íàóêà, 1988.9. Ïîëÿõîâà Å. Í. Âëèÿíèå èçíîñà çåðêàëüíîé ïëåíêè ïîä äåéñòâèåì êîñ-ìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ íà äèíàìèêó äâèæåíèÿ ñîëíå÷íîãî ïàðóñà â öàíäå-ðîâñêîé îðèåíòàöèè ïî ãåëèîöåíòðè÷åñêîé îðáèòå, Ãàãàðèíñêèå íàó÷íûå÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå è àâèàöèè (Ìîñêâà, 1983�1984), 1985. � 62 ñ.10. Òèõîíîâ À. À. Âëèÿíèå íàâîäèìîãî íà ïîâåðõíîñòè ñîëíå÷íîãî ïàðóñàýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà åãî ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ìåæäóíà-ðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå � Äåâÿòûå ïîëÿõîâñêèå ÷òå-íèÿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ìàðò 9�12, 2021) / À. À. Òèõîíîâ, À. Á. ßêîâëåâ.ÑÏá. : ÂÂÌ. � 172 ñ.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈßÒÈÒÀÍÎÂÎÃÎ ÑÏËÀÂÀ T110 ÏÐÈ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÌÍÀÃÐÓÆÅÍÈÈ È ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈßÐÅËÀÊÑÀÖÈÎÍÍÎÉ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ×æàî ØèñÿíÐàçðàáîòàíà ìîäèôèêàöèÿ ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷åñêîãîäåôîðìèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîé ðàíåå ñ öåëüþ îáúÿñíåíèÿ è ïðîãíîçàâðåìåííûõ ýôôåêòîâ íåñòàáèëüíîñòè äèàãðàìì ïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-ìèðîâàíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç î âîçìîæíûõ ñöåíàðèÿõ â ïðåäëîæåííîéìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé âàðèàíòðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ïîâåäåíèå äåôîðìàöèîííûõêðèâûõ íà äëèòåëüíûõ âðåìåíàõ ïîñëå íàñòóïëåíèÿ òåêó÷åñòè è áîëååïîëíî ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ýôôåêòû, òàêèå êàêïîÿâëåíèå (èëè èñ÷åçíîâåíèå) çóáà òåêó÷åñòè è ïîñëåäóþùåå íåìîíî-òîííîå, â òîì ÷èñëå îñöèëëèðóþùåå, ïîâåäåíèå äèàãðàìì äåôîðìèðî-âàíèÿ. Ïðîâåäåíû ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà ñïåðâîíà÷àëüíîé âåðñèåé ïîäõîäà ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè è øèðîêî ðàñ-ïðîñòðàíåííîé ìîäåëüþ Äæîíñîíà�Êóêà íà ïðèìåðå ýêñïåðèìåíòàëüíîïîëó÷åííûõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ òèòàíîâîãî ñïëàâà T110.Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþò îïèñàòåëüíóþ è ïðîãíîñòè÷åñêóþýôôåêòèâíîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà. Âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþðàçâèòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàáîð ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ,ïðèìåíÿåìûé ïðè ïîñòðîåíèè äåôîðìàöèîííîé êðèâîé, íå çàâèñèò îòèñòîðèè, â ÷àñòíîñòè ñêîðîñòè äåôîðìàöèè, è ñâÿçàí òîëüêî ñ îñîáåí-íîñòÿìè ðàçâèòèÿ äåôåêòíîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà íà ìèêðî- è ìå-çîóðîâíÿõ. Èñïîëüçóÿ ýòîò íåáîëüøîé íàáîð ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðíî-âðåìåííîãî ïîäõîäà è ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè, ìîæíî ïî-ëó÷àòü ðàçëè÷íûå òèïû äåôîðìàöèîííûõ êðèâûõ, ðåàëèçóþùèõñÿ íàîäíîì ìàòåðèàëå â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè.1. ÂâåäåíèåÒèòàíîâûå ñïëàâû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ êîí-ñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è îáëàäàþò âûñîêîé ïðî÷íîñòüþ, õîðî-øèì ñîïðîòèâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèþ òðåùèí, êîððîçèîííîé ñòîé-êîñòüþ è íåìàãíèòíîñòüþ. Ýòè ñïëàâû íàõîäÿò âñå áîëåå øèðîêîåïðèìåíåíèå â âàæíûõ èçäåëèÿõ àýðîêîñìè÷åñêîé è âîåííîé òåõ-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 5 ìàðòà 2022 ã.c© ×æàî Øèñÿí, 2022



Ìîäåëèðîâàíèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ... 55íèêè.Ðàçðàáîòêà àíàëèòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íåîáðàòè-ìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè â øèðîêîìäèàïàçîíå ñêîðîñòåé âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, èìå-þùåé ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé. Îä-íîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ è ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ìîäå-ëåé â âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Äæîíñîíà�Êóêà(Johnson�Cook) [1]. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî åå ìîäèôèêàöèé [2, 3, 4],â êîòîðûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ ëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ ðàñ÷åòíûõ êðè-âûõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðî-ñòåé äåôîðìèðîâàíèÿ ýìïèðè÷åñêè ââîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïîä-ãîíî÷íûå ïàðàìåòðû. Â ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàïðÿ-æåíèå ÿâíî çàâèñèò îò äåôîðìàöèè, à ñêîðîñòü äåôîðìèðîâàíèÿìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íàðÿäó ñ äðóãèìè. Òàêèìîáðàçîì, íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿÿâëÿåòñÿ íåèçìåííûì ñâîéñòâîì äàííîãî ìàòåðèàëà, èíâàðèàíò-íûì ïî îòíîøåíèþ ê ñïîñîáó âîçäåéñòâèÿ è èíûì õàðàêòåðèñòè-êàì èñòîðèè íàãðóæåíèÿ. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè íåîáðàòèìîåäåôîðìèðîâàíèå ìåòàëëîâ ïðè äèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè çàâèñèòîò ñïîñîáà è èñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûì îá-ðàçîì âëèÿåò íà ïëàñòè÷åñêèå äèàãðàììû, êîòîðûå â ñèëó ýòîãîâ äèíàìèêå îêàçûâàþòñÿ íåñòàáèëüíûìè è, êàê ïîêàçûâàþò ýêñ-ïåðèìåíòû, ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ ïðè âàðèàöèè ñïîñîáàïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè è ìíîãî÷èñëåííûõ âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèêâíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.Ïî ñâîåé ïðèðîäå ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñà-öèîííûì ïðîöåññîì, â êîòîðîì óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèåâ ìàòåðèàëå ïðè åãî íàãðóæåíèè, ðåëàêñèðóþò ñ òå÷åíèåì âðåìåíèçà ñ÷åò ïåðåìåùåíèÿ äåôåêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ïðè ôå-íîìåíîëîãè÷åñêîì ïîäõîäå â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ÷àñòî ïðåíåáðå-ãàþò ýòèì ïðîòÿæåííûì âî âðåìåííîé øêàëå õàðàêòåðîì ïðîöåññàè ñ÷èòàþò ðåëàêñàöèþ íàïðÿæåíèé ìãíîâåííîé [5]. Òàêîé ïîäõîäïðèâîäèò ê óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì â êâàçèñòàòè÷åñêèõçàäà÷àõ, íî íå ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèåèìïóëüñíûì è âûñîêîñêîðîñòíûì âîçäåéñòâèÿì [6]. Íàáëþäàåìûéâ äèíàìè÷åñêèõ èñïûòàíèÿõ îäíîâðåìåííûé ðîñò ñî ñêîðîñòüþ âîç-äåéñòâèÿ êàê ïðåäåëà òåêó÷åñòè, òàê è âñåé äèàãðàììû äåôîðìè-



56 ×æàî Øèñÿíðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ñâèäåòåëüñòâîì âðåìåííîãî õàðàêòå-ðà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìÿãêèõñòàëåé [7] â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè òàêæå äå-ìîíñòðèðóþò è àíîìàëüíîå óâåëè÷åíèå íàïðÿæåíèÿ ñ ïîñëåäóþ-ùèì åãî ïàäåíèåì â íà÷àëå ïëàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, èçâåñòíîå êàê¾ýôôåêò ïàäåíèÿ¿ (stress drop e�ect) èëè çóáà òåêó÷åñòè. Òðàäè-öèîííûå ìîäåëè íå ñïîñîáíû îïèñûâàòü è ïðåäñêàçûâàòü ýòè, ÷à-ñòî íàáëþäàåìûå ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè, ýôôåêòû íåñòà-áèëüíîãî ïîâåäåíèÿ äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèè ìàòåðèàëîâ. Íàîñíîâå ðàçâèòîãî ðàíåå [8, 9] ñòðóêòóðíî-âðåìåííîãî êðèòåðèÿ òå-êó÷åñòè Þ. Â. Ïåòðîâûì, Í. Ñ. Ñåëþòèíîé è Å. Í. Áîðîäèíîìáûëà ïðåäëîæåíà è ðàçâèòà ðåëàêñàöèîííàÿ ìîäåëü íåîáðàòèìî-ãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåä [10, 11], êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü îáú-ÿñíÿòü è ïðîãíîçèðîâàòü ðÿä ýôôåêòîâ íåñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿïëàñòè÷åñêèõ äèàãðàìì [10, 11, 12]. Â äàííîé ðàáîòå äàåòñÿ äàëü-íåéøåå ðàçâèòèå ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòüïðîãíîçèðîâàíèÿ è êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ðÿäà íàáëþäàåìûõâ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìàõ ïðèíöèïèàëüíûõ ñëó÷àåâ íåîáðàòèìîãîäåôîðìèðîâàíèÿ, êîãäà íàáëþäàåìûå äèàãðàììû èìåþò ñëîæíûéíåìîíîòîííûé è äàæå îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð.2. Ìîäåëè äèíàìè÷åñêîé ïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëîâÐàññìîòðèì ðåëàêñàöèîííóþ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-âàíèÿ [10, 12], ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå ñòðóêòóðíî-âðåìåííîãî ïîä-õîäà, áàçèðóþùåãîñÿ íà ïîíÿòèè èíêóáàöèîííîãî âðåìåíè òåêó÷å-ñòè ìàòåðèàëà. Ñòðóêòóðíî-âðåìåííîé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ïðî-öåññîâ òåêó÷åñòè ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ïðåäåë òåêó÷åñòè â íà-÷àëüíûé ìîìåíò ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðè ôèêñèðîâàííîé ñêî-ðîñòè äåôîðìàöèè. Ñòðóêòóðíî-âðåìåííîé ïîäõîä [13] ïåðâîíà÷àëü-íî áûë ïðåäëîæåí äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ â [14, 15] è âíàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñà-íèÿ âðåìåííûõ ýôôåêòîâ äèíàìè÷åñêîãî ðàçðûâà ñïëîøíûõ ñðåäè ðîñòà ìàêðîòðåùèí [14, 16, 17, 18, 19]. Ñîîòâåòñòâóþùåå èíêó-áàöèîííîå âðåìÿ â ýòèõ ðàáîòàõ èíòåðïðåòèðîâàëîñü êàê õàðàê-



Ìîäåëèðîâàíèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ... 57òåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè ïîäãîòîâèòåëüíûõ ïðîöåññîâ íà ìèêðî- èìåçîóðîâíÿõ, ïðèâîäÿùèõ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìóðàçðûâó ìàòåðèàëà. Ñôîðìèðîâàííûé íà îñíîâå àíàëîãè÷íûõ èäåéìàêðîñêîïè÷åñêèé èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé òåêó÷åñòè [8, 9, 13, 20,21, 22] ïîçâîëèë îáúÿñíèòü ðÿä âðåìåííûõ (ñêîðîñòíûõ) ýôôåêòîâíåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðåäñêàçàòü äèíàìè÷åñêèé ïðå-äåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëîâ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñëó÷àåâ. Ñîîòâåò-ñòâóþùèé êðèòåðèé òåêó÷åñòè â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîîñíîãî äå-ôîðìèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì
I(t) =

1

τ

∫ t

t−τ

(
Σ(s)

σy

)α
ds 6 1. (1)Çäåñü Σ(t) = Eε(t) � ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé îò âðåìåíè; E � ìî-äóëü Þíãà; τ � èíêóáàöèîííîå âðåìÿ, õàðàêòåðèçóþùåå ñêîðîñò-íóþ (âðåìåííóþ) ÷óâñòâèòåëüíîñòü ìàòåðèàëà; σy � ñòàòè÷åñêèéïðåäåë òåêó÷åñòè; α � êîýôôèöèåíò ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìàòåðèàëàê àìïëèòóäå íàãðóçêè. Ñîãëàñíî ñòðóêòóðíî-âðåìåííîìó ïîäõîäó,ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåêó÷åñòè ty îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâîì I(t) = 1. Ïàðàìåòð τ , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñâîé-ñòâîì ìàòåðèàëà, èíâàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê èñòîðèè äåôîð-ìèðîâàíèÿ è ãåîìåòðèè îáðàçöà, ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ïîâåäå-íèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõíàãðóçêàõ [21, 22]. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî τ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è äå-ôåêòíîé, â òîì ÷èñëå äèñëîêàöèîííîé, ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà [10,12, 21].Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿêðèòåðèÿ (1) è íàñòóïëåíèÿ òåêó÷åñòè â [10, 12] ïðåäëîæåíà ðåëàê-ñàöèîííàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, â êîòîðîé ââî-äèòñÿ áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ ¾ðåëàêñàöèè¿ 0 < γ(t) < 1:

γ(t) =

{
1, I(t) 6 1,

I(t)−1/α, I(t) > 1.
(2)Ðàâåíñòâî γ(t) = 1 â óðàâíåíèè (2) ñâÿçàíî ñ ïðîèçâîäñòâîìóïðóãîé äåôîðìàöèè äî ìîìåíòà íà÷àëà ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåêó÷å-ñòè ty. Óìåíüøåíèå ôóíêöèè ðåëàêñàöèè â äèàïàçîíå 0 < γ(t) < 1



58 ×æàî Øèñÿíñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ìàòåðèàëà íà ñòàäèþ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-ìèðîâàíèÿ t > ty. Â òå÷åíèå ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðåä-ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:
1

τ

∫ t

t−τ

(
γ(t)Σ(s)

σy

)α
ds = 1, (3)êîòîðîå ñîõðàíÿåòñÿ çà ñ÷åò ôèêñèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò òå-êó÷åñòè t = ty è ïîñëåäóþùåé ðåëàêñàöèè íàêîïëåííûõ óïðóãèõíàïðÿæåíèé â ìàòåðèàëå (0 < γ(t) < 1). Íàïðÿæåíèå â äåôîðìèðî-âàííîì îáðàçöå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

σ(t) = Σ(t)γ1−β(t), (4)ãäå Σ(t) = Eε(t); β � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð, îïèñûâàþùèé ñòåïåíüóïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà. Ñëó÷àé β = 0 îòâå÷àåò îòñóòñòâèþ óïðî÷-íåíèÿ.Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü îïèñàííîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäàñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåì ÿâíî ââîäèòñÿ è ó÷èòûâàåòñÿ ïðîöåññ ðå-ëàêñàöèè íàïðÿæåíèÿ ïðè íåîáðàòèìîì äåôîðìèðîâàíèè è ýòî ïîç-âîëÿåò íå òîëüêî ïðåäñêàçûâàòü ðàçëè÷íûå, íàáëþäàåìûå â îïû-òàõ, íåóñòîé÷èâîñòè äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ è âðåìåííûå ýô-ôåêòû, òàêèå êàê ýôôåêò çóáà òåêó÷åñòè [10, 12], íî è ýôôåêòèâ-íî ïðîãíîçèðîâàòü è ðàññ÷èòûâàòü ýôôåêò ñòàáèëèçàöèè ïëàñòè-÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðè öèêëè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè [23, 24, 25].Ñóùåñòâóåò òàêæå ðÿä èíûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿìàòåðèàëîâ ïðè ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè â äèíàìèêå, íàïðè-ìåð ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìûå â [26] (Cowper�Symonds), â [2] (Khan�Huang), à òàêæå â [1] (Johnson�Cook). Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå äëÿàíàëèçà ïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ øèðîêîèñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Äæîíñîíà�Êóêà [1], â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåò-ñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:
σ =

(
A+Bεnp

)
(1 + C ln ε̇∗) (1− T ∗m) , (5)ãäå εp � ýêâèâàëåíòíàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ; ε̇∗ = ε̇/ε̇0 áåç-ðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè (ε̇ � ñêîðîñòü äå-ôîðìàöèè, ε̇0 � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü äåôîðìàöèè, îòâå÷àþùàÿ



Ìîäåëèðîâàíèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ... 59çà ñêîðîñòíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü); T ∗ = (T − Tr) / (Tm − Tr), T �òåêóùàÿ òåìïåðàòóðà, Tr � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, Tm � òåìïå-ðàòóðà ïëàâëåíèÿ. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà A, B, C, n, m ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ýòàëîííîé òåìïåðàòóðå, ìîäóëüäåôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ, êîýôôèöèåíò ñêîðîñòíîãî óïðî÷íå-íèÿ, ïîêàçàòåëü äåôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ è ïîêàçàòåëü òåðìè-÷åñêîãî ðàçìÿã÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñîîòíîøåíèè (5) òðè ìíî-æèòåëÿ è äðóãèå ïàðàìåòðû îòâå÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, çà ïðîöåññóïðî÷íåíèÿ, âðåìåííûå ýôôåêòû è òåðìè÷åñêîå âëèÿíèå. Îäíàêîíàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòàõ ýôôåêòû íåñòàáèëüíîãî è íåìîíî-òîííîãî ïîâåäåíèÿ äåôîðìàöèîííîé êðèâîé, â ÷àñòíîñòè âðåìåí-íûå ýôôåêòû òèïà çóáà òåêó÷åñòè, îêàçûâàþòñÿ äàæå êà÷åñòâåííîíåïðåäñêàçóåìûìè, ò. å. íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íè ïðè êàêèõ âà-ðèàíòàõ âûáîðà ýìïèðè÷åñêèõ êîíñòàíò.Ñðàâíåíèå ðåëàêñàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-íèÿ ñ äðóãèìè ìîäåëÿìè, â òîì ÷èñëå ìîäåëüþ Äæîíñîíà�Êóêà,ïîäðîáíî îáñóæäàëîñü â ðàáîòå [11], ãäå ïîêàçàíû ïðåèìóùåñòâàðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïðè îïèñàíèè è ïðîãíîçèðîâàíèè ðÿäà âàæ-íåéøèõ äëÿ äèíàìèêè âðåìåííûõ ýôôåêòîâ.Â äàëüíåéøåì çäåñü áóäåò ðàññìîòðåíà ìîäèôèêàöèÿ ðåëàêñà-öèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü íàáëþäàå-ìûå â íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñóùåñòâåííî íåìîíîòîííûå è äàæåîñöèëëèðóþùèå äèàãðàììû ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.3. Ìîäèôèêàöèÿ ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷-íîñòèÍåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ â [10, 12] ðåëàêñàöèîííàÿìîäåëü ñïîñîáíà ïðîãíîçèðîâàòü ìíîãèå ñëó÷àè ïîâåäåíèÿ äèàãðàììäåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêî-ðîñòåé äåôîðìàöèè, ó÷àñòâóþùàÿ â ðàâåíñòâå (3) çàâèñèìîñòü ôóíê-öèè íàïðÿæåíèé Σ(t) îò ôóíêöèè äåôîðìàöèé ε(t) ãëîáàëüíî (âòå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà) ñ÷èòàëàñü ëèíåéíîé, ÷òî ïîçâîëèëî íàäåæ-íî ïðåäñêàçàòü äèíàìè÷åñêóþ ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ ëèøü íàìàëûõ âðåìåíàõ ïîñëå íàñòóïëåíèÿ òåêó÷åñòè èëè íà íà÷àëüíîìó÷àñòêå äåôîðìàöèîííîé êðèâîé, íå ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì âëèÿíèå



60 ×æàî Øèñÿíóæå ðàçâèòîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè íà äàëüíåéøåå íàïðÿæåí-íî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà. Ýòî, äëÿ íåêîòîðûõ ìà-òåðèàëîâ, ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé îòêëîíåíèÿ äèàãðàìì äåôîðìèðîâà-íèÿ, ïîñòðîåííûõ ñîãëàñíî ¾ãëîáàëüíîé¿ ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè,îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ íà ñòàäèè ðàçâèòîé ïëàñòè÷åñêîéäåôîðìàöèè è óïðî÷íåíèÿ. Ïîýòîìó, ñ öåëüþ ó÷åòà óïðî÷íåíèÿ èíàêîïëåííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçâè-òîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàí-íûé âàðèàíò ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè.Ââåäåì ôóíêöèîíàëMα(Σ, t) =
(

1
τ

∫ t
t−τ Σ

α(s)ds
)1/α, ÿâëÿþùèé-ñÿ èíòåãðàëüíûì ñðåäíåì ôóíêöèè Σ(t) â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà Lpè õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé íà èíêóáàöèîííîìèíòåðâàëå [t− τ, t]. Òîãäà èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé (1) ýêâèâàëåíòåííåðàâåíñòâó

Mα(Σ, t) 6 σy . (6)Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåêó÷åñòü íàñòóïàåò, êîãäà èí-òåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé íà èíêóáàöèîííîì èíòåðâàëå äîñòèãàåòîïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ. Òàêæå ââåäåì ôóíêöèþ β(t) â ðàâåíñòâå(3), îòâå÷àþùóþ çà ïðèðîäó óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà:
1

τ

∫ t

t−τ

(
Σ(s)γ(t)

σyβ(t)

)α
ds = 1. (7)Òîãäà ïðè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ôóíêöèÿ ðåëàêñàöèè γ(t) îïðå-äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

γ(t) =
σyβ(t)

Mα(Σ, t)
.Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (4) îïðåäåëèì èñòèííîå íàïðÿæåíèå ôîð-ìóëîé

σ(t) = Σ(t) · γ(t) = Σ(t) · σyβ(t)
Σ̃(t)

= σyβ(t) ·
(
Σ(t)

Σ̃(t)

)
, (8)ãäå

Σ̃(t) =

{
σy, t 6 ty,
Mα(Σ, t), t > ty,
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ty � ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ òåêó÷åñòè è îïðåäåëÿåòñÿ ïî êðèòåðèþ(6). Ôóíêöèþ β(t), õàðàêòåðèçóþùóþ ïðèðîäó óïðî÷íåíèÿ ìàòåðè-àëà, ñîãëàñíî ìîäåëè Johnson�Cook ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
β(t) = 1 + Kεnp (t), ãäå K è n ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè óïðî÷íåíèÿè îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì; εp(t) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ.Îäíîé èç âàæíûõ îñîáåííîñòåé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüîäíîâðåìåííî îïèñûâàòü ïðîöåññ óïðóãîé äåôîðìàöèè è ïëàñòè÷å-ñêîãî òå÷åíèÿ. Â ñëó÷àå óïðóãîé äåôîðìàöèè (0 6 t 6 ty) èìååò-ñÿ β(t) = 1, òîãäà èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò óïðóãîå ñîîòíîøåíèå
σ(t) = Σ(t) = Eε(t). Òàêæå ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ãëî-áàëüíîé ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè (2�5) â èíêðåìåíòàëüíîì ïîäõîäåïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñèìîñòü Σ(t) îò òåêóùåãî óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ
σ(t) â ïðîöåññå íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñ öåëüþ ó÷åòà ðàçâè-òèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Σ(t) èìååòñëåäóþùèé âèä:

Σ(t) =

{
σ(s), s 6 t− h
σ (t− h) + E (ε(s)− ε (t− h)) , s ∈ [t− h, t] ,

(9)ãäå h = ty/m, m � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, h < τ . Ïëàñòè÷åñêóþäåôîðìàöèþ εp(t) ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèåì
εp(t) = ε(t)− Σ(t)

E .4. Âîçìîæíûå ìîäåëüíûå ñöåíàðèè óïðóãî-ïëàñòè-÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿÏðåäëîæåííûé ìîäèôèöèðîâàííûé âàðèàíò ðåëàêñàöèîííîé ìî-äåëè íåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî ïîëó-÷àòü ðàçëè÷íûå ãèïîòåòè÷åñêèå ñöåíàðèè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ïî-âåäåíèÿ ìàòåðèàëà. Îòìåòèì íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ. Â ñëó÷àå
ε̇τ � 1 ìíîæèòåëü Σ(t)/Σ̃(t) ïðàêòè÷åñêè ðàâåí 1, âðåìåííûå ýô-ôåêòû ïî÷òè îòñóòñòâóþò è ôóíêöèÿ β(t) áóäåò äàâàòü îñíîâíîéâêëàä â ïîñòðîåíèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íîáûñòðîé äåôîðìàöèè, âîçíèêàþùåé, â ÷àñòíîñòè, ïðè áûñòðîì âîç-äåéñòâèè âçðûâíîãî òèïà, äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæåò ñòàòüíåìîíîòîííîé. À èìåííî, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñïîñîáíà ïðåäñêà-



62 ×æàî Øèñÿíçàòü ïîÿâëåíèå çóáà òåêó÷åñòè. Òàê, â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè ε(t) = ε̇tè ε̇τ 6
(1+α)1/ασy

E , ò. å. ty 6 τ , èìååì
Σ̃(ty) =

(
1
τ

∫ ty
0

Σα(s)ds
)1/α

=

=
(

1
τ

∫ ty
0 (Eε̇(s))

α
ds
)1/α

=
(

(Eε̇)α

τ
(ty)

1+α

1+α

)1/α
,

Σ̃(ty + h) =
(

1
τ

∫ ty+h
0

Σα(s)ds
)1/α

=

=
(

(Eε̇)α

τ
(ty+h)

1+α−h1+α

1+α

)1/α
.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

(
(ty + h)1+α − h1+α

)
tαy > t1+αy (ty + h)

α
.Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Σ̃(ty + h) · Σ(ty) > Σ̃(ty) · Σ(ty + h)èëè æå
Σ(ty)/Σ̃(ty) > Σ(ty + h)/Σ̃(ty + h).Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ Σ(t)/Σ̃(t) ïîñëå íàñòóïëå-íèÿ òåêó÷åñòè óìåíüøàåòñÿ, ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàòüýôôåêò ïîÿâëåíèÿ çóáà òåêó÷åñòè ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðîì âîçäåé-ñòâèè, ÷òî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ìíîãî÷èñëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ýêñïå-ðèìåíòàõ.Ôóíêöèÿ β(t) â ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè îòâå÷àåò çà óïðî÷-íåíèå ìàòåðèàëà, à ìíîæèòåëü Σ(t)/Σ̃(t) îïèñûâàåò âðåìåííûå ýô-ôåêòû äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ, íàáëþäàåìûå â öåëîì ðÿäåýêñïåðèìåíòîâ, òàêèå êàê çóá òåêó÷åñòè è âîçìîæíûé îñöèëëÿöè-îííûé õàðàêòåð íàïðÿæåíèÿ ïðè ðàçâèòèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ.5. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñðàâíåíèåñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è äðóãèìèìîäåëÿìèÐàññìîòðèì íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâà-íèÿ òèòàíîâîãî ñïëàâà T110 [27]. Ýêñïåðèìåíòû ïî áûñòðîìó óäàð-



Ìîäåëèðîâàíèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ... 63íîìó ðàñòÿæåíèþ îáðàçöîâ â ðàáîòå [27] ïðîâîäèëèñü íà ðàçðåçíîìóäàðíîì ñòåðæíå Ãîïêèíñîíà â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðìàöèéîò 2030s−1 äî 3520s−1. Â ðåçóëüòàòå áûñòðîãî íàãðóæåíèÿ îáíà-ðóæèâàþòñÿ ÿâëåíèå çóáà òåêó÷åñòè è ïîñëåäóþùåå íåìîíîòîííîåïîâåäåíèå êðèâîé íàïðÿæåíèé-äåôîðìàöèé. Ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçî-âàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîé ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷åñêîãîäåôîðìèðîâàíèÿ (IRP model, 8�9) ïðîâîäèëèñü ïðè çíà÷åíèÿõ ïà-ðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 1.Òàáëèöà 1 Çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè IRP äëÿ òèòàíîâîãîñïëàâà T110Material E, GPà σy , MPà K n τ , s α mT110 Alloy 300 1015,10 0,80 0,66 3, 52× 10
−6 5 3Òàêæå áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò ïî ìîäåëè Äæîíñîíà�Êóêà (JC model)ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå (T = 20◦C) è ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè(RP model). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîâåäåííîãî ðàñ÷åòà ïîêàçàíîâ òàáë. 2 è 3, ñîîòâåòñòâåííî.Òàáëèöà 2 Çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè Äæîíñîíà�Êóêà (JC)äëÿ òèòàíîâîãî ñïëàâà T110Material A, MPà B, MPà C n m ε̇0, s−1T110 Alloy 1015,10 812,08 0,02 0,66 � 0,01Òàáëèöà 3 Çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ RP äëÿ òèòàíîâîãî ñïëàâà T110Material E, GPà σy , MPà τ , s α βT110 Alloy 300 1015,10 3, 52 · 10−6 5 0,11Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-íûå [27] ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñ. 1, 2 è 3.Ïî äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 1 è 2, âèäíî, ÷òî ïðè ìåä-ëåííîì íàãðóæåíèè ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä õîðîøî ñîâïàäàåò
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè äëÿ òèòàíîâîãî ñïëàâàT110 ïðè ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèé, ðàâíûõ 10
−3s−1, 2030, 2710 è 3520 s−1.Ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàíîé ìîäåëè(IRP model). Òî÷êè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç [27]ñ ìîäåëüþ Äæîíñîíà�Êóêà (Johnson�Cook). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì,÷òî ïðè ε̇τ � 1 âðåìåííîé ìíîæèòåëü Σ(t)/Σ̃(t) ïðàêòè÷åñêè ðàâåíåäèíèöå. Íà ðèñ. 1 è 3 çàìåòèì, ÷òî ìîäåëè IRP è RP ñïîñîáíû îïè-ñûâàòü ýôôåêò çóáà òåêó÷åñòè è ñêîðîñòíûå çàâèñèìîñòè óðîâíÿíàïðÿæåíèÿ, íî ðåëàêñàöèîííûé ïîäõîä (RP model) ñðàâíèòåëüíîõóæå ìîäåëèðóåò êâàçèñòàòè÷åñêóþ äèàãðàììó. Ìîäåëü Äæîíñîíà�Êóêà ïîêàçûâàåò ñêîðîñòíûå çàâèñèìîñòè óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ, íîíå ñïîñîáíà ìîäåëèðîâàòü ýôôåêò çóáà òåêó÷åñòè.6. Çàêëþ÷åíèåÐàçðàáîòàíà ìîäèôèêàöèÿ ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷åñêî-ãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîé ðàíåå ñ öåëüþ îáúÿñíåíèÿ èïðîãíîçà âðåìåííûõ ýôôåêòîâ íåñòàáèëüíîñòè äèàãðàìì ïëàñòè÷å-ñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è èõ âîçìîæíîãî íåìîíîòîííîãî õàðàêòåðà.Ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òî÷íåå ó÷åñòü ïîâåäåíèå äå-ôîðìàöèîííûõ êðèâûõ íà äëèòåëüíûõ âðåìåíàõ ïîñëå íàñòóïëåíèÿòåêó÷åñòè è áîëåå ïîëíî ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè äëÿ òèòàíîâîãî ñïëàâàT110 ïðè ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèé, ðàâíûõ 10
−3s−1, 2030, 2710 è 3520 s−1.Ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè Äæîíñîíà�Êóêà(JC model). Òî÷êè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç [27]

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè äëÿ òèòàíîâîãî ñïëàâàT110 ïðè ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèé, ðàâíûõ 10
−3s−1, 2030, 2710 è 3520 s−1.Ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè(RP model). Òî÷êè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç [27]



66 ×æàî Øèñÿíýôôåêòû, òàêèå êàê ïîÿâëåíèå (èëè èñ÷åçíîâåíèå) çóáà òåêó÷åñòèè ïîñëåäóþùåå íåìîíîòîííîå, â òîì ÷èñëå îñöèëëèðóþùåå, ïîâå-äåíèå äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîéâåðñèåé ïîäõîäà (RP) âìåñòî ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà óïðî÷íåíèÿ âìîäèôèöèðîâàííîì âàðèàíòå (IRP) ââåäåíà îïðåäåëÿåìàÿ â ïðîöåñ-ñå íåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿçà ÿâëåíèå óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà.Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ñ øèðî-êî ïðèìåíÿåìîé íà ïðàêòèêå ìîäåëüþ Äæîíñîíà�Êóêà. Íà ïðèìå-ðå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿòèòàíîâîãî ñïëàâà T110 îáå ìîäåëè ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîîòâåò-ñòâèå ñ ýêñïåðèìåíòàìè, íî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü äîïîëíè-òåëüíî îïèñûâàåò ýôôåêò ïîÿâëÿþùåãîñÿ ñ ðîñòîì ñêîðîñòè äå-ôîðìàöèè íåìîíîòîííîãî ïîâåäåíèÿ äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ,âûðàæàåìîãî â ïîÿâëåíèè ýôôåêòà ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ñ ïèêîâî-ãî çíà÷åíèÿ è ïîñëåäóþùèìè íàáëþäàåìûìè îñöèëëÿöèÿìè.Âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþ ðàçâèòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîíàáîð ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèìåíÿåìûé ïðè ïîñòðîåíèèäåôîðìàöèîííîé êðèâîé, íå çàâèñèò îò èñòîðèè, â ÷àñòíîñòè ñêî-ðîñòè äåôîðìàöèè, è ñâÿçàí òîëüêî ñ îñîáåííîñòÿìè ðàçâèòèÿ äå-ôåêòíîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà íà ìèêðî- è ìåçîóðîâíÿõ. Èñïîëü-çóÿ ýòîò íåáîëüøîé íàáîð ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðíî-âðåìåííîãî ïîä-õîäà è ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàç-ëè÷íûå òèïû äåôîðìàöèîííûõ êðèâûõ, ðåàëèçóþùèõñÿ íà îäíîììàòåðèàëå â øèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè.Ëèòåðàòóðà1. Johnson G.R., Cook W.H. A Constitutive Model and Data for Metals Sub-jected to Large Strains, High Strain Rates, and High Temperatures // Pro-ceeding 7th International Symposium on Ballistics. � The Hague: 1983. �P. 541�547.2. Khan A.S., Huang S. Experimental and theoretical study of mechanicalbehavior of 1100 aluminum in the strain rate range // International Journalof Plasticity. � 1992. � V. 8. - P. 397�424.3. Lin Y., Chen X., Liu G. A modi�ed Johnson-Cook model for tensile behaviorsof typical high-strength alloy steel // Materials Science and Engineering A. �2010. � V. 527. � No. 26. � P. 6980�6986.4. Gambirasio L., Rizzi E. An enhanced Johnson � Cook strength model for
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ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÔÎÐÌÛ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈßÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÎÐÒÎÒÐÎÏÍÛÕÊÐÓÃËÛÕ ÏËÀÑÒÈÍÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÄÀÂËÅÍÈßÑ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. ÊðûëîâàÂ ðàáîòå âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äåôîðìàöèþíåîäíîðîäíîé êðóãëîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû íà îñíîâå ãèïîòåç Ñ. À. Àì-áàðöóìÿíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîãèá, ïîëó÷àåìûé ïî òåîðèè Àìáàðöóìÿíà,èìååò áîëüøóþ âåëè÷èíó ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòîì êëàññè÷åñêîé òåî-ðèè, à ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ïëàñòèíû ìîæåò çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàòüýòó ðàçíèöó. Ïðîèëëþñòðèðîâàíà âàæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåëèíåéíîéòåîðèè, à òàêæå âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè, âåëè÷èíû äàâëåíèÿ è ñòåïåíèàíèçîòðîïèè íà âåëè÷èíó ïðîãèáà. Èññëåäîâàíà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõíàïðÿæåíèé è âëèÿíèå ñòåïåíè îðòîòðîïèè íà åå ðàçìåð.1. ÂâåäåíèåÊðóãëûå ïëàñòèíû è ïîëîãèå ñôåðè÷åñêèå îáîëî÷êè ÿâëÿþòñÿýëåìåíòàìè ìíîãèõ êîíñòðóêöèé. Äåôîðìàöèè ýòèõ îáúåêòîâ ïî-ñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Â áîëüøèíñòâå èç íèõ îïèñàíà äåôîð-ìàöèÿ èçîòðîïíûõ è îäíîðîäíûõ, êàê ïðàâèëî, ìåòàëëè÷åñêèõ ïëà-ñòèí â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Â ïåðâûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåí-íûõ àíèçîòðîïíûì ïëàñòèíàì è îáîëî÷êàì, òàêæå çà îñíîâó áðà-ëàñü êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïëàñòèí, íî ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ñî-îòíîøåíèÿ óïðóãîñòè, ó÷èòûâàþùèå àíèçîòðîïèþ [1]. Ýòè ðàñ÷åòûäàâàëè äîñòàòî÷íî õîðîøèå ðåçóëüòàòû â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âñåìîäóëè óïðóãîñòè îòëè÷àëèñü íåñóùåñòâåííî, òî åñòü èìåëè îäèíïîðÿäîê.Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè íåêî-òîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ äàåò ñëèøêîì ãðó-áûå îöåíêè è òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Íåäîñòàòî÷íî òî÷íûå ðåçóëüòàòûÐàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäå-ðàöèè N 14.Z50.31.0046/Äîêëàä íà ñåìèíàðå 19 àïðåëÿ 2022 ã.c© Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. Êðûëîâà, 2022



70 Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. Êðûëîâàïîëó÷àþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ î äåôîðìèðîâà-íèè ïëàñòèí ñðåäíåé òîëùèíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâèëîñü ìíîæå-ñòâî óòî÷íåííûõ òåîðèé, êîòîðûå ñòàëè íàçûâàòü íåêëàññè÷åñêèìè.Ìíîãèå íåêëàññè÷åñêèå òåîðèè ïîñòðîåíû, êàê è êëàññè÷åñêàÿ, ìå-òîäîì ãèïîòåç î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìà-öèé èëè íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì îíè ñâîáîäíûîò îñíîâíîé ãèïîòåçû êëàññè÷åñêîé òåîðèè � ãèïîòåçû íåäåôîðìè-ðóåìûõ íîðìàëåé. Âñå óòî÷íåííûå òåîðèè òåì èëè èíûì ñïîñîáîìó÷èòûâàþò äåôîðìàöèþ ñäâèãà. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òåî-ðèè îäíîñëîéíûõ îáîëî÷åê ïîëó÷èëà òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà ãèïî-òåçå Ñ. Ï. Òèìîøåíêî � ãèïîòåçå ïðÿìîëèíåéíîãî ýëåìåíòà [2, 3].Ñî âðåìåíåì ïîÿâëÿëèñü áîëåå ñëîæíûå ìàòåðèàëû. Ñ ðàçâèòè-åì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â áèîëîãèè, ñâÿçàííîãî ñ ìÿã-êèìè îáúåêòàìè, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëÿòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ è íåîäíîðîäíûõïëàñòèí è îáîëî÷åê. Ìîäóëè óïðóãîñòè òàêèõ îáúåêòîâ ìîãóò îò-ëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà â íåñêîëüêî ðàç, à òàêæå çàâèñåòü îò êîîð-äèíàò.Îïèñàííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà äèñ-êà çðèòåëüíîãî íåðâà. Òàêîé áèîëîãè÷åñêèé îáúåêò ìîæíî ìîäå-ëèðîâàòü êðóãëîé ïëàñòèíîé èëè ïîëîãîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êîé.Ìàòåðèàë ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè ìîæíî ñ÷èòàòü òðàíñâåðñàëüíîèçîòðîïíûì èëè îðòîòðîïíûì. Ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà â íà-ïðàâëåíèè òîëùèíû ïëàñòèíû íà ïîðÿäîê ìåíüøå òàíãåíöèàëüíûõìîäóëåé óïðóãîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áîëåå òî÷íî ñî-ñòîÿíèå ïëàñòèíû ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ ìîæíî îïèñàòü îä-íîé èç òåîðèé àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê Ñ. À. Àìáàðöóìÿ-íà [22, 23].Áîëüøèå äåôîðìàöèè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè äèñêà çðèòåëüíîãîíåðâà ìîãóò ïðèâîäèòü ê àòðîôèè çðèòåëüíîãî íåðâà, à òàêæå âû-çûâàòü îòåêè â îêðåñòíîñòè êðàÿ ïëàñòèíêè [4]. Ýòî ÿâëåíèå ìîæåòáûòü âûçâàíî ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâå-ñèÿ òàêîé ïëàñòèíû. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèåïëàñòèíû ìîæåò îêàçûâàòü ñèëüíîå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó êðèòè÷å-ñêîé íàãðóçêè, åñëè ôîðìà íàãðóæåííîé êîíñòðóêöèè â äîêðèòè-÷åñêîì ñîñòîÿíèè îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìû íåíàãðóæåííîé êîíñòðóê-öèè [5]. Âàæíîñòü ýòîãî âîïðîñà ïðîÿâèëàñü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è



Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ... 71î íåîñåñèììåòðè÷íûõ ôîðìàõ ðàâíîâåñèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí, íàãðó-æàåìûõ íîðìàëüíûì äàâëåíèåì.Âïåðâûå âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé óñèììåòðè÷íî çàãðóæåííîé êðóãëîé ïëàñòèíû áûë ðàññìîòðåíâ 1948 ã. Ä. Þ. Ïàíîâûì è Â. È. Ôåîäîñüåâûì [6]. Ìåòîäîì Ãà-ëåðêèíà äëÿ áîëüøèõ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû, çàãðóæåííîé ïîñòîÿí-íûì äàâëåíèåì, àâòîðû èñêàëè ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåñèì-ìåòðè÷íûì ôîðìàì ðàâíîâåñèÿ, â âèäå w = (1−x2)2(A+Bx4 cosnθ).Â ýòîì ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, çàâèñÿ-ùåé òîëüêî îò îäíîãî ïàðàìåòðàA. Â ðàáîòå [7] äëÿ êðóãëîé ïëàñòè-íû ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ è íàãðóæåíèÿ îïðåäåëåíûçíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåõîäîò ñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ê íåîñåñèììåòðè÷íîé. Âåëè÷è-íà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïîëó÷åííàÿ â [7], ïî÷òè â 3 ðàçà áîëüøåíàãðóçêè, îïðåäåëåííîé Ïàíîâûì è Ôåîäîñüåâûì. Ôîðìû ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè òàêæå ðàçëè÷àþòñÿ. Ñðàâíèâàÿ ñâîè ðåøåíèÿ ñ ðå-çóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [6], àâòîðû ïðèøëè ê âûâîäó,÷òî îñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëåííîå â [6] è îïèñûâàþùå-åñÿ ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò îäíîãî ïàðàìåòðà, íåäîñòàòî÷íî òî÷íîîïèñûâàþò äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèè.Ñóùåñòâîâàíèå íåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ ó ñèììåòðè÷íî çà-ãðóæåííîé êðóãëîé ïëàñòèíû áûëî äîêàçàíî Í. Ô. Ìîðîçîâûì åùåâ 1961 ã. Â ðàáîòàõ [8, 9, 10] äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåí-íîñòü è ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèèïëàñòèí è îáîëî÷åê íà îñíîâå ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà, àòàêæå ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ñèì-ìåòðè÷íûõ ðåøåíèé.Ê çàäà÷å î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíî-âåñèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí è ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ ïîä äåé-ñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ îáðàùàëèñü Êîìàí Ñ. Ä. c ñîàâòîðà-ìè (ñì., íàïðèìåð, [11, 12]). Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà è ñîîòâåòñòâó-þùåå åé âîëíîâîå ÷èñëî áûëè íàéäåíû àâòîðàìè àñèìïòîòè÷åñêè.Ïðè ýòîì âî âñåõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü îäíîðîäíûå èçîòðîïíûåïëàñòèíû è îáîëî÷êè, à äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿëîñü ïîêëàññè÷åñêîé òåîðèè. Çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíûõ ïî ðà-äèóñó êðóãëûõ ïëàñòèí, îðòîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí è ïîëîãèõñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ðàñ-



72 Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. Êðûëîâàñìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [14, 15, 16, 17]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîêðèòè-÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òàêæå èñïîëüçîâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáî-ëî÷åê.Óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ êðóãëîé ïëàñòèíûñî ñâîáîäíî ñìåùàþùèìñÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè êðàåì ïîääåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîéïîñòàíîâêå áûëà èññëåäîâàíà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïà-êåòàõ NASTRAN è ANSYS â ðàáîòàõ [19, 20, 21]. Â ýòèõ ðàáîòàõàâòîðû òàêæå îòìå÷àþò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêèíåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñàòü èìåííî äîêðèòè÷åñêîå ñîñòî-ÿíèå. Â ðàáîòàõ îáñóæäàåòñÿ è ôîðìà, è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ,íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ îïèñàíèÿ äîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿ-íèÿ. Ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî ïî èçìåíåíèþ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîââ äîêðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ìîæíî ñóäèòü î ïðèáëèæåíèè íàãðóçêèê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ íåîä-íîðîäíîé ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå îðòîòðîïíîé êðóãëîé ïëàñòè-íû â ðàìêàõ òåîðèè Àìáàðöóìÿíà. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñòåïåíèàíèçîòðîïèè, íåîäíîðîäíîñòè è âåëè÷èíû äàâëåíèÿ íà ïðîãèá ïëà-ñòèíû. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî êëàñ-ñè÷åñêîé òåîðèè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì êðóãëóþ ïëàñòèíó ïîñòîÿííîé òîëùèíû h è ðàäèó-ñà a, íàõîäÿùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî íîð-ìàëüíîãî äàâëåíèÿ.
Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è: ïëàñòèíà ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ, çà-êðåïëåííàÿ ïî òèïó ñêîëüçÿùåé çàäåëêè. Ìîäèôèöèðîâàíî èç [15]



Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ... 73Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåøíèé êðàé ïëàñòèíû çàùåìëåí, íî åãîòî÷êè ìîãóò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèèïëàñòèíû, áåç ñìåùåíèÿ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè (ñêîëüçÿùàÿ çà-äåëêà, ðèñ. 1).Îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà äëÿ öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîãî òåëàèìååò âèä [22]
er =

1

Er
σr −

νrθ
Eθ

σθ −
νrz
Ez

σz , eθz =
1

Gθz
τθz,

eθ = −νθr
Er

σr +
1

Eθ
σθ −

νθz
Ez

σz , erz =
1

Grz
τrz,

ez = −νzr
Er

σr −
νzθ
Eθ

σθ +
1

Ez
σz , erθ =

1

Grθ
τrθ.

(1)Çäåñü Er, Eθ, Ez � ìîäóëè Þíãà äëÿ íàïðàâëåíèé â òðåõ âçàèì-íî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ óïðóãîé ñèììåòðèè ïëàñòèíû;
νrθ, νθr, νrz, νzr, νθz, νzθ � êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà (ïåðâûé èíäåêñóêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ èëè ñæàòèÿ, âòîðîé � íàïðàâ-ëåíèå ïðèëîæåííîé ñèëû); Gθz, Grz, Grθ � ìîäóëè ñäâèãà, õàðàêòå-ðèçóþùèå èçìåíåíèå óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè θ è z, r è z, r è θ.Çàêîí Ãóêà äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ìîæíî ïîëó-÷èòü èç ñîîòíîøåíèé (1), åñëè ïðèðàâíÿòü ìîäóëèEr èEθ,Gθz èGrzñîîòâåòñòâåííî.Â ñèëó ñèììåòðèè ñîîòíîøåíèé (1) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Erνθ = Eθνr, Erνrz = Ezνzr, Eθνθz = Ezνzθ, (2)ãäå νrθ = νθ, νθr = νr.Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäóëü óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè òîëùèíû ïëà-ñòèíû ñóùåñòâåííî ìåíüøå òàíãåíöèàëüíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè, àìîäóëè ñäâèãà, äåéñòâóþùèå â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñðå-äèííîé ïëîñêîñòè, ìíîãî ìåíüøå ìîäóëÿ ñäâèãà â ñðåäèííîé ïëîñ-êîñòè ïëàñòèíû. Òàêèì îáðàçîì, Ez � Er, Ez � Eθ, G′ � Grθ,
Gθz � Grθ, ãäå G′ = Grz. Óïðóãèå êîýôôèöèåíòû äîëæíû óäî-âëåòâîðÿòü óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîéôîðìû

W =
1

2
(σrer + σθeθ + σzez) + τrθerθ + τrzerz + τθzeθz,



74 Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. Êðûëîâàãäå W � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè. Èç êðèòå-ðèÿ Ñèëüâåñòðà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöè-åíòîâ Ïóàññîíà [22]:
1− νrνθ > 0, 1− νrzνzr > 0, 1− νθzνzθ > 0,

|νr| < (Er/Eθ)
1/2, . . . , |νzθ| < (Eθ/Ez)

1/2,

1− νrνθ − νrzνzr − νθzνzθ − 2νθνzrνθz > 0.

(3)3. Óðàâíåíèÿ îáùåé óòî÷íåííîé íåëèíåéíîé òåîðèèÀìáàðöóìÿíà èçãèáà íåîäíîðîäíîé îðòîòðîïíîéêðóãëîé ïëàñòèíûÎáùàÿ óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ Ñ. À. Àìáàðöóìÿíà ñòðîèòñÿ íà ñëå-äóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:1) íîðìàëüíîå ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ïåðåìåùåíèå íåèçìåíÿåòñÿ ïî òîëùèíå:
uz = w(r, θ), ez ≈ 0; (4)2) êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé êñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, èçìåíÿþòñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó

τrz =
1

2

(
h2

4
− z2

)
ϕ(r, θ), τrθ =

1

2

(
h2

4
− z2

)
ψ(r, θ), (5)ãäå ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.Òàêèì îáðàçîì, äåôîðìàöèÿ ïëàñòèíû ïî òåîðèè Àìáàðöóìÿíàîïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè u, v, w, ϕ, ψ, F , çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò

r, θ, ãäå u, v, w � ïåðåìåùåíèå òî÷åê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè, à F �ôóíêöèÿ óñèëèé:
Tr =

1

r2
d2F

dθ2
+

1

r

dF

dr
, Tθ =

d2F

dr2
, Srθ =

1

r2
dF

dθ
− 1

r

d2F

drdθ
. (6)Ïðè ãèïåðòåíçèè è ãëàóêîìå ïðîãèáû ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêèäèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà èìåþò ïîðÿäîê òîëùèíû ïëàñòèíêè, ïî-ýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ãåîìåòðè÷åñêè



Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ... 75íåëèíåéíîé òåîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå â âûðàæåíèÿõ äëÿ îïðåäåëå-íèÿ äåôîðìàöèé áóäóò ó÷èòûâàòüñÿ ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëî-ñòè, íî, ñîãëàñíî òåîðèè Àìáàðöóìÿíà, òîëüêî òå, êîòîðûå ñâÿçàíûñ íîðìàëüíûì ïåðåìåùåíèåì w:
er =

∂ur
∂r

+
1

2

(
∂uz
∂r

)2

, eθ =
1

r

∂uθ
∂θ

+
ur
r

+
1

2r2

(
∂uz
∂θ

)2

,

ez =
∂uz
∂z

+
1

2

(
∂uz
∂z

)2

, erθ = r
∂

∂r

uθ
r

+
1

r

∂ur
∂θ

+
1

r

∂uz
∂r

∂uz
∂θ

,

eθz =
1

r

∂uz
∂θ

+
∂uθ
∂z

+
1

r

∂uz
∂z

∂uz
∂θ

, erz =
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

∂uz
∂z

.

(7)
Âûâîä óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äåôîðìàöèþ îäíîðîäíîé îðòî-òðîïíîé ïëàñòèíû, ïðèâåäåí â [22]. Â íàøåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåò-ñÿ ïëàñòèíà, ìîäóëè óïðóãîñòè Er è Eθ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-ìè êîîðäèíàòû r. Â ñâÿçè ñ ýòèì óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò äîïîëíèòåëü-íûå ñëàãàåìûå, õàðàêòåðèçóþùèå íåîäíîðîäíîñòü ïëàñòèíû. Ïîëó-÷åííàÿ ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõôóíêöèé w(r, θ), F (r, θ), ϕ(r, θ), ψ(r, θ) îïèñûâàåò äåôîðìàöèþíåîäíîðîäíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãîäàâëåíèÿ:

h3

12

[
∂

∂r
(ϕr) +

∂ψ

∂θ

]
+

∂

∂r

[
∂w

∂r

(
1

r

∂2F

∂θ2
+
∂F

∂r

)]
+

+
∂

∂θ

[
∂w

∂r

(
1

r2
∂F

∂θ
− 1

r

∂2F

∂r∂θ

)]
+

∂

∂θ

(
1

r

∂w

∂θ

∂2F

∂r2

)
+

+
∂

∂r

[
∂w

∂θ

(
1

r2
∂F

∂θ
− 1

r

∂2F

∂r∂θ

)]
= −Pr,

(8)
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Grθ = G, βr =

G(1 − νrνθ)

Er
, βθ =

G(1 − νrνθ)

Eθ
,

1

r2
∂3w

∂θ3
+

1

r

∂2w

∂r∂θ
+ (νr + 2βθ)

∂3w

∂r2∂θ
−

− h2

10 G1

[
(νr + βθ)

∂2ϕ

∂r∂θ
+

(1 + βθ)

r

∂ϕ

∂θ

]
−

− h2

10 G2

[
1

r

∂2ψ

∂θ2
+ βθ

(
r
∂2ψ

∂r2
+
∂ψ

∂r
− ψ

r

)]
+
rψ (1− νrνθ)

Eθ
= 0,

(9)

∂3w

∂r3
+

1

r

∂2w

∂r2
+

(νθ + 2βr)

r

∂

∂r

(
1

r

∂2w

∂θ2

)
−

− 1

r2
Eθ
Er

(
∂w

∂r
+

1

r

∂2w

∂θ2

)
+

+
1

Er

dEr
dr

(
∂2w

∂r2
+
νθ
r

∂w

∂r
+
νθ
r2
∂2w

∂θ2

)
−

− h2

10 G1

[
∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
− Eθ
Er

ϕ

r2
+
βr
r2
∂2ϕ

∂θ2
+

+
1

Er

dEr
dr

(
∂ϕ

∂r
+
νθϕ

r

)]
−

− h2

10 G2

[
(νθ + βr)

r

∂2ψ

∂r∂θ
− (Eθ + Erβr)

r2 Er

∂ψ

∂θ
+

+
1

Er

dEr
dr

νθ
r

∂ψ

∂θ

]
+
ϕ (1 − νrνθ)

Er
= 0,

(10)
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∂4F

∂r4
+

(
Eθ
G

− 2νθ

)(
1

r2
∂4F

∂r2∂θ2
− 1

r3
∂3F

∂r∂θ2
+

1

r4
∂2F

∂θ2

)
+

+
2

r

∂3F

∂r3
− 1

Eθ

dEθ
dr

(
∂3F

∂r3
− 1

r

∂2F

∂r2
+
νθ
r3
∂2F

∂θ2
− νθ
r2

∂3F

∂r∂θ2

)
+

+
Eθ
Er

[
1

r4
∂4F

∂θ4
− 1

r2
∂2F

∂r2
+

1

r3
∂F

∂r
+

2

r4
∂2F

∂θ2
+

+
1

Er

dEr
dr

(
1

r3
∂2F

∂θ2
+

1

r2
∂F

∂r

)]
+

+Eθ

{
∂2w

∂r2

(
1

r

∂w

∂r
+

1

r2
∂2w

∂θ2

)
−
[
∂

∂r

(
1

r

∂w

∂θ

)]2}
= 0.

(11)
Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿâèòü îáðàçîâàíèå ñêëàäîê, áóäåì èñêàòü ðå-øåíèå ñèñòåìû (8)�(11) â âèäå

w(r, θ) = w0(r) + wm(r) cosmθ,

F (r, θ) = F0(r) + Fm(r) cosmθ,

ϕ(r, θ) = ϕ0(r) + ϕm(r) cosmθ,

ψ(r, θ) = ψm(r) sinmθ,

(12)ãäå m � ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, ôóíêöèè ñ èíäåê-ñîì 0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñåñèììåòðè÷íóþ (äîêðèòè÷åñêóþ) ñî-ñòàâëÿþùóþ ðåøåíèÿ, à ôóíêöèè ñ èíäåêñîì m � íåñèììåòðè÷-íóþ.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ïî ôîðìóëàì
ρ =

r

a
, w∗ =

w

h
, F ∗ =

F

h3Er
, P ∗ =

6Pa2

h2Er
, h∗ =

h

a
, (13)

λ1 =
Er
G1

, λ2 =
Eθ
G2

, K =
Eθ
Er

, (14)
Er(r) = Er f

( r
a

)
, Eθ(r) = Eθ f

( r
a

)
. (15)



78 Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. ÊðûëîâàÁóäåì îïóñêàòü ñèìâîë * â äàëüíåéøåì.Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (8)�(11) ðàñïàäàåòñÿ íàäâå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (13)�(15) ñèñòåìà îò-íîñèòåëüíî ôóíêöèé wm(r), Fm(r), ϕm(r), ψm(r) ïðèíèìàåò ñëå-äóþùèé âèä:
1

12

[
d

dρ
(ρϕm) +mψm

]
+
d2F0

dρ2
dwm
dρ

+
dF0

dρ

d2wm
dρ2

−

−m
2wm
ρ

d2F0

dρ2
+
dFm
dρ

d2w0

dρ2
− m2Fm

ρ

d2w0

dρ2
+
dw0

dρ

d2Fm
dρ2

= 0,

(16)
d3wm
dρ3

+
1

ρ

d2wm
dρ2

+
m2 (νθ + 2βr)

ρ2

(
wm
ρ

− dwm
dρ

)
−

−K
ρ2

(
dwm
dρ

− m2

ρ
wm

)
+

1

f

df

dρ

(
d2wm
dρ2

+
νθ
ρ

dwm
dρ

− m2νθ
ρ2

wm

)
−

−λ1
h2

10

[
d2ϕm
dρ2

+
1

ρ

dϕm
dρ

− Kϕm
ρ2

− m2βr
ρ2

ϕm+

+
1

f

df

dρ

(
dϕm
dρ

+
νθϕm
ρ

)]
+
ϕm(1 − νrνθ)

f
−

−λ2
h2

10

[
m (νθ + βr)

ρ

dψm
dρ

−m (K + βr)

ρ2
ψm +

1

f

df

dρ

mνθ
ρ
ψm

]
= 0,

(17)
m3

ρ2
wm − m

ρ

dwm
dρ

−m (νr + 2βθ)
d2wm
dρ2

+
ρψm (1− νrνθ)

f
+

+λ1
h2

10

[
m (νr + βθ)

dϕm
dρ

+
m(1 + βθ)

ρ
ϕm

]
+

+λ2
h2

10

[
m2

ρ
ψm − βθ

(
ρ
d2ψm
dρ2

+
dψm
dρ

− ψm
ρ

)]
= 0,

(18)
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d4Fm
dρ4

−m2

(
Eθ f

G
− 2νθ

)(
1

ρ2
d2Fm
dρ2

− 1

ρ3
dFm
dρ

+
1

ρ4
Fm

)
+

+
2

ρ

d3Fm
dρ3

− 1

f

df

dρ

(
d3Fm
dρ3

− 1

ρ

d2Fm
dρ2

+
m2νθ
ρ2

dFm
dρ

− m2νθ
ρ3

Fm

)
−

−K
[
1

ρ2
d2Fm
dρ2

− 1

ρ3
dFm
dρ

− m2
(
m2 − 2

)

ρ4
Fm−

− 1

f

df

dρ

(
1

ρ2
dFm
dρ

− m2

ρ3
Fm

)]
+

+
Kf

ρ

(
dw0

dρ

d2wm
dρ2

+
dwm
dρ

d2w0

dρ2
− m2

ρ

d2w0

dρ2
wm

)
= 0.

(19)
Ôóíêöèè w0, F0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîéçàäà÷è, óðàâíåíèÿ êîòîðîé ïðèâåäåíû íèæå.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû èìåþò âèä
ρ = 1 : wm = 0, w′

m = −hϕm
8

, Trm = 0, Srθm = 0;

ρ = 0 : w′
m = 0, F ′

m = 0, ϕ′
m = 0, ψ′

m = 0.
(20)Äàâëåíèå, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñè-ñòåìû (16)�(19) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (20), ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷å-ñêèì äàâëåíèåì.Îáîçíà÷èì

w = w0, F = F0, ( )′ =
d

dρ
( ). (21)Áåçðàçìåðíàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ îñåñèììåòðè÷íîå äîêðè-òè÷åñêîå ñîñòîÿíèå íåîäíîðîäíîé êðóãëîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû,èìååò âèä
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(22)
ãäå

λ = λ1 =
Er
G′
, K =

Eθ
Er

. (23)Ïàðàìåòðû (23) õàðàêòåðèçóþò ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ïëàñòèíû.Âëèÿíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ,K íà âåëè÷èíó ïðîãèáà áóäåò èñ-ñëåäîâàòüñÿ äàëåå.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé w(ρ) è F (ρ) ñîîòâåòñòâóþòââåäåííûì â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäïîëîæåíèÿì è ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ [22]:
ρ = 1 : w = 0, w′ = −λP

8
, F ′ = 0;

ρ = 0 : w′ = 0, F ′ = 0.
(24)4. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèèÀìáàðöóìÿíà è ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèèÑèñòåìà (22) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (24) ðåøàëàñü ìåòîäîìêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) ñðåäñòâàìè ïàêåòà Mathematica. Ïðî-âîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî íåëèíåéíîé è ëèíåé-íîé òåîðèÿì Àìáàðöóìÿíà. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ λ, K,



Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ... 81âåëè÷èíû äàâëåíèÿ è ôóíêöèè f íà ýòè ðåøåíèÿ. Íî ñíà÷àëà ïî-êàæåì, êàê ëèíåéíàÿ òåîðèÿ Àìáàðöóìÿíà ìîæåò óòî÷íÿòü êëàñ-ñè÷åñêóþ òåîðèþ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû. Íàé-äåííûå âåëè÷èíû âåçäå ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè.Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû (25), (26) äëÿ ïðîãèáà îä-íîðîäíîé ïëàñòèíû. Ôîðìóëà (25) îïèñûâàåò ïðîãèá ñîãëàñíî êëàñ-ñè÷åñêîé òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê, ôîðìóëà (26) ïîëó÷åíàÑ. À. Àìáàðöóìÿíîì
wcl

P
=

(1− ν2)(1 − ρ2)2

32h2
, h� 1, (25)

wA

P
=
wcl

P
+
λ(1 − ρ2)

16
. (26)Äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (26) ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñïåðâûì ñëàãàåìûì, íî îíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì λ òàê, ÷òî ìîæåòñòàòü ïîðÿäêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî è äàæå áîëüøå íåãî. Âåëè÷èíà

λ îïðåäåëåíà â (23). Â ñëó÷àå ñèëüíîé àíèçîòðîïèè, êîòîðûé ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ â íàøåé çàäà÷å, âåëè÷èíà G′ ïîëàãàåòñÿ ìàëîé, è ÷åììåíüøå ýòà âåëè÷èíà, òåì áîëüøå îòíîøåíèå λ.Íà ðèñ. 2 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ïî ôîðìóëàì (25), (26). Âèäíî, ÷òîñ ðîñòîì λ ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè P óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîãèá w(ρ),ïîëó÷åííûé ïî òåîðèè Àìáàðöóìÿíà, à ðàçíèöà ìåæäó çíà÷åíèåìýòîãî ïðîãèáà è ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè,ñòàíîâèòñÿ âñå áîëüøå.Ôîðìóëà (25) ïîêàçûâàåò, ÷òî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïàðàìåòð
λ íå ó÷èòûâàåòñÿ.5. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ëèíåéíîéè íåëèíåéíîé òåîðèé Àìáàðöóìÿíà. ÂëèÿíèåàíèçîòðîïèèÁóäåì ñ÷èòàòü ïðîãèá áîëüøèì, åñëè åãî âåëè÷èíà èìååò ïîðÿ-äîê òîëùèíû ïëàñòèíû, òî åñòü áåçðàçìåðíûé ïðîãèá w(ρ) áîëüøååäèíèöû. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè P > 0, 9 ïðîãèá w(0) èìååòïîðÿäîê åäèíèöû. Ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíóþ îäíî-ðîäíóþ ïëàñòèíó ïîä äåéñòâèåì áåçðàçìåðíîãî äàâëåíèÿ P = 0, 9.Èññëåäóåì âëèÿíèå ïàðàìåòðà λ íà w(ρ). Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, ïðè
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Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ëèíåé-íîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè è ëèíåéíîé òåîðèè Àìáàðöóìÿíà ïðè óâå-ëè÷åíèè ïàðàìåòðà λíåáîëüøîì λ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåî-ðèè Àìáàðöóìÿíà, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Íî ïðè óâåëè÷åíèè λ â20 ðàç, òî åñòü ïðè óìåíüøåíèè ìîäóëÿ G′ â 20 ðàç, íåëèíåéíàÿ òåî-ðèÿ äàåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ âåëè÷èíó ïðîãèáà. Òàêèì îáðàçîì,ñòàíîâèòñÿ âèäíî, ÷òî ïðè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ïëàñòèíû è äåé-ñòâèÿ áîëüøîé íàãðóçêè, ïðèâîäÿùåé ê ïîÿâëåíèþ ïðîãèáà ïîðÿä-êà òîëùèíû ïëàñòèíû, ëèíåéíàÿ òåîðèÿ íåïðèìåíèìà äëÿ ðàñ÷åòàäîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû.Èçó÷èì âëèÿíèå ïàðàìåòðà K, îïðåäåëåííîãî â (23), íà ïðî-ãèá ïëàñòèíû. Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-âåðñàëüíî èçîòðîïíîé, òî åñòü Eθ = Er, K = 1, è ñëó÷àè, êîãäà
Eθ > Er, Eθ < Er, òî åñòü ïëàñòèíà îáëàäàåò îðòîòðîïèåé. Ðàñ-ñìîòðèì òàêæå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè äåéñòâèè áåçðàçìåðíîé íà-ãðóçêè P = 0, 2, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ w(ρ) < 1, à òàêæå ïðè P = 0, 9,êîãäà w(ρ) ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì. Ïóñòü λ ïðè ýòîì áóäåò óâåëè÷åíâ 10 ðàç.Íà ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ïðè äåéñòâèè ìåíüøåãî äàâëåíèÿ ïðî-ãèá, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèé, äëÿòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ, à óâå-ëè÷åíèå K â äâà ðàçà äàåò íåáîëüøóþ ðàçíèöó ìåæäó ïðîãèáàìè,ïîñ÷èòàííûìè ïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿì. Èç ãðàôèêà âèä-íî, ÷òî ïðè P = 0, 9 ïðîãèá ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì, è ëèíåéíàÿ òåîðèÿ
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Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé ïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿì ïðèóâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà λ
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1.5

2.0

w ρ)  !" # $ % & # ' & ( ) * # + , % )
1 0.2- % & # ' & ( ) * # + , % )
1 0.2

1 . / 0
1 . / 0
2 0.2

2 0.2

2 . / 0
2 . / 0Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé ïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿì ïðèóâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà Êäàåò çíà÷èòåëüíî óâåëè÷åííîå çíà÷åíèå ïðîãèáà. Ïðè óâåëè÷åíèè

K â äâà ðàçà íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé, äàåò ìåíü-øóþ âåëè÷èíó ïðîãèáà, ÷åì â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîéïëàñòèíû.Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà K ëèíåéíàÿ òåîðèÿ òàêæå ïîêàçû-âàåò îøèáî÷íûé ðåçóëüòàò. Óâèäåòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò ïàðà-ìåòðà K äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà P = 0, 2 è P = 0, 9, ìîæíî íà ðèñ. 5.
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0.5 ? @ AÐèñ. 5. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé ïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿì ïðèóìåíüøåíèè ïàðàìåòðà Ê6. Âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòèÈçâåñòíî, ÷òî ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâàîáëàäàåò ìåõàíè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþ [4]. Ðàññìîòðèì ïëàñòè-íó ïðè K = 1, λ = 28. Áóäåì ñðàâíèâàòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûåïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèè äëÿ îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîéïëàñòèíû. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ìîäóëè óïðóãîñòè Eθè Er íå çàâèñÿò îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû è f(ρ) = 1. Äëÿ íåîäíî-ðîäíîé ïëàñòèíû çàäàäèì ìîäóëè óïðóãîñòè Eθ è Er óáûâàþùåéîò öåíòðà ôóíêöèåé f(ρ) = exp {−4ρ}.Ãðàôèêè íà ðèñ. 6 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íåáîëüøîì äàâëåíèè

P = 0, 1, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ w(ρ) < 1, ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïîëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèè äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû, è ðåøå-íèå, ïîëó÷åííîå ïî íåëèíåéíîé òåîðèè äëÿ íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû,ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû. Ëèíåéíàÿ æå òåîðèÿ â ñëó÷àå íåîäíî-ðîäíîñòè äàåò óâåëè÷åííóþ âåëè÷èíó ïðîãèáà. Â ñëó÷àå, êîãäà íà-ãðóçêà P = 0, 9, ïðîãèá çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ, ïðè ýòîì ó÷åòíåîäíîðîäíîñòè óâåëè÷èâàåò ïîãðåøíîñòü ëèíåéíîé òåîðèè.Íà ðèñ. 6 òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, êàê îòëè÷àåòñÿ ôîðìà ïðîãè-áà îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ïëàñòèí. Ñ ðîñòîì íåîäíîðîäíîñòèôîðìà ïðîãèáà ïëàñòèíû íà÷èíàåò ïîõîäèòü íà ïåðåâåðíóòóþ ëà-òèíñêóþ áóêâó U , â ñâÿçè ñ ÷åì òàêóþ ôîðìó â îôòàëüìîëîãèèïðèíÿòî íàçûâàòü ¾U-Shape¿ (ðèñ. 7).
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0.1Ðèñ. 6. Âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè ïëàñòèíû íà âåëè÷èíó è ôîðìóïðîãèáà, ïîëó÷åííîãî ïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿì
Ðèñ. 7. Ðåøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà ïîä äåé-ñòâèåì äàâëåíèÿ. Ìîäèôèöèðîâàíî èç [26]Äàëåå äëÿ àíàëèçà âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ïëàñòèíû â íåîñåñèì-ìåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå áóäåò èññëåäîâàíà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íà-ïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè êðàÿ ïëàñòèíû.7. Îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèéÂîçìîæíîñòü ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâ-íîâåñèÿ ïëàñòèíû ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèéâ îêðåñòíîñòè êðàÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè ðàñòåò èíòåíñèâíîñòüîêðóæíûõ óñèëèé Tθ, ââåäåííûõ â (6), è îäíîâðåìåííî ñóæàåòñÿçîíà, â êîòîðîé îíè ïîÿâëÿþòñÿ è âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ïðåä-ïîñûëêè äëÿ ïåðåõîäà â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå [7].



86 Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. ÊðûëîâàÂ ðàáîòå [25] èññëåäîâàíà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèéäëÿ îäíîðîäíîãî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêî-ãî ñåãìåíòà. Ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïî-ñ÷èòàííàÿ ïî òåîðèè Àìáàðöóìÿíà, óæå, ÷åì îáëàñòü îòðèöàòåëü-íûõ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííàÿ ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Áûëî òàêæåâûÿâëåíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà λ îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõóñèëèé Tθ ñóæàåòñÿ.Ðàññìîòðèì îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé Tθ äëÿ îäíî-ðîäíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû. Ïóñòü λ = 28, P = 0, 9. Íà ðèñ. 8ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòèêðàÿ ñ óâåëè÷åíèåì K ñóæàåòñÿ. Êàê îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ [20, 21],ýòî, âåðîÿòíî, îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì ñóùåñòâåííåå Eθ ïðåâîñõîäèò Er,òåì ðàíüøå ïðîèçîéäåò ïåðåõîä ïëàñòèíû â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñî-ñòîÿíèå.
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Ðèñ. 8. Ãðàôèê îêðóæíûõ óñèëèé â êðóïíîì ìàñøòàáå. Ñðàâíåíèåâåëè÷èíû îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ïà-ðàìåòðà K



Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ... 878. Óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìûðàâíîâåñèÿÊàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è ðàç-ðåøèìîñòü êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáî-ëî÷åê äîêàçàíà â ðàáîòàõ [8, 9, 10].Óñòîé÷èâîñòü íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû è óñòîé÷èâîñòü àíèçîòðîï-íîé ïëàñòèíû èññëåäîâàíà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ïîêàçà-íî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ïëàñòèíà ïåðåõîäèò â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòî-ÿíèå ñ îáðàçîâàíèåì 14 âîëí ïî êðàþ ïëàñòèíû [7].Â ðàáîòàõ [19, 20, 21] èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷-íîãî ðàâíîâåñèÿ êðóãëîé ïëàñòèíû, íàãðóæåííîé ðàñïðåäåëåííîéíàãðóçêîé è çàêðåïëåííîé ïî òèïó ñêîëüçÿùåé çàäåëêè ñ ïîìîùüþìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ñâîåé ðàáîòå àâòîðû óïîìèíàþòòîëüêî ðåøåíèå çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè íåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèéó ñèììåòðè÷íî çàãðóæåííîé ïëàñòèíû, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [6] èÿâëÿþùååñÿ íåòî÷íûì. Òåì íå ìåíåå â ðàáîòàõ [19, 20, 21] àâòî-ðû ïîêàçàëè ÷òî áèôóðêàöèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ ïðîèñ-õîäèò ñ îáðàçîâàíèåì 13 âîëí ïî êðàþ ïëàñòèíû. Òàêîå ðåøåíèåî÷åíü áëèçêî ê ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó â ðàáîòàõ [7, 15, 16, 17], òàêêàê çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûì÷èñëàì 13, 14 è 15, î÷åíü áëèçêè [18]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ñäå-ëàòü âûâîä, ÷òî èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîìêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äîñòàòî÷íî òî÷íî. Êàê ïîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòå[18], ðåøåíèå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ áîëåå òî÷-íûì, åñëè óæå èçâåñòíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíà ïîòåðÿ îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿêðóãëîé ïëàñòèíû ñî ñêîëüçÿùåé çàäåëêîé ñ îáðàçîâàíèåì 14 âîëí.Â íàøåé ðàáîòå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äåôîðìà-öèþ íåîäíîðîäíîé êðóãëîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ òåî-ðèè Àìáàðöóìÿíà. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (8)�(11). Ïîëó÷åí-íàÿ ñèñòåìà (8)�(11) èìååò ÷åòûðå óðàâíåíèÿ è ÷åòûðå íåèçâåñòíûåôóíêöèè. Ïîñëå ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì è ðàçäåëåíèÿïåðåìåííûõ ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ (16)�(19) îòíîñèòåëüíî íåñèììåò-ðè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèÿ wm(r), Fm(r), ϕm(r), ψm(r), îïè-ñûâàþùèå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïîñëå ïåðåõîäà â íåîñåñèììåòðè÷íîåñîñòîÿíèå.
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Ðèñ. 9. Ïîòåðÿ îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ êðóãëîé ïëà-ñòèíû ñî ñêîëüçÿùåé çàäåëêîé (m = 14). Ìîäèôèöèðîâàíî èç [18]Îáîçíà÷èì çà Pm íàãðóçêó, ïðè êîòîðîé äëÿ çàäàííîãî ÷èñ-ëà âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè m ñóùåñòâóþò îòëè÷íûå îò íó-ëÿ ôóíêöèè wm(r), Fm(r), ϕm(r), ψm(r), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîò-íîøåíèÿì (16)�(19). Ïîä êðèòè÷åñêîé íàãðóçêîé áóäåì ïîíèìàòü
Pcr = min

m
Pm.Ðåøåíèå óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè îïèñàííûì â íàøåéðàáîòå ìåòîäîì ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè îòíîøåíèÿ Eθ/Er÷èñëî âîëí ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ, êàê è ïðè óìåíü-øåíèè ê êðàþ ðàäèàëüíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíîéïëàñòèíû [15, 17].Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè îñå-ñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ â ðàìêàõ òåîðèè Àìáàðöóìÿíàðàçíûìè ìåòîäàìè � ÷èñëåííûì, àñèìïòîòè÷åñêèì, ìåòîäîì êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îæèäàåòñÿ, ÷òî êà÷åñòâåííî ðåçóëüòàòû áóäóòáëèçêè ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â îïèñàííûõ âûøå ðàáîòàõ. Êàêáûëî ïîêàçàíî ïðè èññëåäîâàíèè äîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, òåî-ðèÿ Àìáàðöóìÿíà äàåò áîëüøóþ âåëè÷èíó ïðîãèáà â ñðàâíåíèè ñêëàññè÷åñêîé òåîðèåé, à òàêæå áîëåå óçêóþ îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ



Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ... 89íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè êðàÿ ïëàñòèíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âåëè÷èíàêðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïîëó÷åííàÿ â ðàìêàõ òåîðèè Àìáàðöóìÿíà,ìîæåò áûòü íèæå, ÷åì âåëè÷èíà íàãðóçêè, ïîñ÷èòàííàÿ ïî êëàññè-÷åñêîé òåîðèè.9. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äåôîðìà-öèþ íåîäíîðîäíîé êðóãëîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû íà îñíîâå ãè-ïîòåç Ñ. À. Àìáàðöóìÿíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîãèá, ïîëó÷àåìûé ïîòåîðèè Àìáàðöóìÿíà, èìååò áîëüøóþ âåëè÷èíó ïî ñðàâíåíèþ ñ ðå-çóëüòàòîì êëàññè÷åñêîé òåîðèè, à ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ïëàñòèíûìîæåò çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàòü ýòó ðàçíèöó. Ïðîèëëþñòðèðîâà-íà âàæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè, à òàêæå âëèÿíèåíåîäíîðîäíîñòè, âåëè÷èíû äàâëåíèÿ è ñòåïåíè àíèçîòðîïèè íà âå-ëè÷èíó ïðîãèáà. Èññëåäîâàíà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèéè âëèÿíèå ñòåïåíè îðòîòðîïèè íà åå ðàçìåð.Ëèòåðàòóðà1. Ëåõíèöêèé Ñ. Ã. Àíèçîòðîïíûå ïëàñòèíêè / Ñ. Ã. Ëåõíèöêèé. � Ì. � Ë.:Ãîñòåõèçäàò, 1947.2. Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè / Ñ. Ï. Òèìîøåíêî Ì. � Ë.:Ãîñòåõèçäàò, 1948.3. Ïåëåõ Á. Ë. Òåîðèÿ îáîëî÷åê ñ êîíå÷íîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ / Á. Ë.Ïåëåõ. � Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1973.4. Èîìäèíà Å. Í, Áàóýð Ñ.Ì., Êîòëÿð Ê.Å. Áèîìåõàíèêà ãëàçà: Òåîðåòè÷å-ñêèå àñïåêòû è êëèíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ / Å. Í. Èîìäèíà, Ñ. Ì. Áàóýð,Ê. Å. Êîòëÿð Ì.: Ðåàë Òàéì, 2015.5. Áóøíåëë Ä. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè è âûïó÷èâàíèå îáîëî÷åê � ëîâóøêàäëÿ ïðîåêòèðîâùèêîâ / Ä. Áóøíåëë // Ðàêåòíàÿ òåõíèêà è êîñìîíàâòè-êà. 1981. Ò. 19, � 10. � C. 93-154.6. Ïàíîâ Ä.Þ. Î ðàâíîâåñèè è ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïîëîãèõ îáîëî÷åê ïðèáîëüøèõ ïðîãèáàõ / Ä. Þ. Ïàíîâ, Â. È. Ôåîäîñüåâ � ÏÌÌ, 1948, Ò. 12.� Ñ. 389 � 406.7. Cheo L.S., Reiss E.L. Unsymmetric wrinkling of circular plates. Quart. Appl.Math. 1971. � 31. P. 75�91.



90 Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. Êðûëîâà8. Ìîðîçîâ Í. Ô. Åäèíñòâåííîñòü ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î áîëü-øèõ ïðîãèáàõ ñèììåòðè÷íî çàãðóæåííîé êðóãëîé ïëàñòèíû. Äîêë. ÀÍÑÑÑÐ, 1958. Ò. 123,� � 3. Ñ. 417�419.9. Ìîðîçîâ Í.Ô. Ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè íåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ âçàäà÷å î áîëüøèõ ïðîãèáàõ êðóãëîé ïëàñòèíêè, çàãðóæåííîé ñèììåòðè÷-íîé íàãðóçêîé. Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì., 1961. � 2 � Ñ. 126�129.10. Ìîðîçîâ Í.Ô. Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå êðóãëîé ñèììåòðè÷íî ñæèìà-åìîé ïëàñòèíêè ïðè áîëüøîé êðàåâîé íàãðóçêå (äîêàçàòåëüñòâî ïîÿâëå-íèÿ ãîôðà). Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1962. � Ò. 147, � 6. � Ñ. 1318�1319.11. Coman C.D., Bassom A.P. Asymptotic limits and wrinkling patterns in apressurised shallow spherical cap. International Journal of Non-Linear Mecha-nics, 2016. Vol. 81. P. 8�18.12. Coman C.D. Asymmetric bifurcations in a pressurised circular thin plateunder initial tension. Mechanics Research Communications, 2013. Vol. 47.P. 11-17.13. Áàóýð Ñ. Ì. Âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ íà ïîÿâëåíèå íåñèììåòðè÷-íûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ ó êðóãëûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãîäàâëåíèÿ / Ñ. Ì. Áàóýð, Å. Á. Âîðîíêîâà // Æóðíàë Áåëîðóññêîãî ãî-ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Èíôîðìàòèêà, 2020, � 1. �C. 38-46.14. Bauer S.M., Voronkova E.B. Unsymmetrical buckling of orthotropic annularplates and spherical caps under internal pressure // Proceedings ofthe CompDyn 2019, Crete, Greece, 24-26 June 2019. Vol. 2. P. 3556-3562.URL: https://2019.compdyn.org15. Bauer S.M., Voronkova E.B.Unsymmetrical wrinkling of nonuniform annularplates and spherical caps under internal pressure. Recent developments inthe theory of shells. Advanced structured materials / eds H. Altenbach et al.Cham: Springer, 2019. Vol. 110. P. 79�89.16. Áàóýð Ñ.Ì. Î íåñèììåòðè÷íûõ ôîðìàõ ðàâíîâåñèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí ïîääåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ / Ñ. Ì. Áàóýð, Å. Á. Âîðîíêîâà, Í.Ô. Ìîðîçîâ // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà: ìåæäóíàðîäíûéíàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ñáîðíèê. Âûï. 27 / ïîä ðåä. À. Â. ×èãàðåâà. Ìèíñê:ÁÍÒÓ, 2012. � Ñ. 31�35.17. Bauer S.M., Voronkova E.B.On Buckling Behavior of Inhomogeneous ShallowSpherical Caps with Elastically Restrained Edge. In: Altenbach H., ChinchaladzeN., Kienzler R., Muller W. (eds) Analysis of Shells, Plates, and Beams.Advanced Structured Materials, vol 134, 65�74 (2020) Springer, Cham.https://doi.org/10.1007/978-3-030-47491-14.18. Áàóýð Ñ. Ì., Ê âîïðîñó î íåñèììåòðè÷íûõ ôîðìàõ ðàâíîâåñèÿ êðóã-ëûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ / Ñ. Ì. Áàóýð, Å. Á.Âîðîíêîâà, Á. Í. Ñåìåíîâ // Âåñòí. ÑÏá óí-òà. Ñåð. 3., 2022.



Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ... 9119. Ìàíóéëîâ Ã. À.Óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ êðóãëîé ïëà-ñòèíû ïðè áîëüøèõ ïðîãèáàõ. / Ã. À. Ìàíóéëîâ, Ñ. Á. Êîñèöûí, Ì. Ì.Áåãè÷åâ // International Journal for Computational Civil and StructuralEngineering, 2014. Vol. 10. � 1. P. 111�117.20. Ìàíóéëîâ Ã. À. Î êðèòè÷åñêèõ è ïîñëåêðèòè÷åñêèõ ðàâíîâåñèÿõ â çà-äà÷àõ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì / Ã. À. Ìàíóéëîâ, Ñ. Á. Êîñèöûí,Ì. Ì. Áåãè÷åâ // Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé èñîîðóæåíèé, 2015. � Ò. 5. � Ñ. 47�54.21. Ìàíóéëîâ Ã.À. Î âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèçíàêàõ ðàçëè÷èÿ êðèòè÷åñêèõ òî-÷åê íà êðèâîé ðàâíîâåñèé / Ã. À. Ìàíóéëîâ, Ñ. Á. Êîñèöûí, Ì. Ì.Áåãè÷åâ // International Journal for Computational Civil and StructuralEngineering, 2017. Vol. 13, � 2, P. 125�135.URL: https://doi.org/10.22337/2587-9618-2017-13-2-125-13522. Ambartsumyan S. A. Theory of Anisotropic Plates. Stamford: TechnomicPublishing Co., 1970.23. Àìáàðöóìÿí Ñ. À. Îáùàÿ òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê / Ñ. À. Àì-áàðöóìÿí. � Ì.: Íàóêà, 1974.24. Áàóýð Ñ.Ì. Îñíîâû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì./ Ñ. Ì. Áàóýð,Ë. À. Âåíàòîâñêàÿ, Å. Á. Âîðîíêîâà. � ÑÏá.: Èçä-âî Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà,2017. Ñ. 30 � 37.25. Áàóýð Ñ. Ì. Äåôîðìàöèÿ ïîëîãèõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ ïîä äåéñòâèåìâíóòðåííåãî äàâëåíèÿ / Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. Êðûëîâà // Òðóäû ñåìèíàðà¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2019-2020.� 2020.Ñ. 84�99.26. Quigley H.A., Addicks E.M. Chronic experimental glaucoma in primates.E�ect of extended intraocular pressure elevation on optic nerve head andaxional transport. Invest. Ophthalmol. Vis.Sci., 1980. � 2.



ÂÎÏÐÎÑÛ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈÂ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÁÀËËÈÑÒÈÊÈÄ. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. ÑìîëüíèêîâÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåðèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè áàëëèñòè÷åñêèõòðàåêòîðèé. Ïðèâîäèòñÿ èçëîæåíèå êëàññè÷åñêîé îïòèìèçàöèîííîé çà-äà÷è î ïîïàäàíèè â çàäàííóþ òî÷êó ñ ìèíèìàëüíîé íà÷àëüíîé ýíåðãè-åé. Ñòðîèòñÿ äâóõôàêòîðíûé êðèòåðèé, ñî÷åòàþùèé â ñâîåé ñòðóêòó-ðå ýíåðãåòè÷åñêèå è âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëåòà è ïîçâîëÿþùèéíàéòè íàèëó÷øèé êîìïðîìèññ ìåæäó íèìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèéîïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûé ñ òî÷íîñòüþ ïîïàäàíèÿ â öåëü. Äëÿ çàäà÷è îáîïòèìàëüíîì áðîñàíèè òî÷êè â ñðåäå ñ êâàäðàòè÷íûì ñîïðîòèâëåíèåìïî êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîé äàëüíîñòè ïîëåòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîïîñòàâ-ëåíèå èçâåñòíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãîàíàëèçà, ïðîâåäåííîãî íà îñíîâå òî÷íûõ ôîðìóë. Êðîìå òîãî, ðàññìàò-ðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîëåòå íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ñ öèêëîèäàëüíîãîòðàìïëèíà, èìåþùàÿ âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðûæêîâ íà ëûæàõ. Ïîëó-÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿ â íàãëÿäíîé ãðàôè÷åñêîé ôîð-ìå, è îíè èíòåðåñíû íå òîëüêî â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè, íî ìîãóòîêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè è ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.1. ÂâåäåíèåÎïòèìèçàöèè áàëëèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïî ðàçëè÷íûì êðèòå-ðèÿì ïîñâÿùåíû ìíîãèå òðóäû. Øèðîêî èçâåñòíà çàäà÷à Í. Òàð-òàëüè î ñòðåëüáå íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü, ðåøåííàÿ åùå â ñå-ðåäèíå XVI â. è ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç ïåðâûõ îïòèìèçàöèîííûõçàäà÷ ìåõàíèêè [1]. Åå ïðîñòåéøèì îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïîëåòå ñíàðÿäà, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòüïî îòíîøåíèþ ê íàêëîííîé ïëîñêîñòè [2]. Â ñòàòüå [3] ðàññìàòðè-âàåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ äàëüíîñòè ïîëåòà è ìèíèìèçàöèÿ íà÷àëüíîéñêîðîñòè ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî òðåíèÿ, à â ðàáîòå [4] ñòðîèòñÿ ïðè-áëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ ïîëåòà íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü â ñðåäåñ êâàäðàòè÷íûì ñîïðîòèâëåíèåì. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü è çàäà÷óîïòèìèçàöèè ñòðåëüáû â íüþòîíîâîì ïîëå òÿãîòåíèÿ, ãäå ìàêñèìè-çèðóåòñÿ äàëüíîñòü, îòñ÷èòûâàåìàÿ ïî ïîâåðõíîñòè Çåìëè [5].Äîêëàä íà ñåìèíàðå 6 ñåíòÿáðÿ 2022 ã.c© Ä. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâ, 2022.



Âîïðîñû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ áàëëèñòèêè 93Îäíàêî íåêîòîðûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõáàëëèñòèêè, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàññìîòðåíû åùå íå â ïîëíîìîáúåìå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëíèòü ýòè ïðîáåëûè ðàññìîòðåòü ðÿä çàäà÷ îïòèìèçàöèè áàëëèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,êîòîðûå èìåþò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.2. Ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé îïòèìèçàöèèÐàññìîòðèì ñíà÷àëà êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ñòðåëü-áå ïî çàäàííîé öåëè, êîãäà òðåáóåòñÿ èç òî÷êè A ïîïàñòü â çàäàí-íóþ òî÷êó B, ðàñïîëîæåííóþ íà ðàññòîÿíèè h = fix ïî âåðòèêàëèè íà ðàññòîÿíèè l = fix ïî ãîðèçîíòàëè îò òî÷êè A. Â êà÷åñòâåêðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè ïðèìåì ìèíèìèçàöèþ âåëè÷èíû íà÷àëüíîéýíåðãèè ñíàðÿäà (ìîäåëèðóåìîãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ìàññû m),êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó íà÷àëüíîé ñêîðîñòè
v0, òàê ÷òî v20 = min. Âàðüèðóåìîé âåëè÷èíîé â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿ-åòñÿ óãîë íàêëîíà ñòâîëà α (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèÿ ïîëåòàñíàðÿäà Ðèñ. 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-ïðåòàöèÿ ðåøåíèÿÈçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, áðîøåííîé ïîäóãëîì ê ãîðèçîíòó â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè
x = x0 + v0xt, y = y0 + v0yt−

gt2

2
, (1)



94 Ä. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâãäå x0, y0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷-êè A, à v0x = v0 cosα è v0y = v0 sinα � ïðîåêöèè âåêòîðà íà÷àëüíîéñêîðîñòè íà êîîðäèíàòíûå îñè. Åñëè ñîâìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàòñ òî÷êîé A, òî áóäåì èìåòü x0 = 0, y0 = 0. Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âôîðìóëû (1) êîîðäèíàòû êîíå÷íîé òî÷êè äâèæåíèÿ B, ò. å. x = l,
y = h, à òàêæå t = T , ãäå T � îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ ñíàðÿäà îò Aê B, íàõîäèì:

l = v0xT, h = v0yT − gT 2

2
. (2)Îïðåäåëÿÿ îòñþäà çíà÷åíèÿ v0x è v0y

v0x =
l

T
= v0 cosα, v0y =

h

T
+
gT

2
= v0 sinα, (3)çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè:

v20 = v20x + v20y =
l2 + h2

T 2
+ gh+

g2T 2

4
= min . (4)Âèäíî, ÷òî v20 → +∞ êàê ïðè T → 0, òàê è ïðè T → ∞. Ïîýòîìóäîëæíà ñóùåñòâîâàòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè v20 ïî T , êîòîðóþëåãêî îïðåäåëèòü:

d(v20)

dT
= −2

l2 + h2

T 3
+
g2T

2
= 0, T 2

∗ =
2

g

√
h2 + l2. (5)Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå T∗ â ôîðìóëû (3) è (4), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿäëÿ v0x∗, v0y∗ è v0∗ â îïòèìàëüíîì âàðèàíòå:

v20x∗ =
gl2

2
√
h2 + l2

, v20y∗ =
g
(
h+

√
h2 + l2

)2

2
√
h2 + l2

, v20∗ = g
(
h+

√
h2 + l2

)
.(6)Íàêîíåö îïòèìàëüíûé óãîë ñòðåëüáû α∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

tgα∗ =
v0y∗
v0x∗

=
h+

√
h2 + l2

l
= ρ+

√
ρ2 + 1, ρ =

h

l
. (7)Ïðè ρ = 0 (ò. å. ïðè h = 0) îòñþäà ïîëó÷àåì tgα∗ = 1, ò. å. α∗ = 45◦.Òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Í. Òàðòàëüåé, êîòîðûé ðàñ-ñìàòðèâàë çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè äàëüíîñòè ñòðåëüáû ïðè çàäàííîé



Âîïðîñû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ áàëëèñòèêè 95íà÷àëüíîé ýíåðãèè, ò. å. l = max, v20 = fix. Â ñàìîì äåëå, èç ôîðìóë(3) äëÿ ñëó÷àÿ h = 0 áóäåì èìåòü [6]:
T =

2v0 sinα

g
, l = v0 cosαT =

v20 sin 2α

g
.Îòñþäà âèäíî, ÷òî êàê çàäà÷à Òàðòàëüè, òàê è ðàññìîòðåííàÿ íà-ìè çàäà÷à v20 = min, l = fix ïðèâîäÿò ê òðåáîâàíèþ sin 2α = max,êîòîðîå è îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå α∗ = 45◦. Â îáùåì æåñëó÷àå â èñõîäíîé çàäà÷å î ïîïàäàíèè â çàäàííóþ òî÷êó B îïòè-ìàëüíîå çíà÷åíèå α∗ ñîãëàñíî (7) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ρ, è ïðè åãîðîñòå îíî òàêæå âîçðàñòàåò, ñòðåìÿñü ïðè ρ→ ∞ ê çíà÷åíèþ 90◦.Óñòàíîâèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ (7). Íå-òðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîïàäàíèÿ â òî÷êó B ñ íàèìåíüøåé íà÷àëü-íîé ýíåðãèåé íóæíî íàïðàâèòü ñòâîë â òî÷êó C òàê, ÷òî òðåóãîëü-íèê ABC áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðàâíîáåäðåííûì: AB = BC =

√
h2 + l2(ðèñ. 2). Ïðè ýòîì êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé ñêîðîñòè ñíàðÿäà

vTx∗ è vTy∗ â òî÷êå B áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ î÷åâèäíûìè ñîîòíîøå-íèÿìè
vTx∗ = v0x∗, vTy∗ = v0y∗ − gT∗. (8)Çàïèñûâàÿ òåïåðü âåêòîðû íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòè

v0∗ = v0x∗i+ v0y∗j, vT∗ = vTx∗i+ vTy∗j,âû÷èñëèì èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (8):
v0∗ · vT∗ = v0x∗vTx∗ + v0y∗vTy∗ = v20∗ − v0y∗gT∗.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (5) è (6), ïîëó÷èì, ÷òî v0∗ · vT∗ = 0, ò. å. âåêòî-ðû íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòè îðòîãîíàëüíû. Ýòî èíòåðåñíîåñâîéñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ è â áîëåå ñëîæíûõ áàëëèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.Îáùåé îñîáåííîñòüþ íàéäåííûõ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ÿâ-ëÿåòñÿ òî, ÷òî òî÷êà öåëè B âñåãäà îêàçûâàåòñÿ íà íèñõîäÿùåìó÷àñòêå òðàåêòîðèè. Â ñàìîì äåëå, âåðøèíà òðàåêòîðèè áóäåò ðàñ-ïîëàãàòüñÿ òàì, ãäå vy = 0, è ñíàðÿä äîñòèãíåò åå â ìîìåíò âðåìåíè

tv = v0y∗/g. Åñëè âû÷èñëèòü åãî ñ ó÷åòîì (6) è ïðèíÿòü âî âíèìà-íèå, ÷òî h < √
h2 + l2, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

tv =

√
1

2g

h+
√
h2 + l2

4
√
h2 + l2

<

√
2

g
4
√
h2 + l2 = T∗.



96 Ä. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. ÑìîëüíèêîâÎíî ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðøèíó ïàðàáîëû ñíàðÿä äîñòèãíåò ðàíüøå,÷åì òî÷êó B, ÷òî è äîêàçûâàåò ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå î åå ðàñïî-ëîæåíèè íà íèñõîäÿùåì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè.3. Ýíåðãî-âðåìåííîé êðèòåðèé îïòèìèçàöèèÐàññìîòðåííûé âûøå ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé v20 = min ÿâ-ëÿåòñÿ îäíîôàêòîðíûì. Îäíàêî íà ïðàêòèêå â çàäà÷àõ áàëëèñòèêèïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è óìåíüøåíèå âðåìåíè äâèæåíèÿ ñíà-ðÿäà T . Ïîñêîëüêó v20 ñîãëàñíî (4) çàâèñèò îò T , òî â ýòîé ñèòóàöèèöåëåñîîáðàçíî ñèíòåçèðîâàòü äâóõôàêòîðíûé ýíåðãî-âðåìåííîé êðè-òåðèé îïòèìèçàöèè J , êîòîðûé áóäåò îòðàæàòü âçàèìîñâÿçü äâóõóêàçàííûõ ôàêòîðîâ è ïîçâîëèò íàéòè íàèëó÷øèé îòíîñèòåëüíûéêîìïðîìèññ ìåæäó íèìè:
J = v20T =

l2 + h2

T
+ ghT +

g2T 3

4
= min . (9)Ïîäîáíûå ìóëüòèïëèêàòèâíûå êðèòåðèè óæå óñïåøíî çàðåêîìåíäî-âàëè ñåáÿ â ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè [7, 8].Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âíîâü J → +∞ êàê ïðè T → 0,òàê è ïðè T → ∞, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà êðèòåðèÿ J .Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ (9) ïî T è,ïðèðàâíÿâ åå íóëþ, ïîëó÷èì áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

dJ

dT
= − l

2 + h2

T 2
+ gh+

3g2T 2

4
= 0, 3g2T 4 + 4ghT 2 − 4(l2 + h2) = 0.Åãî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

T 2
∗∗ =

2

3g

(√
4h2 + 3l2 − h

)
, (10)ïîñëå ÷åãî èç (3) è (4) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

v20x∗∗ =
3gl2

2
(√

4h2 + 3l2 − h
) , v20y∗∗ =

g
(
2h+

√
4h2 + 3l2

)2

6
(√

4h2 + 3l2 − h
) ,

v20∗∗ =
g
(
12l2 + 8h2 + 4h

√
4h2 + 3l2

)

6
(√

4h2 + 3l2 − h
) .

(11)
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tgα∗∗ =

v0y∗∗
v0x∗∗

=
2h+

√
4h2 + 3l2

3l
=

2ρ+
√
4ρ2 + 3

3
, ρ =

h

l
. (12)Ïðè ρ = 0 (ò. å. ïðè h = 0) áóäåì èìåòü tgα∗∗ =

√
3/3, ò. å.

α∗∗ = 30◦. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè ýíåðãî-âðåìåííîãîêðèòåðèÿ îïòèìàëüíûé óãîë ñíèæàåòñÿ ñ 45◦ äî 30◦. Îöåíèì íàýòîì ïðîñòîì ïðèìåðå ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äâóõôàêòîð-íîãî êðèòåðèÿ. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí
T è v20 , ïîëó÷åííûå ïðè àíàëèçå ýíåðãåòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ñîãëàñíî(5) è (6) è ýíåðãî-âðåìåííîãî êðèòåðèÿ ñîãëàñíî (10) è (11):

T∗ =

√
2l

g
, v20∗ = gl, T∗∗ =

√
2l√
3g
, v20∗∗ =

2gl√
3
.Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïóòåì óâåëè÷åíèÿ íà÷àëüíîéýíåðãèè íà 15, 5 % óäàåòñÿ óìåíüøèòü âðåìÿ ïîëåòà íà 24 %, ò. å. âáîëüøåé ñòåïåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè. Ýòè ðåçóëü-òàòû äåìîíñòðèðóþò èñêîìûé íàèëó÷øèé êîìïðîìèññ è ïîäòâåð-æäàþò öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äâóõôàêòîðíîãî êðèòåðèÿîïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ î áàëëèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèÿõ.Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ, ëåãêî ïîêàçàòü íåïîñðåä-ñòâåííî, ÷òî óãîë α∗∗ âñåãäà ìåíüøå, ÷åì óãîë α∗ èç ôîðìóëû (7):

tgα∗∗ =
2h+

√
4h2 + 3l2

3l
<
h+

√
h2 + l2

l
= tgα∗.Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ óâåëè÷åíèåì íà÷àëüíîé ýíåðãèè, çà ñ÷åò ÷åãî èâîçìîæíî óìåíüøåíèå âðåìåíè ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõôàêòîðíîãîêðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âðåìÿ

T∗∗ âñåãäà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå çíà÷åíèÿ T∗ èç (5):
z∗∗ =

gT 2
∗∗

2
=

1

3

(√
4h2 + 3l2 − h

)
<
√
h2 + l2 =

gT 2
∗

2
= z∗, (13)ãäå äëÿ óäîáñòâà ââåäåí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð z = gT 2/2.Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíîãî ïî ýíåðãåòè÷åñêîìó êðè-òåðèþ óãëà α∗ ñîãëàñíî (7) è îïòèìàëüíîãî ïî ýíåðãî-âðåìåííîìóêðèòåðèþ óãëà α∗∗ ñîãëàñíî (12) îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ρ ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 3, ãäå óãëû äëÿ íàãëÿäíîñòè äàíû â ãðàäóñàõ.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé α∗ è α∗∗ îò ρÈç ñêàçàííîãî âûøå òàêæå âîçíèêàåò âîïðîñ, áóäåò ëè òî÷êà Bðàñïîëîæåíà íà íèñõîäÿùåì èëè íà âîñõîäÿùåì ó÷àñòêå ïàðàáîëè-÷åñêîé òðàåêòîðèè ñíàðÿäà. ×òîáû âûÿñíèòü ýòî, âû÷èñëèì âðåìÿïðîõîæäåíèÿ ñíàðÿäà ÷åðåç âåðøèíó ïàðàáîëû:
tv =

v0y∗∗
g

=
1√
6g

2h+
√
4h2 + 3l2√√

4h2 + 3l2 − h
. (14)Óñòàíîâèì, êîãäà òî÷êà B áóäåò ëåæàòü íà íèñõîäÿùåì ó÷àñòêå,ò. å. ðåøèì íåðàâåíñòâî tv < T∗∗ ñ ó÷åòîì ôîðìóë (10) è (14). Ïîñëåïðåîáðàçîâàíèé îíî ïðèâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó íåðàâåíñòâó h < l/2,îçíà÷àþùåìó, ÷òî òîëüêî äëÿ ýòîãî äèàïàçîíà âûñîò òî÷êà B áó-äåò ëåæàòü íà íèñõîäÿùåì ó÷àñòêå ïàðàáîëû. Åñòåñòâåííî, â ñëó-÷àå h > l/2 îíà áóäåò ëåæàòü íà âîñõîäÿùåì ó÷àñòêå ïàðàáîëû.Íàêîíåö åñëè h = l/2, òî òî÷êà B ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé ïàðàáîëû.4. Òî÷íîñòíîé êðèòåðèé îïòèìèçàöèèÎáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íàèáîëåå âàæíîãî äëÿ ïðàêòèêè êðè-òåðèÿ îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííîãî ñ òî÷íîñòüþ ñòðåëüáû ïî öåëè. Êàêèçâåñòíî, ôàêòè÷åñêè ñíàðÿä íèêîãäà íå ïîïàäàåò òî÷íî â òî÷êó

B, èìåÿ ðåçóëüòèðóþùèå ïîãðåøíîñòè ∆h è ∆l, îáóñëîâëåííûå íà-÷àëüíûìè ïîãðåøíîñòÿìè ∆v0x è ∆v0y èëè ýêâèâàëåíòíûìè èì



Âîïðîñû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ áàëëèñòèêè 99ïåðâè÷íûìè ïîãðåøíîñòÿìè ∆v0 è ∆α. Ñâÿçü ìåæäó íèìè ìîæ-íî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ôîðìóëû v0x = v0 cosα,
v0y = v0 sinα, îòêóäà áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
∆v0x = ∆v0 cosα−v0 sinα∆α, ∆v0y = ∆v0 sinα+v0 cosα∆α. (15)Îäíàêî ýòèõ äâóõ ïîãðåøíîñòåé íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî îïèñà-íèÿ ðåçóëüòèðóþùèõ ïîãðåøíîñòåé, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî çàäàòüåùå è ïîãðåøíîñòü ∆T . Òîãäà ñîãëàñíî (2) èìååì:

∆l = ∆v0xT + v0x∆T, ∆h = ∆v0yT + v0y∆T − gT∆T,èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèÿ (15):
∆l = T cosα∆v0 − Tv0 sinα∆α + v0 cosα∆T,

∆h = T sinα∆v0 + Tv0 cosα∆α + (v0 sinα− gT )∆T.Ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ óäîáíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
∆r = A∆q,ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ∆q = [∆v0,∆α,∆T ]

T � ñòîëáåö íà÷àëü-íûõ ïîãðåøíîñòåé, ∆r = [∆l,∆h]T � ñòîëáåö ðåçóëüòèðóþùèõ ïî-ãðåøíîñòåé, à ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé âèä:
A =

[
T cosα −Tv0 sinα v0 cosα
T sinα Tv0 cosα v0 sinα− gT

]
.Çàïèøåì òåïåðü êâàäðàò ìîäóëÿ ðåçóëüòèðóþùåé ïîãðåøíîñòè:

ρ2 = ∆l2 +∆h2 = ∆rT∆r = ∆qTATA∆q = ∆qTM∆q, (16)ãäå ìàòðèöà M = ATA èìååò âèä:
M =




T 2 0 Tv0 − gT 2 sinα

0 T 2v20 −gT 2v0 cosα

Tv0 − gT 2 sinα −gT 2v0 cosα v20 + g2T 2 − 2gTv0 sinα


 .Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïåðâè÷íûå ïîãðåøíîñòè ∆q íîðìèðî-âàíû íåêîòîðûì îãðàíè÷èòåëüíûì óñëîâèåì. Òàêèì óñëîâèåì ìî-æåò áûòü îãðàíè÷åíèå âèäà |∆qi| ≤ ∆qimax, êîãäà çîíîé ïåðâè÷íûõ



100 Ä. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâîøèáîê ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ïàðàëëåëåïèïåä (ðèñ. 4). Â ýòîì ñëó-÷àå âñå îøèáêè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äàëåå ñëåäóåò âîñïîëüçî-âàòüñÿ ïðèíöèïîì ãàðàíòèðîâàííîãî óñïåõà, ò. å. íàéòè íàèõóäøóþêîìáèíàöèþ ïîãðåøíîñòåé∆q (òàêóþ, äëÿ êîòîðîé âûðàæåíèå (16)áóäåò ïðèíèìàòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè ïðèíÿòûõ îãðàíè÷å-íèÿõ), ïîñëå ÷åãî îïðåäåëèòü äëÿ íåå íàèëó÷øèå ïàðàìåòðû çàäà-÷è. ßñíî, ÷òî â óêàçàííîì ñëó÷àå ìàêñèìóì ðåçóëüòèðóþùåé ïî-ãðåøíîñòè áóäåò äîñòèãàòüñÿ â îäíîé èç âåðøèí ïàðàëëåëåïèïå-äà, è äëÿ åå îòûñêàíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè (16) íà ïîâåðõíîñòèïàðàëëåëåïèïåäà. Ïî ñóùåñòâó, ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîé.

Ðèñ. 4. Ïðîñòðàíñòâî íà÷àëüíûõ îøèáîêÄëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêè, îá-ðàòèìñÿ ê áîëåå ãëàäêîìó îãðàíè÷åíèþ, èñïîëüçóÿ âìåñòî ïàðàëëå-ëåïèïåäà ýëëèïñîèä ïåðâè÷íûõ îøèáîê. Çàäàäèì åãî ïîâåðõíîñòü,íà êîòîðîé è ñëåäóåò èñêàòü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ, óðàâíåíèåì
a∆v20 + b∆α2 + c∆T 2 = ∆qTR∆q = const, (17)ãäå ìàòðèöà R = diag{a, b, c} � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòûêîòîðîé a, b, c ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèìê çàäà÷å íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷å-íèé ρ2 èç (16) ïðè óñëîâèè ñâÿçè (17) ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

F = ∆qTM∆q − λ∆qTR∆q, (18)



Âîïðîñû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ áàëëèñòèêè 101ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Èç óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïîëó÷åííîéôóíêöèè (18) ìîæíî ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó:
∂F

∂∆q
= 0, (M − λR)∆q = 0. (19)Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñè-ñòåìû ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
det (M − λR) = 0.Ðàñêðûâàÿ ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü, ïðèõîäèì ïîñëå ðÿäà óïðî-ùåíèé ê ñëåäóþùåìó êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

λ3abc− λ2
[
T 2(acv20 + abg2 + bc)− 2abgTv0 sinα+ abv20

]
+

+λT 2
[(
cv20 + bg2 cos2 α+ ag2v20 sin

2 α
)
T 2−

−2Tgv30a sinα+ av40
]
= 0.

(20)Ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ λ = 0 ó ýòîãî óðàâíåíèÿ ôîðìàëüíî îáúÿñ-íÿåòñÿ òåì, ÷òî rank M = 2, à íå 3, ïîñêîëüêó rank A = 2, à,êàê èçâåñòíî èç ëèíåéíîé àëãåáðû, ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íåïðåâûøàåò ðàíãà êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé. Ôàêòè÷åñêè æå ýòîìóêîðíþ îòâå÷àåò òàêîé ñîáñòâåííûé âåêòîð ∆q, ÷òî ñîãëàñíî (19)
M∆q = 0, à ïîòîìó, èñõîäÿ èç (16), â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü
ρ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîìáèíàöèÿ íà÷àëüíûõîøèáîê ∆v0, ∆α, ∆T ïðè óñëîâèè (17), äëÿ êîòîðîé îòñóòñòâóåòðåçóëüòèðóþùàÿ ïîãðåøíîñòü, ò. å. äàæå ïðè îøèáî÷íîì çàïóñêåáóäåò èìåòü ìåñòî ïîïàäàíèå òî÷íî â öåëü.×òî æå êàñàåòñÿ íåíóëåâûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (20), àíàëèç êî-òîðûõ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, òî îíè íà-õîäÿòñÿ èç ñëåäóþùåãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:
λ2 − λ

[
T 2

(
1

a
+
v20
b

+
g2

c

)
− 2gT

c
v0 sinα+

v20
c

]
+

+T 2

[(
v20
ab

+
g2 cos2 α

ac

)
T 2 +

v20
bc

(v0 − gT sinα)2
]
= 0.

(21)Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ñòðåëüáû åãî êîðíè
λ1 è λ2 æåëàòåëüíî ìèíèìèçèðîâàòü, âàðüèðóÿ òàêèå ïàðàìåòðû,



102 Ä. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâêàê v0, α, T . Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ñîãëàñíî (3) è (4) îíèñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè
tgα =

1

l

(
h+

gT 2

2

)
, v20 =

1

T 2

[
l2 +

(
h+

gT 2

2

)2
]
. (22)Ýòè âûðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî α è v0 çàâèñÿò îò âðåìåíè T , ïî-ýòîìó êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (21) åñòü ôóíêöèè T , à ñëåäîâà-òåëüíî, è åãî êîðíè λ1 è λ2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè T . Îòñþäàè âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü îïòèìèçàöèè ýòèõ êîðíåé ïîñðåäñòâîìâàðüèðîâàíèÿ âðåìåíè T . Ïîñêîëüêó îáà êîðíÿ ñëåäóåò ìèíèìèçè-ðîâàòü, òî çäåñü åñòåñòâåííî âíîâü ñôîðìèðîâàòü äâóõôàêòîðíûéìóëüòèïëèêàòèâíûé êðèòåðèé îïòèìèçàöèè S = λ1λ2 = min. Ñî-ãëàñíî òåîðåìå Âèåòà, ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (21) ðàâåí èìåííîýòîìó ïðîèçâåäåíèþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äëÿ êðèòåðèÿ îïòèìè-çàöèè S ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

S = T 2

[(
v20
ab

+
g2 cos2 α

ac

)
T 2 +

v20
bc

(v0 − gT sinα)2
]
= min . (23)Èñïîëüçóÿ äàëåå ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå z = gT 2/2 âìåñòî T , âûðà-çèì S ÷åðåç z, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû (22). Âûïèøåì ñíà-÷àëà äëÿ óäîáñòâà ïðîìåæóòî÷íûå âûðàæåíèÿ, ïðèñóòñòâóþùèåâ ôîðìóëå (23):

cosα =
l√

l2 + (h+ z)2
, sinα =

h+ z√
l2 + (h+ z)2

,

v0 − gT sinα =

√
g

2z

l2 + h2 − z2√
l2 + (h+ z)2

.Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëà äëÿ êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè S ïðèìåò âèä
S =

2

gab
z
[
l2 + (h+ z)2

]
+

4l2

ac

z2

l2 + (h+ z)2
+

g

2bc

(z2 − l2 − h2)2

z
.(24)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êàê ïðè z → 0, òàê è ïðè z → ∞ áóäåìèìåòü S → +∞, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè S



Âîïðîñû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ áàëëèñòèêè 103íà èíòåðâàëå 0 < z <∞. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ dS/dz = 0,êîòîðîå ñ ó÷åòîì (24) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàåò âèä
2

gab

[
l2 + (h+ z)(h+ 3z)

]
+

8l2

ac

z
[
l2 + h(h+ z)

]

[l2 + (h+ z)2]
2 +

+
g

2bc

(z2 − l2 − h2)(3z2 + l2 + h2)

z2
= 0.

(25)Àíàëèçèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, âèäèì, ÷òî ïðè z → 0 åãî ëåâàÿ ÷àñòüñòðåìèòñÿ ê −∞, òîãäà êàê ïðè z =
√
l2 + h2 îíà ïîëîæèòåëüíà.Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé êîðåíü z∗∗∗ áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ â äèàïà-çîíå 0 < z∗∗∗ <

√
l2 + h2, ò. å. ñ ó÷åòîì (13) ïîëó÷àåì, ÷òî z∗∗∗ < z∗.Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ýòîãî êîðíÿ áóäåò çà-âèñåòü îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûõ â óðàâíåíèè (25).5. Ïîëåò íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü â ñðåäåñ êâàäðàòè÷íûì ñîïðîòèâëåíèåìÏåðåéäåì òåïåðü ê åùå îäíîé âàæíîé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðå-íèÿ çàäà÷å î ïîëåòå ñíàðÿäà íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ñ ó÷åòîìêâàäðàòè÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ óäîáíî ïåðåéòè îòäåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ñíàðÿäà x è y ê ïåðåìåííûì v (ñêîðîñòüñíàðÿäà) è θ (óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè ê îñè x) ïî ôîðìóëàì

ẋ = v cos θ, ẏ = v sin θ. (26)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåìF(v ) = bv
2 (ãäå b � äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò) è íàïðàâëåíà ïîêàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè ñíàðÿäà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ åãîäâèæåíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä [9]:

v̇ = −F (v)
m

− g sin θ = −βv2 − g sin θ, θ̇ = −g cos θ
v

, (27)ãäå β = b/m � ïðèâåäåííûé äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò. Äëÿ ïî-ëó÷åíèÿ êâàäðàòóð ðàçäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå (27) íà âòîðîå èïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ dv/dθ, ïðè ïîìîùè êîòîðîé âû÷èñëèì íåîá-õîäèìîå äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé âûðàæåíèå d(v cos θ)/dθ:
dv

dθ
=

βv3

g cos θ
+ v tg θ,

d(v cos θ)

dθ
=
dv

dθ
cos θ − v sin θ =

βv3

g
.



104 Ä. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. ÑìîëüíèêîâÎòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-ìè è ñðàçó ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî [10]:
d(v cos θ)

(v cos θ)3
=
β

g

dθ

cos3 θ
, − 1

2v2 cos2 θ
+C1 =

β

2g

(
sin θ

cos2 θ
+ ln

1 + sin θ

cos θ

)
,ãäå êîíñòàíòó C1 ñëåäóåò îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ v = v0 ïðè θ = α:

C1 =
1

2v20 cos
2 α

+
β

2g

(
sinα

cos2 α
+ ln

1 + sinα

cosα

)
.Ââîäÿ áåçðàçìåðíûé äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò ν = βv20/g, ïî-ëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ v(θ) â âèäå

v2 = v20f(θ),

f(θ) =
1

cos2 θ

cos2 α
+ ν

[
sinα

cos2 α
cos2 θ − sin θ + cos2 θ ln

(1 + sinα) cos θ

(1 + sin θ) cosα

] .(28)Òåïåðü èç ôîðìóë (26) ìîæíî ïîëó÷èòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
x =

t∫

0

v cos θdt, y =

t∫

0

v sin θdt, (29)ãäå îñòàåòñÿ âûðàçèòü dt ÷åðåç dθ ïîñðåäñòâîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ(27), à èìåííî: dt = −vdθ/(g cos θ). Â ðåçóëüòàòå èç (29) íàõîäèì
x = −1

g

θ∫

α

v2dθ, y = −1

g

θ∫

α

v2 tg θdθ. (30)Åñëè ïîäñòàâèòü ñþäà ÿâíóþ çàâèñèìîñòü v(θ) ñîãëàñíî (28), òî ïî-ëó÷èì èíòåãðàëû, êîòîðûå íå áåðóòñÿ â êîíå÷íîì âèäå, ïîýòîìóèõ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîëà-ãàÿ, ÷òî êîíå÷íîé òî÷êå òðàåêòîðèè ïîëåòà x = l, y = 0 îòâå÷àåòçíà÷åíèå óãëà θf , ïîëó÷èì èç (30) ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
l = −1

g

θf∫

α

v2dθ, 0 = −1

g

θf∫

α

v2 tg θdθ. (31)



Âîïðîñû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ áàëëèñòèêè 105Âòîðîå èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿîïðåäåëåíèÿ óãëà θf ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ α è ν. Ïîñëå íàõîæäå-íèÿ çàâèñèìîñòè θf = θf (α, ν) ñëåäóåò ìàêñèìèçèðîâàòü äàëüíîñòüïîëåòà l èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ (31), êîòîðîå óäîáíî ïåðåïèñàòü,ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíóþ äàëüíîñòü δ = gl/v20. Òàêèìîáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:
α∫

θf

f(θ) tg θdθ = 0, δ =

α∫

θf

f(θ)dθ = max, (32)êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøàòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â êîíå÷íîìñ÷åòå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ áåçðàçìåð-íîãî äèññèïàòèâíîãî ïàðàìåòðà ν îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëà α∗.Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüå [4] äëÿ çàäà÷è î ïîëåòå íà ìàêñèìàëüíóþäàëüíîñòü â ñðåäå ñ êâàäðàòè÷íûì ñîïðîòèâëåíèåì áûëî ïîñòðîå-íî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ïðèâå-äåííûõ âûøå èíòåãðàëîâ íà äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå. Ýòî ïîç-âîëèëî ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èòü äîâîëüíî íåñëîæíóþïðèáëèæåííóþ çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî óãëà α∗ îò êîýôôèöèåí-òà ν â ñëåäóþùåì íåÿâíîì âèäå:
tg2 α∗ +

ν sinα∗

4(1 + ν sinα∗)
=

1 + ν ln tg
(π
4
+
α∗

2

)

1 + ν
(
sinα∗ + ln tg

(π
4
+
α∗

2

)
cos2 α∗

) .(33)Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíèòü, íàñêîëüêî ýòî ïðèáëèæåííîå ðå-øåíèå ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ, ïðîâåäåííîìó íà îñíîâåòî÷íûõ ôîðìóë (28) è (32). Ñîïîñòàâëåíèå óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâäàíî íà ðèñ. 5, ïðè÷åì äëÿ íàãëÿäíîñòè óãëû ïðèâåäåíû â ãðàäóñàõ.Âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ν ýòè ðåçóëüòàòûõîðîøî ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, ÷òî îïðåäåëÿåò öåííîñòü ïðè-áëèæåííîãî ðåøåíèÿ (33). Îäíàêî ïðè ïîñòåïåííîì óâåëè÷åíèè νíà÷èíàåò îùóùàòüñÿ ðàñõîæäåíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè, ÷òî îáóñëîâ-ëåíî ïðèáëèæåííûì õàðàêòåðîì çàâèñèìîñòè (33). Â ýòîì ñëó÷àåäëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò îáðàùàòüñÿ ê ÷èñ-ëåííîìó àíàëèçó íà áàçå ïðèâåäåííûõ âûøå òî÷íûõ ôîðìóë.
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ α∗ îò ν6. Çàäà÷à î öèêëîèäàëüíîì òðàìïëèíåÂ çàâåðøåíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó, áîëåå ñëîæíóþ â ïëàíå ðàñ-÷åòíîé ñõåìû, à èìåííî ïîëåò ëûæíèêà (ìîäåëèðóåìîãî ìàòåðèàëü-íîé òî÷êîé) ñ öèêëîèäàëüíîãî òðàìïëèíà. Êàê èçâåñòíî, öèêëîè-äà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà [11]. Ïîëàãàÿ,÷òî ëûæíèê íà÷èíàåò äâèæåíèå èç òî÷êè A áåç íà÷àëüíîé ñêîðî-ñòè, îïðåäåëèì òàêóþ òî÷êó B íà öèêëîèäàëüíîì òðàìïëèíå, ñõîä ñêîòîðîé îáåñïå÷èâàåò ëûæíèêó ïîëåò íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü(ðèñ. 6). Ýòà çàäà÷à èíòåðåñíà òåì, ÷òî òî÷êà B áóäåò äîñòèãíóòàëûæíèêîì çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ, à çàòåì îí ïåðåéäåò â ðåæèì ïîëå-òà íà íàèáîëåå äëèííóþ äèñòàíöèþ, ò. å. â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷è ôàêòè÷åñêè ñòûêóþòñÿ äâå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è.Çàïèøåì óðàâíåíèå öèêëîèäû â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå:
x = a(ϕ− sinϕ), y = a(cosϕ− 1),ãäå ϕ � ïàðàìåòð, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûñòóïàåò óãîë ïîâîðîòà ïðî-èçâîäÿùåãî êðóãà, à a � ðàäèóñ ýòîãî êðóãà. Îïðåäåëèì ïðîåêöèèñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè åå ïîïàäàíèè â òî÷êó B:

ẋB =
√
ag(1− cosϕB), ẏB = −√

ag sinϕB, (34)
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Ðèñ. 6. Ïîëåò ëûæíèêà ñ öèêëîèäàëüíîãî òðàìïëèíàïðè÷åì çäåñü ó÷òåíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì äâèæåíèè èç èíòå-ãðàëà ýíåðãèè âûòåêàåò ϕ̇ =
√
g/a. Îòìåòèì, ÷òî äàëüíîñòü ïîëåòà

l â äàííîé çàäà÷å îòñ÷èòûâàåòñÿ îò òî÷êè ñõîäà B ñ öèêëîèäû äîìåñòà ïðèçåìëåíèÿ, óðîâåíü êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ ïîä íàèíèçøåéòî÷êîé öèêëîèäû íà ðàññòîÿíèè h îò íåå. Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûìèóðàâíåíèÿìè èç çàäà÷è î áàëëèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèÿõ, ïîëó÷èì:
ẋBT = l, ẏBT − gT 2

2
= −yB − 2a− h,ãäå T � âðåìÿ ïîëåòà. Èñêëþ÷àÿ åãî èç ýòèõ óðàâíåíèé è ïîäñòàâëÿÿâìåñòî ẋB è ẏB èõ âûðàæåíèÿ ñîãëàñíî (34), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî

yB = a(cosϕB − 1), ïðèäåì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ê ñëåäóþùåìóóðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíîé äàëüíîñòè ïîëåòà δ = l/a:
δ2 + 2δ sinϕB(1− cosϕB)− 2(1− cosϕB)

2 (cosϕB + 1 + β) = 0,ãäå òàêæå ââåäåí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð β = h/a. ßñíî, ÷òî öåëüþçàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ïî ϕB áîëüøåãî êîðíÿ ïîëó÷åííîãîêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Çàïèøåì äàëåå ýòîò êîðåíü:
δ =

[
− sinϕB +

√
sin2 ϕB + 2 (cosϕB + 1 + β)

]
(1 − cosϕB). (35)Äëÿ ïðîñòîãî ñëó÷àÿ β = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü íåñëîæíîå àíàëè-òè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Â ýòîé ñèòóàöèè áóäåì èìåòü:

δ = 4u
√
1− u

(√
u+

√
1 + u

)
, u = sin2

ϕB
2
, (36)



108 Ä. À. Ïåí÷èêîâ, À. Ñ. Ñìèðíîâ, Á. À. Ñìîëüíèêîâãäå ó÷òåíî, ÷òî cosϕB/2 < 0, ò. ê. 180◦ < ϕB < 360◦. Ïðèðàâíèâàÿíóëþ ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ (36) ïî u, ïîëó÷èì èððàöèîíàëüíîåóðàâíåíèå, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, à èìåííî:
(3 − 4u)

√
u+ u2 = 2(2u2 − 1), 8u3 − u2 − 9u+ 4 = 0.Åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïðåäñòàâëåííîãî êóáè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùèé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî èððàöèî-íàëüíîãî óðàâíåíèÿ, åñòü u∗ = 0, 7259, îòêóäà ϕB∗ = 243◦.Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè δ èç (35) â äèàïàçîíå

180◦ < ϕB < 360◦ ñëåäóåò îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ìå-òîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå â âèäåãðàôèêà çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ϕB∗ îò áåçðàçìåðíîãîïàðàìåòðà β, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 7, ãäå óãëû ïðèâåäåíûâ ãðàäóñàõ. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì β îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ϕB∗ïîñòåïåííî ïîíèæàåòñÿ, ïðè÷åì ïðè β → ∞ èìååì ϕB∗ → 180◦.

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ϕB∗ îò β7. Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ñòàòüå áûë ïîñòàâëåí è ðåøåí ðÿä äîñòàòî÷íî ðàç-íîîáðàçíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè áàëëèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ïðèýòîì áûëè èñïîëüçîâàíû êðèòåðèè, ñâÿçàííûå ñ äàëüíîñòüþ ïîëåòà,
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ÐÅÇÞÌÅ ÄÎÊËÀÄÎÂ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÕ Â ÑÁÎÐÍÈÊÏëàñòè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ ïðè èçãèáåáàëîê è ïëàñòèí çà ïðåäåëîì óïðóãîñòèÅ. À. Èâàíîâ, Ã. Â. ÏàâèëàéíåíÄîêëàä íà ñåìèíàðå 22 ìàðòà 2022 ã.Àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷èçãèáà ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ áàëîê, à òàêæå êðóãîâûõ ïëàñòèí èçñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ ýôôåêòîì ïëàñòè÷å-ñêîé àíèçîòðîïèè (ýôôåêòîì SD). Áàëêè è ïëàñòèíû íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâè-åì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ýô-ôåêòà SD íà íàðóøåíèå ñèììåòðèè â ðàçâèòèè ïëàñòè÷íîñòè ïðè èçãèáå çàïðåäåëîì óïðóãîñòè è ïðîâåäåíà îöåíêà èñêðèâëåíèÿ íåéòðàëüíîé îñè áàëêèè íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðå-øåíèé è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ â ïàêåòàõ ANSYSè COMSOL. Áåñêîíòàêòíûé çàõâàò è óäàëåíèåîáúåêòà êîñìè÷åñêîãî ìóñîðàñ ïîìîùüþ ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèèÈ. Ê. ÏàòåëüÄîêëàä íà ñåìèíàðå 1 ìàðòà 2022 ã.Àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü áåñêîíòàêòíîãî çàõâàòà ýëåêòðîïðîâîäÿùåãîîáúåêòà êîñìè÷åñêîãî ìóñîðà (ÎÊÌ) ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîé èí-äóêöèè íà îñíîâå çàêîíà èíäóêöèè Ôàðàäåÿ è çàêîíà Ëåíöà. Ðàññìîòðåíà âîç-ìîæíîñòü î÷èñòêè îêîëîçåìíîãî êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îò ìèëëèîíîâ ìå-òàëëè÷åñêèõ ÎÊÌ ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ ñ ìàãíèòíîé êàòóøêîé(òàêæå íàçûâàåìûõ êîëëåêòîðîâ). Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä àêòèâíîãî óäàëåíèÿìóñîðà îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè áåñêîíòàêòíûõ. Äëÿ çàõâàòà òÿæåëîãî ñïóòíèêàñ âûñîêîé îêîëîçåìíîé îðáèòû è ïîñëåäóþùåãî óâîäà åãî â çàäàííóþ òî÷êóíà íèçêîé îêîëîçåìíîé îðáèòå, ãäå îí ìîæåò áûòü áåçîïàñíî óäàëåí â àòìî-ñôåðó Çåìëè, åãî äâèæåíèå äîëæíî áûòü òî÷íî ïðåäñêàçàíî. Ñëåäîâàòåëüíî,íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå âîçìóùàþùèõ ñèë, òàêèõ êàê ñæàòèå Çåìëè. Âðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ âîçìóùåíèå, âûçâàííîå âòîðîé çîíàëü-íîé ãàðìîíèêîé ãåîïîòåíöèàëà J2. Ðåàëèçóåìîñòü ìåòîäà îáñóæäàåòñÿ íà îñíî-



Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèê 111âå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿè ðàçâèòèÿ ìåòîäà.Îñîáåííîñòè äåôîðìàöèîííîãî ïîâåäåíèÿñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþ ôîðìûÀ. Õ. ÃàáðèåëÿíÄîêëàä íà ñåìèíàðå 22 ôåâðàëÿ 2022 ã.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè äåôîðìàöèîííîãî ïîâåäåíèÿ ñïëà-âîâ ñ ïàìÿòüþ ôîðìû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ýôôåêòà ïñåâäîóïðó-ãîñòè ïðè èçîòåðìè÷åñêîé âûäåðæêå ïîä íàãðóçêîé, à òàêæå ýôôåêòà ñòàáè-ëèçàöèè ìàðòåíñèòà â çàêàëåííûõ îáðàçöàõ ñïëàâà Ti49Ni51. Ïîëó÷åí ðÿä ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî èçìåíåíèþ äåôîðìàöèè è òåìïåðàòóð ïåðåõîäîââ èññëåäóåìîì ñïëàâå. Ïîêàçàíî, ÷òî äåôîðìàöèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ â õîäå èçî-òåðìè÷åñêîé âûäåðæêè, è èçìåíåíèå ýòîé äåôîðìàöèè äîñòèãàåò íàñûùåíèÿ ñöèêëàìè. Âûäâèíóòà ãèïîòåçà î âëèÿíèè ïîâðåæäåííîñòè ãðàíèö íà ýôôåêòñòàáèëèçàöèè ìàðòåíñèòà.Ðàñ÷åò ðåëàêñàöèîííûõ ÷ëåíîââ çàäà÷àõ ïîóðîâíåâîé êèíåòèêèñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿÌ. À. ÁóøìàêîâàÄîêëàä íà ñåìèíàðå 9 íîÿáðÿ 2021 ã.Ðåëàêñàöèîííûå ÷ëåíû õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèå çàñåëåííîñòåé êîëåáàòåëü-íûõ óðîâíåé ìîëåêóë è êîíöåíòðàöèé àòîìîâ â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷íûõ âèäîâýíåðãîîáìåíà è õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñèñòåìûäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãàçà, îïè-ñûâàþùèõ òå÷åíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðåàãèðóþùèõ ñìåñåé ãàçîâ â óñëîâèÿõñèëüíîé êîëåáàòåëüíîé è õèìè÷åñêîé íåðàâíîâåñíîñòè. Îáû÷íûå ìåòîäû âû-÷èñëåíèÿ ðåëàêñàöèîííûõ ÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíî òðóäîåìêèìè, ïî-ñêîëüêó îíè ïðåäïîëàãàþò ìíîãîêðàòíîå ñóììèðîâàíèå, à òàêæå âû÷èñëåíèåáîëüøîãî ÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ ñêîðîñòè ïåðåõîäîâ êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè èõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Â ýòîé ðàáîòå îöåíèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü îöåíêè ðåëàêñà-öèîííûõ ÷ëåíîâ ìåòîäàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è ñðàâíèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòüäâóõ ìîäåëåé, îáó÷åííûõ íà âûáîðêàõ, ïîñ÷èòàííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ SSH èFHO, äëÿ ñëó÷àÿ ðåëàêñàöèè V T è V V â ñìåñè O2−O. Çàòåì ðåøåíèå íóëüìåð-íîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ML, ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðåøåíèåìñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ SSH è FHO. Ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì k-áëèæàéøèõ ñîñåäåéîáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øåå ñîîòíîøåíèå òî÷íîñòü/ýôôåêòèâíîñòü è ìîæåò áûòüðåêîìåíäîâàí äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ àëãîðèò-ìû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ìîæíî óìåíüøèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé.



112 Ðåçþìå äîêëàäîâ, íå âîøåäøèõ â ñáîðíèêÈññëåäîâàíèå çàäà÷è äèôðàêöèè ëó÷åâûì ìåòîäîìíà ïðèìåðå îòðàæåíèÿ ïëîñêîé âîëíûîò ïàðàáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòèÅ. Ï. ÍîñîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 12 îêòÿáðÿ 2021 ã.Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè ÿâëÿåòñÿ ëó÷åâîé ìåòîä,ñôîðìèðîâàâøèéñÿ â òåêóùåì ïðåäñòàâëåíèè â êîíöå ïðîøëîãî âåêà. Íà äàí-íûé ìîìåíò íåò îáùåé ôîðìóëû, îïèñûâàþùåé îòðàæåíèå âîëíû îò ïðîèçâîëü-íîé ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè, îäíèì èç êîòîðûõÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âíåøíåãî îòðàæåíèÿ îò ïàðàáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Öåëüþäàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå íàé-äåíû ïåðâûå äâà ÷ëåíà ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ îòðàæåííîéïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, îáëàäàþùåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, íàé-äåíû àñèìïòîòèêè è íåâÿçêà. Äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ìíîãèõ çàäà÷äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü äàåò ïåðâûé ÷ëåí ôîðìàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.Äâèæåíèå äèíàìè÷åñêè íåñáàëàíñèðîâàííîãîãîðèçîíòàëüíîãî ðîòîðà â ãðàâèòàöèîííîì ïîëåÑ. Î. ÁîíäàðåíêîÄîêëàä íà ñåìèíàðå 5 îêòÿáðÿ 2021 ã.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå äèíàìè÷åñêè íåñáàëàíñèðîâàííîãîðîòîðà â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ äâóõìîäåëåé ðîòîðà: îäíà ñ äâóõïëîñêîñòíûì øàðîâûì àâòîáàëàíñèðîâî÷íûì óñòðîé-ñòâîì, äðóãàÿ áåç íåãî. Ïî óïðîùåííûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ïîñòðîåíû äâå ìî-äåëè ðîòîðîâ â MATLAB Simulink äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Âûâåäåíû àíàëè-òè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóä ïðåöåññèé ñ ó÷åòîì ñèëû òÿæåñòè ïðè ïîñòî-ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ðîòîðà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ èàíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.



ÎÁ ÀÂÒÎÐÀÕÁàóýð Ñâåòëàíà Ìèõàéëîâíà�äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðî-ôåññîð ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêî-ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: áèî-ìåõàíèêà, ìåõàíèêà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-äåëèðîâàíèå. E-mail: s_bauer@mail.ru.Áîíäàðåíêî Ñåðãåé Îëåãîâè÷ � ñòóäåíò ìàãèñòðàòóðû êà-ôåäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè-÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-âåðñèòåòà. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: äèíàìèêa íåóðàâíîâåøåí-íîãî ðîòîðà, øàðîâîå àâòîáàëàíñèðîâî÷íîå óñòðîéñòâî. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � äîö. À. Ñ. Êîâà÷åâ.E-mail: st062459@student.spbu.ru.Áóðüÿí Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷�àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé ãåî-ìåòðèè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðã-ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ:àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ìíîãîîá-ðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîö. Â. Ñ. Êàëü-íèöêèé. E-mail: burianserg@yandex.ru.Áóøìàêîâà Ìàðèÿ Àíäðååâíà � ñòóäåíòêà ìàãèñòðàòóðûêàôåäðû ãèäðîàýðîìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòå-òà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � ïðîô. Å. Â. Êóñòîâà.E-mail: st063874@student.spbu.ru.Ãàáðèåëÿí Àðòóð Õà÷àòóðîâè÷ � ñòóäåíò ìàãèñòðàòóðû êà-ôåäðû òåîðèè óïðóãîñòè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòàÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îáëàñòü íà-ó÷íûõ èíòåðåñîâ: äåôîðìàöèîííîå ïîâåäåíèå ñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþôîðìû. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ä.ô-ì.í Ñ. Ï. Áåëÿåâ.E-mail: st063878@student.spbu.ru.
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SUMMARIESBurian S. N. Branch points of hinge mechanisms with anadded pendulum.A model of the occurrence of branch points (or singular points)in the con�guration space of a �at hinge mechanism is considered.The branch points occur by adding a double pendulum with specialrod lengths. The di�erence of lengths is equal to the minimum ormaximum distance between the two vertices of the hinge mechanismwithout singularities. In this case, the con�guration space near thebranch point could be represented as a union of two smooth curveswhich can intersect with the non-zero angle or have tangency. Thisapproach is considered on the examples of singular pendulum andDarboux mechanism. In addition, the accelerations of the singular pen-dulum with �rst-order tangency singularity are studied. It is shown thatin the case of �rst-order singularity a vector �eld which corresponds toLagrange equations of the second kind is not clearly de�ned under thesingular point.MSC class: 70G45, 58K45.Keywords: double pendulum, singular point, manifolds with singu-larities, hinge mechanism.References1. Chebyshev P. L. On the simplest articular system that delivers motion sym-metrical about the axis. Supplement to the LXth Volume of the Notes Im-perial Academy of Sciences. No. 1. St. Petersburg, 1889. [in Russian].2. Samsonov V. A., Mikhalev A. A. Position space rearrangement of the mech-anical system // Problems of mechanical engineering and reliability of mach-ines. 2005. No. 4. P. 13�16. [in Russian].3. Mikhalev A. A. Peculiarities of bifurcation of equilibrium points of nearcritical mechanisms // Problems of mechanical engineering and reliabilitymachines. 2008. No. 6. P. 10�14. [in Russian].4. Zakalyukin I. V. Special features of the degeneration of nonholonomic con-straints and control susceptibility // Electronic journal �Proceedings of theMAI�. 2010. Vol. 39. [in Russian].
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ÐÅÔÅÐÀÒÛÓÄÊ 514.853, 531.5Áóðüÿí Ñ. Í. Òî÷êè âåòâëåíèÿ øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâñ äîáàâî÷íûì ìàÿòíèêîì / Ñ. Í. Áóðüÿí // Òðóäû ñåìèíàðà¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2021�2022 ãã.Ñ. 6�23.Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ îñîáûå òî÷êè êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâøàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ. Ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà âîçíèêíîâåíèÿîñîáåííîñòåé, êîãäà ê ìåõàíèçìó áåç îñîáåííîñòåé êîíôèãóðàöèîí-íîãî ïðîñòðàíñòâà äîáàâëÿåòñÿ äâîéíîé ìàÿòíèê ñî ñïåöèàëüíûìèäëèíàìè çâåíüåâ. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ è èìå-þòñÿ äâà ðàçíûõ òèïà äâèæåíèÿ ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó. Êðèâûå, êîòî-ðûå îáðàçóþò êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî âáëèçè îñîáåííîñòè,ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïîä íåíóëåâûì óãëîì èëè èìåòü îáùóþ êàñà-òåëüíóþ. Äàííûé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ íà ïðèìåðàõ ñèíãóëÿðíîãîìàÿòíèêà è ìåõàíèçìà Äàðáó. Äîêàçàíà òðàíñâåðñàëüíîñòü îñîáîéòî÷êè ìåõàíèçìà Äàðáó. Òàêæå èññëåäîâàëèñü óñêîðåíèÿ ñèíãóëÿð-íîãî ìàÿòíèêà â òî÷êå âåòâëåíèÿ äëÿ îñîáåííîñòè òèïà êàñàíèÿïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ îñîáåííîñòåé âåêòîðíîåïîëå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà,ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì íàä îñîáåííîñòüþ.Áèáëèîãð. 12 íàçâ. Èë. 7.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâîéíîé ìàÿòíèê, îñîáàÿ òî÷êà, ìíîãîîáðàçèÿñ îñîáåííîñòÿìè, øàðíèðíûé ìåõàíèçì.ÓÄÊ 624.04Äåãèëåâè÷ Å. À., Ñìèðíîâ À. Ñ.Ìîäåëèðîâàíèå öåïíîé ëè-íèè è åå ìîäèôèêàöèé / Å. À. Äåãèëåâè÷, À. Ñ. Ñìèðíîâ // Òðó-äû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿.2021�2022 ãã. Ñ. 24�41.Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ îáû÷íîé öåï-íîé ëèíèè (ÖË), à òàêæå äâóõ åå ìîäèôèêàöèé � ðàñòÿæèìîé ÖËè ÖË â íüþòîíîâîì ïîëå òÿãîòåíèÿ. Ñîçäàíèå ìîäåëåé ñ ñîñðåäî-òî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåê-ñå Adams. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïðîâåäåíèè ñåðèè ÷èñëåí-



130 Ðåôåðàòûíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìèäëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûõ ìîäåëåé ÖË ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïà-ðàìåòðàìè. Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè ñèëîâîé õàðàê-òåðèñòèêè â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþ-ùåãî îòíîñèòåëüíîå ïðåâûøåíèå äëèíû ÖË íàä äëèíîé ïðîëåòà.Ýòè ãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèè ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþò êîððåêò-íîñòü ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.Áèáëèîãð. 11 íàçâ. Èë. 13. Òàáë. 2.Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåïíàÿ ëèíèÿ, êîíå÷íîìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå,íàòÿæåíèå íà îïîðàõ, ðàñòÿæèìàÿ öåïíàÿ ëèíèÿ, íüþòîíîâî ïîëå.ÓÄÊ 539.3Íàóìîâà Í. Â., ßêîâëåâ À. Á., Èâàíîâ Ä. Í., Äîðîôååâ Í. Ï.Äåôîðìàöèÿ êðóãëîé, òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâè-åì çàðÿäà / Í. Â. Íàóìîâà [è äð.] // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþ-òåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2021�2022 ãã. Ñ. 42�53.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èññëåäóåòñÿ èçìåíåíèå õàðàêòåðè-ñòèê êîñìè÷åñêîãî ïàðóñà âî âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè. Ïàðóñ îáû÷íîïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê òîíêàÿ ïëåíêà, íàòÿíóòàÿ íà êàðêàñ. Â ïðîöåñ-ñå ïîëåòà ýòà ïëåíêà ïðåòåðïåâàåò äåôîðìàöèè ïîä äåéñòâèåì ðÿäàôàêòîðîâ, ÷òî âëèÿåò íà ýôôåêòèâíîñòü è òðàåêòîðèþ.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ïàðóñà â âèäå êðóãëîéïëàñòèíû ðàäèóñà äî 50 ìåòðîâ, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ñëîåâ (àëþ-ìèíèé, ìàéëàð, àëþìèíèé). Ìàéëàðîâàÿ ïëåíêà òîëùèíîé 2 ìêìçàêëþ÷åíà ìåæäó äâóìÿ áîëåå òîíêèìè àëþìèíèåâûìè ïëåíêàìè,òîëùèíîé 0,2 ìêì. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå ANSYS ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïðî-ãèáîâ ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòè îò åå ðàäèóñà. Â äàëüíåéøåì ïëà-íèðóåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-÷è è ïðîâåñòè ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò ïîìî÷ü ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè äâèæå-íèÿ ðåàëüíûõ êîñìè÷åñêèõ ïàðóñîâ è óïðàâëåíèÿ èõ îðèåíòàöèåéâ êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.Áèáëèîãð. 12 íàçâ. Èë. 2. Òàáë. 3.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõñëîéíàÿ ïëàñòèíà, äåôîðìàöèÿ, êîñìè÷å-ñêèé ïàðóñ.



Ðåôåðàòû 131ÓÄÊ 531.32Øèñÿí ×æàî Ìîäåëèðîâàíèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâà-íèÿ òèòàíîâîãî ñïëàâà T110 ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæå-íèè è ìîäèôèêàöèÿ ðåëàêñàöèîííîé ïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè/ ×æàî Øèñÿí // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìå-õàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2021�2022 ãã. Ñ. 54�68.Ðàçðàáîòàíà ìîäèôèêàöèÿ ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷åñêî-ãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîé ðàíåå ñ öåëüþ îáúÿñíåíèÿ èïðîãíîçà âðåìåííûõ ýôôåêòîâ íåñòàáèëüíîñòè äèàãðàìì ïëàñòè÷å-ñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç î âîçìîæíûõ ñöåíàðèÿõâ ïðåäëîæåííîé ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäè-ôèöèðîâàííûé âàðèàíò ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ó÷åñòüïîâåäåíèå äåôîðìàöèîííûõ êðèâûõ íà äëèòåëüíûõ âðåìåíàõ ïî-ñëå íàñòóïëåíèÿ òåêó÷åñòè è áîëåå ïîëíî ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâó-þùèå âðåìåííûå ýôôåêòû, òàêèå êàê ïîÿâëåíèå (èëè èñ÷åçíîâå-íèå) çóáà òåêó÷åñòè è ïîñëåäóþùåå íåìîíîòîííîå, â òîì ÷èñëå îñ-öèëëèðóþùåå, ïîâåäåíèå äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïðîâåäåíûñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà ñ ïåðâîíà÷àëü-íîé âåðñèåé ïîäõîäà, ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè, è c øèðîêî ðàñïðî-ñòðàíåííîé ìîäåëüþ Äæîíñîíà�Êóêà íà ïðèìåðå ýêñïåðèìåíòàëü-íî ïîëó÷åííûõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ òèòàíîâîãî ñïëàâàT110. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþò îïèñàòåëüíóþ è ïðîãíî-ñòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà. Âàæíåé-øåé îñîáåííîñòüþ ðàçâèòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàáîð ôèê-ñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèìåíÿåìûé ïðè ïîñòðîåíèè äåôîðìàöè-îííîé êðèâîé, íå çàâèñèò îò èñòîðèè, â ÷àñòíîñòè ñêîðîñòè äåôîð-ìàöèè, è ñâÿçàí òîëüêî ñ îñîáåííîñòÿìè ðàçâèòèÿ äåôåêòíîé ñòðóê-òóðû ìàòåðèàëà íà ìèêðî- è ìåçîóðîâíÿõ. Èñïîëüçóÿ ýòîò íåáîëü-øîé íàáîð ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðíî-âðåìåííîãî ïîäõîäà è ðåëàêñà-öèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå òèïûäåôîðìàöèîííûõ êðèâûõ, ðåàëèçóþùèõñÿ íà îäíîì ìàòåðèàëå âøèðîêîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè.Áèáëèîãð. 27 íàçâ. Èë. 3. Òàáë. 3.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäèôèêàöèÿ ðåëàêñàöèîííîé ìîäåëè ïëàñòè÷-íîñòè, äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ, òèòàíîâûé ñïëàâ, äèíàìè÷å-ñêàÿ ïëàñòè÷íîñòü.



132 ÐåôåðàòûÓÄÊ 539.32, 539.384.6Áàóýð Ñ. Ì., Êðûëîâà À. Ñ. Äåôîðìàöèÿ è óñòîé÷èâîñòüîñåñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíûõ îðòî-òðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâ-ëåíèÿ / Ñ. Ì. Áàóýð, À. Ñ. Êðûëîâà // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþ-òåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. 2021�2022 ãã. Ñ. 69�91.Â ðàáîòå âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äåôîðìà-öèþ íåîäíîðîäíîé êðóãëîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû íà îñíîâå ãè-ïîòåç Ñ. À. Àìáàðöóìÿíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîãèá, ïîëó÷àåìûé ïîòåîðèè Àìáàðöóìÿíà, èìååò áîëüøóþ âåëè÷èíó ïî ñðàâíåíèþ ñ ðå-çóëüòàòîì êëàññè÷åñêîé òåîðèè, à ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ïëàñòèíûìîæåò çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàòü ýòó ðàçíèöó. Ïðîèëëþñòðèðîâà-íà âàæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè, à òàêæå âëèÿíèåíåîäíîðîäíîñòè, âåëè÷èíû äàâëåíèÿ è ñòåïåíè àíèçîòðîïèè íà âå-ëè÷èíó ïðîãèáà. Èññëåäîâàíà îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèéè âëèÿíèå ñòåïåíè îðòîòðîïèè íà åå ðàçìåð.Áèáëèîãð. 26 íàçâ. Èë. 9Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðóãëàÿ ïëàñòèíà, àíèçîòðîïíàÿ ïëàñòèíà, òåî-ðèÿ Àìáàðöóìÿíà, äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.ÓÄÊ 531.32Ïåí÷èêîâ Ä. À. Âîïðîñû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ áàëëè-ñòèêè / Ä. À. Ïåí÷èêîâ , À. Ñ. Ñìèðíîâ , Á. À. Ñìîëüíèêîâ //Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-äû¿. 2021�2022 ãã. Ñ. 92�109.Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåðèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè áàëëèñòè-÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ïðèâîäèòñÿ èçëîæåíèå êëàññè÷åñêîé îïòèìè-çàöèîííîé çàäà÷è î ïîïàäàíèè â çàäàííóþ òî÷êó ñ ìèíèìàëüíîéíà÷àëüíîé ýíåðãèåé. Ñòðîèòñÿ äâóõôàêòîðíûé êðèòåðèé, ñî÷åòà-þùèé â ñâîåé ñòðóêòóðå ýíåðãåòè÷åñêèå è âðåìåííûå õàðàêòåðè-ñòèêè ïîëåòà è ïîçâîëÿþùèé íàéòè íàèëó÷øèé êîìïðîìèññ ìåæäóíèìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûé ñ òî÷-íîñòüþ ïîïàäàíèÿ â öåëü. Äëÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì áðîñàíèèòî÷êè â ñðåäå ñ êâàäðàòè÷íûì ñîïðîòèâëåíèåì ïî êðèòåðèþ ìàê-ñèìàëüíîé äàëüíîñòè ïîëåòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå èçâåñò-íîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà,



Ðåôåðàòû 133ïðîâåäåííîãî íà îñíîâå òî÷íûõ ôîðìóë. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâà-åòñÿ çàäà÷à î ïîëåòå íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ñ öèêëîèäàëüíî-ãî òðàìïëèíà, èìåþùàÿ âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðûæêîâ íà ëûæàõ.Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿ â íàãëÿäíîé ãðàôè-÷åñêîé ôîðìå, è îíè èíòåðåñíû íå òîëüêî â òåîðåòè÷åñêîì îòíî-øåíèè, íî ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè è ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõïðèêëàäíûõ çàäà÷.Áèáëèîãð. 11 íàçâ. Èë. 7.Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàëëèñòèêà, êðèòåðèé îïòèìèçàöèè, äàëüíîñòüïîëåòà, íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ, äâóõôàêòîðíûé êðèòåðèé, êâàäðàòè÷-íîå ñîïðîòèâëåíèå, òî÷íîñòü ñòðåëüáû, öèêëîèäàëüíûé òðàìïëèí.
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