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УДК 51-77 

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНФЛИКТА НА ПРИМЕРЕ  

«РАБОТНИК-РАБОТОДАТЕЛЬ» 

 

Антипова Е.С. 

 

ФГБОУ ВО «Государственный университет управления», г. Москва 

 

Конфликты являются движущей силой развития общества[1]. Существует множество 

определений конфликтов и подходов к их моделированию [2, 3, 4]. 

В данной работе рассмотрен подход к определению конфликта с точки зрения теории 

управления и проанализирован конкретный пример конфликтной ситуации «работник-

работодатель». 

Под конфликтом понимается рассогласование между тем, что хочет субъект и тем, что 

имеет. Выполнены следующие условия: 

1) рассогласование – неотрицательная величина; 

2) если рассогласование субъекта равно 0, то конфликт у данного субъекта отсутствует; 

3) каждый субъект обладает своим рассогласованием, а, следовательно, и своим 

конфликтом. 

Рассмотрим двух субъектов – работника и работодателя. Работник выполняет некую 

работу, и получает определенную заработную плату, но он хочет получать больше за свою 

работу. В свою очередь работодатель считает, что работник работает плохо, или хочет, 

чтобы работник работал больше. У каждого из них возникает рассогласование между тем, 

что они хотят, и тем, что имеют. У каждого возникает свой конфликт – «маленькая зарплата» 

для работника и «плохая работа» для работодателя. 

Пусть для определенности рассогласование работника   , арассогласование 

работодателя   .  

Учитывая условия 1–3, рассогласования работника и работодателя описываются 

уравнениями: 

   
   

   
     

      
     

       
     

 (1) 

   
   

   
     

      
     

       
     

 (2) 

где параметры                характеризуют поведение субъектов в данной 

конфликтной ситуации и являются параметрами, определяющими силу воздействия 

участников конфликтной ситуации друг на друга. Индексом   обозначен номер контакта 

(встречи, взаимодействия) субъектов. Уравнения (1), (2) описывают динамику конфликтной 

ситуации. 

Каждый из параметров                имеет свой смысл: 

      означает, что чем меньше заработная плата работника, тем хуже он работает, 

при этом увеличиваются    и   . В этом случае работник показывает работодателю, что при 

повышении заработной платы, он будет работать лучше. 

      означает, что чем хуже работник работает, тем меньшую заработную плату ему 

платит работодатель при этом увеличиваются    и   . В этом случае работодатель 

показывает работнику, что, работая лучше, он будет получать большую заработную плату. 

      показывает, что чем меньше заработная плата работника, тем лучше он 

работает при этом увеличивается    и уменьшается  . В этом случае работник надеется, что, 

если он будет работать лучше, работодатель это заметит, и повысит ему заработную плату. 

      показывает, что чем хуже работник работает, тем большую заработную плату 

ему платит работодатель, при этом увеличиваются    и уменьшается   . В этом случае 

работодатель надеется, что если он будет больше платить работнику, то работник будет 

лучше работать. 
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      показывает, что чем меньше заработная плата работника, тем быстрее 

работодатель повышает ему заработную плату, при этом уменьшая  . Работодатель идет 

навстречу работнику, независимо от того, как работник работает. 

      показывает, что чем хуже работник работает, тем быстрее он повышает 

качество своей работы, при этом уменьшая  . Работник идет навстречу работодателю, 

независимо от того, какую заработную плату тот ему платит. 

      характеризует занижение работодателем заработной платы работнику. 

Работодатель может считать, что работники так много получает, или показывает работнику, 

что он в нем не заинтересован. 

      характеризует снижение качества работы работника. Работник может считать, 

что он и так много делает, или показывает работодателю, что он не держится за эту работу. 

В ходе исследования были получены достаточные условия и критерий существования 

устойчивого бесконфликтного состояния системы. Проведенный анализ показал, что при 

выполнении условий критерия конфликт затухает у обоих участников (рис.1a), что приводит 

к компромиссному завершению конфликта, например, работник начинает работать лучше, 

начальник повышает ему заработную плату. 

Невыполнение условий критерия для одного из участников конфликта приводит к 

победному завершение конфликта одним их участников, т.е. происходит затухание 

конфликта одного участника (победа) и разгорание конфликта другого участника. На рис. 1b 

показано победное завершение конфликта работником – работодатель повысил ему 

заработную плату, но при этом сам остался недоволен его работой. 

Невыполнение условий критерия для двоих участников конфликта приводит к 

проигрышному завершению конфликтной ситуации, когда рассогласования обоих субъектов 

возрастают, т.е. происходит разгорание конфликтов обоих участников (рис. 1c). Итогом 

может служить увольнением работника работодателем, либо добровольное увольнение 

самим работником. 

a b c 

Рисунок 1. Зависимости       и      : 

a – компромиссное завершение конфликта:  
   

     
   

                      
                

b – победное завершение конфликта:   
   

       
   

                      
                 

c – проигрышное завершение конфликта:   
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ БЛИЗОСТИ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

 

Асташова И.В. 
 

ФГБОУ ВО «МГУ им. М. В. Ломоносова», ФГБОУ ВО «РЭУ им. Г. В. Плеханова», 

г. Москва 

 

Обсуждаются некоторые методы (см., например, [1--6]) изучения качественных и 

асимптотических свойств решений уравнения  

           
                            (1) 

где    ,      а функции             непрерывны на        и некоторых его частных 

случаев. 

Если рассматривать уравнение (1) как возмущение соответствующего линейного 

уравнения (   ), то можно утверждать, что при сответствующих условиях на 

коэффициенты уравнения решения уравнения (1) в некотором смысле близки к решениям 

линейного уравнения, описание поведения которых содержится в [1]. А именно справедлива 

следующая 

Теорема 1. Если непрерывные функции           и   удовлетворяют условиям  

   
 

  
                   при  всех              (2) 

и, при некотором            , условию  

   
 

  
                        (3) 

то для любой константы     существует решение уравнения (1), со следующими 

асимптотиками на бесконечности:  

 
        

        

      
    при          

                 и    
 

  
                     при          

 

 

 Замечание 1. Утверждение теоремы без интегральной оценки производных решения 

может быть также получено из [3, Следствие 8.2] (доказательство см. в [7]). 

 Замечание 2. В [5], при замене (3) на более строгое условие  

   
 

  
                        

для любых констант          доказано существование решения уравнения (1) с 

асимптотикой           
               при      где функции         образуют 

фундаментальную систему решений уравнения (1) при    . В [2] при условии        

         и более слабом условии на функцию   доказано существование решений 

                                                           
Работа частично поддерживалась грантом РНФ (Проект 20-1 1-20272.) . 
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уравнения (1), эквивалентных              (но не любой их линейной комбинации). 

 

Литература 
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УДК 517.958 

 

ОБ УСЛОВИИ ГАРМОНИЧНОСТИ ПРИ ПОСТРОЕНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ  

ЛАПЛАСА МЕТОДОМ ОБОБЩЕННЫХ СТЕПЕНЕЙ 

 

Афанасенкова Ю.В., Гладышев Ю.А. 

 

ФГБОУ ВО «Калужский Государственный Университет им. К.Э. Циолковского», 

г. Калуга 
 

Построение решений многомерного уравнения Лапласа 
2

2
1

0.
n

i ix









            (1) 

Можно осуществить методом параметрических обобщенных степеней (ПОС). В 

символической форме базисные решения (1) представлены в виде 

 
n

i in x C   ,      (2) 

где С – обобщенная константа, а 
( )n

ix – функции ix , полученные по определенному правилу и 

названные обобщенными степенями (ОС) [1]. Выражение (2) раскрывается по 

биноминальной формуле.  

Основное условие, которое названо условием гармоничности, то есть удовлетворяет (2) 

достаточно простое 

1

0.
n

i

i

n


  

Если рассматривать in  как компоненты вектора в некотором особом пространстве H  

размерности 1   , то представляет интерес изучения его свойств. Прежде всего каждое его 

подпространство дает решения (2) – зависимость меньшего числа переменных ix . Например, 
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если 3   , то n  имеет размерность 2 и определяет  решения (2) вида 

1 2 2 3 3 1( ) , ( ) , ( ) .n n nx x x x x x    

Для 3   в 2H  имеем  основные два вектора (1, 1, )  и ( , 1, 1)  . Они образуют 

вектор (1, 2, 1) . Этот вектор и в простейшем случае дает решения 
2 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3( , 2 , ), ( , ,0), (0, , ).x x x x x x x    

Здесь учтем, что 
2

1( ) .
2

x
X i   

Подпространство ( )l kH  могут иметь общие элементы. В этот случае назовем их 

пересекающимися. Если общих элементов нет, то назовем их независимыми. 

Вполне возможно, что обратное сложение подпространств  lH  связано с определенной 

операцией, определенной некоторым оператором, отличным от оператора Лапласа. 

 

Литература 
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УДК 51 (091) 

 

ОБ ОСНОВНЫХ ЭТАПАХ РАЗВИТИЯ НЕЛИНЕЙНОГО ФУНКЦИОНАЛЬНОГО 

АНАЛИЗА (1920-е-1960-е гг.) 

 

Богатов Е.М. 

 

Филиал Национального исследовательского технологического университета «МИСИС» 

в городе Губкине Белгородской области, г. Губкин; 

Старооскольский технологический  институт им. А.А. Угарова (филиал) Национального 
исследовательского технологического университета «МИСИС», г. Старый Оскол 

 

Историко-научный анализ общего состояния нелинейного функционального анализа и 

выделение основных этапов его развития, по-видимому, ранее не проводились. В статье А.М. 

Вершика [1] была проведена периодизация линейного функционального анализа, которая 

может быть рассмотрена, как «нулевое приближение» к изучаемому вопросу. Как  известно, 

нелинейный функциональный анализ во многом опирается на линейный, но их развитие шло 

по разным сценариям, поэтому требует отдельного исследования. Следует также отметить, 

что нелинейный функциональный анализ с самого своего появления предоставлял 

инструментарий для проведения качественного анализа поведения нелинейных систем 

(прежде всего, из области небесной механики). Этим он существенно отличался от своего 

линейного «двойника», эволюция которого на начальном этапе следовала внутренней логике 

развития самой математики. 

1. Предыстория (1905-й-1920-й гг.) 

Сейчас не подлежит сомнению тот факт, что теория линейных операторов возникла, 

как обобщение теории линейных интегральных уравнений, разработанной И. Фредгольмом, 

Д. Гильбертом и Э. Шмидтом [2]. С теорией нелинейных операторов произошло то же самое. 

Вскоре после выхода мемуара А.М. Ляпунова (1905) [3],  в котором содержалось нелинейное 

интегральное уравнение, описывающее равновесие вращающейся жидкости, в работе Э. 

Шмидта (1908) [4] появился и был исследован абстрактный аналог этого уравнения. 
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Дальнейшее развитие это направление получило в рамках теории нормированных 

пространств Н. Винера и С. Банаха. 

2. Начальный период (1920-й-1930-й гг.) 

Польская математическая школа во главе со С. Банахом и Г. Штейнгаузом внесла 

весомый вклад в развитие  функционального анализа [5]. В её рамках уже в начале 1920-х гг. 

был доказан метод сжимающих отображений [6, с. 160], а в 1927 г. была доказана теорема 

(Ю. Шаудер, [7]) о том, что всякий непрерывный оператор, преобразующий замкнутую 

выпуклую область банахова пространства Eв себя, имеет неподвижную точку. Метод 

сжимающих отображений и теорема о неподвижной  точке быстро стали рабочим 

инструментом в решении нелинейных задач. 

В тот же период получили своё развитие методы решения задач вариационного 

исчисления в целом, восходящие к поиску числа геодезических на поверхностях рода h [8]. В 

определённом смысле они явились обобщением задач об оценке числа критических точек 

дифференцируемой функции n переменных, заданной на многообразии M. В результате 

функциональный анализ обогатился теорией Морса [9], в основе которой лежат 

гомологическая структура M, и теорией категорий Люстерника-Шнирельмана [10], 

опирающейся на гомотопические инварианты. Это, в частности, дало возможность оценивать 

число критических точек функционалов, определённых на семействах кривых. 

Ещё одним разделом математики, ставшим частью нелинейного функционального 

анализа, явилась теория ветвления. Она имеет своим истоком задачу о равновесии 

вращающихся жидкостей [11] и зародилась в цитированных работах А.М. Ляпунова [3] и Э. 

Шмидта [4]. Ключевым элементом данной теории можно считать редукцию Ляпунова-

Шмидта, то есть сведение бесконечномерного нелинейного уравнения к конечномерному 

(уравнению разветвления). 

3. Период роста и становления (1930-е гг. - конец 1940-х гг.) 

К середине 1930-х гг. нелинейный функциональный анализ обрёл своё место в 

математике и закрепил за собой статус «поставщика» качественных методов. Этому во 

многом способствовало возникновение новой теории – степени отображения, пришедшей 

из конечномерного анализа [12]. С помощью этой теории удалось не только ответить на 

вопрос о разрешимости уравнения 

Ax=x,   R, xGE   (1) 

но и на вопрос о количестве решений этого уравнения. 

Методы исследования шли от Ж. Лере и Ю. Шаудера (1934), которые сформулировали 

принцип неподвижной точки для уравнения (1) с вполне непрерывным оператором A. В 

современных терминах его суть заключается в том, что если вращение векторного поля =I-

A на границе G отлично от нуля, то внутри области G имеется неподвижная точка. 

К данному периоду также возможно отнести создание теории полуупорядоченных 

пространств (Л.А. Канторович, 1935-1937 гг.). В её рамках, в частности, был разработан 

общий принцип метода мажорант для доказательства существования решений нелинейных 

функциональных уравнений и установления сходимости метода последовательных 

приближений. 

4. Период расцвета (конец 1940-х гг. -1960-е гг.) 

Во время второй мировой войны исследования в области нелинейного  

функционального анализа в Европе и СССР существенно замедлились. Однако к концу 1940-

х гг. они опять вышли на предвоенный уровень. Выход большой статьи М.Г. Крейна и М.А. 

Рутмана (1948) [13] ознаменовал появление нового раздела нелинейного  функционального 

анализа – теории положительных операторов (операторов, оставляющих инвариантным 

некоторый конус в банаховом пространстве). Развитие этой теории  силами М.А. 

Красносельского и его учеников в 1950-е -1960-е гг. позволило получить ряд ярких 

результатов по отношению к уравнению (1) как локального, так и глобального характера 

(теоремы существования и единственности, теоремы о структуре спектра, сходимость метода 

последовательных приближений, «конусная» теорема о неподвижной точке и т.п. [14]). Эти 
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результаты практически сразу нашли своё применение в прикладных областях. В конце 

1940-х гг. в журнале «Успехи математических наук»вышла основополагающая статья Л.В. 

Канторовича «Функциональный анализ и прикладная математика», в которой получили 

обоснование метод Ньютона и ряд других методов приближённого решения нелинейных 

операторных уравнений. 

Для данного периода оказалось типичным взаимное проникновение идей из смежных 

разделов самого нелинейного  функционального анализа, а также высокая востребованность 

со стороны других дисциплин: уравнений в частных производных, обыкновенных 

дифференциальных уравнений,  нелинейной механики, гидродинамики и др. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 20-011-00402 А. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕПЛООБМЕННОГО АППАРАТА 

ВОЗДУХОРАЗДЕЛИТЕЛЬНОЙ УСТАНОВКИ 
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1
, Хвостов А.А.

1, 2
, Журавлев А.А.

1
, Куксов Д.Ю.
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1
ВУНЦ ВВС «Военно-воздушная академия имени профессора Н.Е. Жуковского 

и Ю.А. Гагарина», г. Воронеж 
2
ФГБОУ ВО «Воронежский государственный технический университет», г. Воронеж 

 

Одним из основных аппаратов мобильных воздухоразделительных установок (ВРУ) 

является основной теплообменник (ОТ), представляющий собой кожухотрубчатый 

теплообменник и обеспечивающий передачу теплоты отбросного потока (ОП) к воздуху 

высокого давления (ВВД). Поскольку ОТ включен в контур сложного технологического 

процесса, то колебания его режимных параметров крайне нежелательны, так как могут 

привести к резкому снижению выхода целевого продукта. 

Целью работы является синтез динамической математической модели ОТ, 

позволяющей оценить динамические режимы его работы и выбрать оптимальные условия 

для его эксплуатации. 

В основу математической модели положены балансовые соотношения для тепловых 

потоков от ОП к стенке змеевика, теплопередачи через стенку, затем от стенки к ВВД. 

Межтрубное пространство для ОП рассматривается как реактор идеального смешения (РИС), 

трубное пространство для ВВД – как реактор идеального вытеснения (РИВ) [1]. При таком 

подходе динамическая модель ОТ имеет вид системы дифференциальных уравнений, 

дополненных соответствующими начальными и граничными условиями: 
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где Tоп(t),  стT t  – температура ОП и продукта центра стенки в момент времени t, C; Vоп, вV  

– объем зоны РИС и РИВ, м
3
; Fоп, Fв – площадь поверхности теплообмена между ОП и 

стенкой змеевика и стенкой и ВВД, м
2
; КТоп, КТв – коэффициент теплопередачи от ОП к 

центру стенки и от ВВД к центру стенки, Вт/(м
2
К); Lв – длина зоны РИВ, м; Sв – площадь 

поперечного сечения РИВ, м
2
; 

вх

опT ,  0x вT t  – температура ОП на входе в зону РИС и 

температура ВВД на входе в зону РИВ, С;  ,вT x t  – функция распределения температуры 

теплоносителя по пространственной координате и времени, С; оп, в  – плотность ОП и 

ВВД, кг/м
3
; cоп, св, сст – удельная теплоемкость ОП, ВВД и стенки, Дж/(кгК); оп , в  – 

объемный расход ОП и ВВД, м
3
/с; mст – масса стенки, кг. 

Для реализации модели (1) в системы компьютерного моделирования MathWorks 

Simulink™ [2], представим расчетные соотношения в виде системы скалярных и матричных 

однородных дифференциальных уравнений [3]: 
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где N – число элементов дискретизации по длине зоны РИВ; i – порядковый номер текущего 

элемента зоны РИВ;  в tT , 0вT  – соответственно, вектор текущей температуры и начальных 

условий в точках разбиения по пространственной координате; A – матрица разложения 

первой производной;  tС  – вектор, задающий граничное условие. 

Синтезированная математическая модель основного теплообменника позволяет в 

режиме реального времени описать динамику изменения основных параметров его работы 

(рисунок), использовать ее в качестве имитационной при оценке каналов управления работой 

теплообменника, а также оценить влияние конструктивных параметров аппарата на 

эффективность его работы. Например, провести анализ недорекуперации вследствие 

эксплуатации установки при экстремальных температурах окружающего воздуха при разных 

вариантах теплоизоляции. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок. Распределение температуры воздуха по длине змеевика 
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К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПОНЯТИЯ ОБОБЩЕННОЙ СТЕПЕНИ 

 

Гладышев Ю.А., Лошкарева Е.А. 

 

ФГБОУ ВО «Калужский государственный университет им. К.Э. Циолковского», 

г. Калуга 

 

В работе предложена попытка уточнить понятие обобщенной степени. Это связано с 

тем, что эта конструкция находит приложения в различных вопросах теории линейных 

дифференциальных уравнений [1-6]. 

В самом общем смысле это последовательность функций. Для простоты предположим 

зависимость от одного независимого переменного х. Обозначим элементы этой 

последовательности 
   0,
n

X x x . В некоторых работах эта последовательность названа 

вариантой [7]. 

Введем линейный дифференциальный оператор D . Он может содержать некоторые 

параметры, которые назовем явными. Положим, что оператор имеет непустое ядро, причем 

элементы ядра обозначим С, т.е  0DC  . 

В свою очередь элементы С могут содержать параметры, которые назовем неявными 

(скрытыми) и они не входят в D .  

Дополним символ 
   0,
n

X x x  справа 
   0,
n

X x x C  и считаем, что последовательность 

начинается с С 
 0

X С С . 

Функции последовательности  n
X С  могут содержать параметры. Обозначим их 

символом 0x  , так что имеем 

     0,
n n

f X x x C  

Введем следующее определение. Назовем последовательность функций 
   0,
n

X x x C  

последовательностью не полностью определенных обобщенных степеней с коэффициентом 

С, если справедливо соотношение 
   1n n

DX C nX C


 . 

Термин не полностью определенных связан с тем, что эта последовательность 

определена с точностью до произвольного элемента C  из ядра D . 

Сделаем второе предположение, что оператор D имеет правый обратный  0I x  

 0, 1,DI x x   

причем через 0x  обозначен набор параметров этого оператора.  

Примем следующее определение 2. Назовем последовательность  
     0! ,
n nf x n I x x C  

полностью определенной последовательностью обобщенных степеней. 

Приведем ряд примеров. Например, если в качестве операции I взять неопределенный 

интеграл, то элементами будут многочлены с возрастающей степенью. 

Если взять 
1

2

d
D

dx
 , т.е.    1n nd

f nf
dx


 , то можно получить в частном случае 

многочлен Эрмита. 

Если положить 
0

...
x

I d  , то вернемся к алгебраическим степеням с нуль точкой при 

0x  . 
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Введение электронной медицинской документации и электронных регистров позволяет 

накопить и анализировать огромный массив информации. Выводы, сделанные при таком 

анализе, позволяет решать организационные или исследовательские вопросы. Информация, 

содержащаяся как в электронных картах, так и регистрах, может быть в текстовом, числовом 

виде, а так же в виде цифровых изображений или видеозаписей. К вопросам доказательной 

медицины относятся задачи, целью которых является снижение риска заболевания, снижение 

риска (вероятности) неблагоприятного исхода заболевания, снижение стоимости лечения, 

оценка эффективности диагностических и хирургических методов и другие [1]. Единого 

подхода, как именно проводить поиск по массиву медицинской информации, нет, так как 

информация разнородна, и, зависима от уровня аппаратно-программного обеспечения 

медицинской организации, от квалификации персонала и от методик отбора данных. 

Для решения задач доказательной медицины производится выборка данных в 

зависимости от цели проводимого исследования. Далее проводится анализ представленной 

информации [2]. Для проведения анализа медицинских данных можно применять различные 

программные средства. В таблице представлено программное обеспечение и обзор 

инструментальных возможностей для анализа табличных данных, точкой в таблице отмечена 

возможность применения программного обеспечения для конкретного вида анализа: 
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Таблица 1. Программное обеспечение для анализа табличных данных и временных 

рядов. 

Программные 

средства 

Табличные данные и временные ряды 

Инструментальные возможности 

Разведочный 

анализ 

данных, 

статистическое 

исследование 

Анализ 

временных 

рядов 

Кластеризация Классификация 

и 

регрессионный 

анализ 

Анализ 

выживаемости 

SPSS Statistics 

[3] 

• • (не все 

виды) 

• (не все 

виды) 

• • 

MedCalc •   • (не все виды) • 

Statistica • • (не все 

виды) 

 • (не все виды) • 

Stata • • • • • 

NCSS  • • (не все 

виды) 

• • • 

SYSTAT • • (не все 

виды) 

• • (не все виды) • 

SAS • • (не все 

виды) 

• • • 

Jamovi [4] • • (не все 

виды) 

• (не все 

виды) 

• (не все виды) • 

R • • • • • 

MATLAB с 

пакетами 

Statistics and 

Machine 

Learning 

Toolbox, 

SimBiology 

[4,5] 

• • • • • 

Python с 

библиотеками 

NumPy, SciPy 

[6] 

• • • • • 

Для анализа медицинских изображений и видео применяется программное обеспечение, 

представленное в таблице: 

Таблица 2. Программное обеспечение для анализа изображений и видео. 

Программные средства Инструментальные возможности 

Классификация Кластеризация Сегментация 

MATLAB с пакетами Computer 

Vision Toolbox, Deep Learning 

Toolbox, Deep Learning Toolbox 

Model for GoogLeNet Network [4] 

• • • 

Python с библиотеками 

TensorFlow, Sklearn, PyTorch 

scikit-image, OpenCV [7] 

• • • 

С учетом существующих программных решений, в качестве препятствий к применению 

искусственного интеллекта в медицине, можно выделить следующие: сейчас наборы 

медицинских данных, представляющие научную ценность и значимость, относятся к 
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охраняемым результатам интеллектуальной деятельности, на них оформляется 

свидетельство о регистрации электронного ресурса, таким образом, автор ресурса определяет 

доступ к данным; нет единого методологического подхода к наборам данных; сложность с 

разметкой данных; нет открытого доступа к современным медицинским данным нигде в 

мире; работа на стыке наук требует создание рабочих групп, включающих в себя 

специалистов из разных научных специальностей; нет российского программного 

обеспечения с дружелюбным интерфейсом для ученых-медиков. 
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Условно так называется модель боя, в котором стрельба ведется только по 

непораженным целям, перенос огня с поряженной единицы на боеспособную 

осуществляется немедленно. Кроме того, одним выстрелом не может быть поражено не 

более одной единицы и огонь распределен равномерно по непораженным единицам. Каждая 

боевая единица может быть в одном из двух состояний: не поражена (ведет огонь) и 

поражена (ведет огонь). В данной статье приводятся общие правила составления уравнений 

динамики боя, основанные на теории марковских случайных цепей. 

Составление уравнений динамики боя рассмотрим для следующих условий. Две 

группировки A  и Б первоначальной численностью 1N  и 2N , однородных внутри каждой 

группировки боевых единиц, ведут бой. Скорострельности боевых единиц стороны A  - 1 , 

стороны Б  - 2 , вероятности поражения на выстрел соответственно 1p  и 2p . Обстрелу 
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подвергается  с равной вероятностью любая из непораженных боевых единиц 

противоположной стороны и после ее поражения огонь переносится на еще  не пораженную. 

Одним выстрелом нельзя поразить более одной боевой единицы. 

Обозначим возможные состояния боевой единицы  каждой из сторон: 

1  -  боевая единица стороны A не поражена; 

2  -  боевая единица стороны Б не поражена; 

3  -  боевая единица стороны A  поражена; 

4  -  боевая единица стороны Б поражена. 

Размеченный граф состояний, разделенный на два подграфа, изображен на рис. 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1 

 

Для начального состояния:  

* 1 1 1
1

2

p N

N


   и 

* 2 2 2
2

1

p N

N


  , 

где  
*

2  - интенсивность потока поражающих выстрелов, приходящихся на одну боевую 

единицу стороны A , переводящих ее из состояния 1  в 3 ; 
*

1  - интенсивность потока  

поражающих выстрелов, приходящихся  на одну боевую единицу стороны Б , переводящих 

ее из состояния 2  в 4 . 

Однако в ходе боя численности сторон меняются со временем, поэтому пользуясь 

принципом квазирегулярности, можем принять: 

 

 
1 1 1*

1

2

p m t

m t


  и 

 

 
2 2 2*

2

1

.
p m t

m t


       (1) 

С учетом (1) на основании графа (рис.1) получим: 

 
 

 
 

1

2 2 2

2

1 1 1

;

.

dm t
p m t

dt

dm t
p m t

dt






 



  


     (2) 

Уравнения для  3m t  и  4m t нет необходимости записывать, так как для любого t : 

   1 3 1m t m t N   и    2 4 2.m t m t N   Кроме того обычно требуется знать состояния 

численностей не уничтоженных, а боеспособных единиц. 

Уравнения (2) можно решать при любых начальных условиях. Данные уравнения 

пригодны для описания  динамики боя только на начальных его стадиях, когда численности 

группировок еще можно считать многочисленными. 

 

 

2  

4  

1

 

3  
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Рассмотрим задачу Штурма--Лиувилля  

                                 

 

                  

где   принадлежит множеству        измеримых неотрицательных локально 

интегрируемых на       функций, удовлетворяющих интегральным условиям  

   
 

 
                                            

 

   
 

 
                     

Изучаются оценки величин           
        

       

Доказано [1], что если условие     не выполняется, то ни для какого действительного 

 , ни для какого действительного        не существует нетривиального решения   

уравнения (1), удовлетворяющего условиям               . Из результатов [2] следует, 

что множество        пусто при    ,        или       , для других значенний 

     ,    , множество        непусто. Таким образом, при    ,        или      

  не существует функций  , удовлетворяющих условиям (3) и (4) одновременно, и при 

данных значениях параметров постановка задачи (1)--(4) некорректна. 

Доказано [1], [3], что при    ,          и при    ,           для 

любой функции          

             
          

      
 

 
          

 

 

     
 

 

 

Теорема 1. Если    ,         , то существуют такие функции           и 

    
      ,     на      , что               . Кроме того,   удовлетворяет уравнению  

          
 

        
 

    
   

        
и интегральному условию  

   
 

 
 

 

        
 

    
  

             

Теорема 2. 

    • Если    ,      , то        
 

 
  . 

    • Если    ,         или        , то         . 
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    • Если    ,        , то         . 

    • Если    ,      , то         . 

    • Если    ,     или    , то         . 

    • Если    ,          или      ,         , то            
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Пусть имеются два стержня одинаковой длины , оси которых находятся на одной 

прямой. Один стержень расположен на отрезке  0, , другой на  ,0 . Дальние концы 

обоих стержней все время остаются нагретыми до постоянных температур 0Т  и  0Т  

соответственно. При соприкосновении этих стержней друг с другом температуры на их 

контактирующих концах мгновенно выравниваются и становятся равными 0 все время при 

 10,t t , где 1t  – время продолжительности контакта [1,2 ]. Для простоты рассмотрений 

температуры в обоих стержнях отнесем к 0Т , а координату вдоль стержней x  к длине 

стержня , т.е.  

   0, , ,U x t Т u x t x x  ,     (1)  

где  ,u x t  и x  безразмерные температура и координата. Время t  остается размерной 

величиной. Допустим, что для правого стержня при 0 1x   температурное поле 

описывается некоторой функцией  ,u x t , а в левом стержне при 1 0x    температурное 

поле антисимметрично и поэтому будет описываться функцией  ,u x t   . Такое 

предположение упрощает всю задачу, т.к. ее достаточно сформулировать только для одного 

правого стержня. 

Обозначим через  1 ,u x t  – температуру в правом стержне при первом соединении 

стержней,  2 ,u x t  – при втором соединении после первого их разъединения,  ,iu x t  – при i -
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ом соединении после  1i  -го разъединения; через  ,iv x t  – температуру в правом стержне 

после i -го разъединения стержней. Индексом " "i  обозначен номер цикла. При первом 

соединении и последующем разъединении стержней 1i  , при втором соединении и 

разъединении 2i   и т.д. Время, когда стержни контактируют, обозначим через 1t , через 2t  – 

время бесконтактного состояния стержней. При рассмотрении каждого цикла время t  будем 

отсчитывать от нуля, т.е. при контактировании стержней 10 t t  , а при их разомкнутом 

состоянии 20 t t   для любого номера i . 

Пусть стержни находятся в контакте между собой в течение времени 1t  в i -ом цикле [3]. 

Тогда приходим к следующей начально-краевой задаче: 

найти такое решение уравнения теплопроводности  

   
22

12 2
, 0, , 0,1 ,  1,2,...i iи иa

t t x i
t x

 
   

 
   (2) 

которое удовлетворяет заданному начальному условию  

     10
, 1 , 1 1 , 1,2,...i i it

и f x f x f i

       (3) 

и удовлетворяет граничным условиям 

0 1
0 ,  1 ,  i=1,2,...i iх x

и и
 
       (4) 

Если стержни не контактируют между собой, то ближние концы этих стержней не 

обмениваются теплом между собой и с окружающей средой, т.е. находятся в состоянии 

теплоизоляции. Для бесконтактного состояния двух стержней будем иметь другую начально-

краевую задачу:  

найти решение уравнения теплопроводности  
22
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 i iv va

t х

 


 
 ,  20,t t ,  0,1x ,    (5) 

которое удовлетворяет некоторому начальному условию 

 
0i it

v x

 ,   1 1i  ,  1,2,...i      (6) 

и удовлетворяет граничным условиям  

0

 
0i

x

v

x 





, 

1
1i x

v

 ,  1,2,...i      (7) 

Весь процесс контактной теплопроводности двух взаимодействующих стержней будем 

описывать следующим образом. Процесс начинается с первого контакта двух стержней, 

когда температурное поле в стержнях описывается решением задачи (2)–(4) при  1i  . По 

прошествии времени 1t  стержни разъединяются и в течение времени 2t  температурное поле 

в стержнях будет описываться решением задачи (5)–(7) при  1i  . Конечное температурное 

поле в период контакта стержней будет выполнять роль начальной температуры для 

последующего их бесконтактного состояния, т.е. 

 1 0
, , i=1,2,...i i t

u x t и


  

Поэтому каждую функцию  i x , как начальные условия в задачах (5)…(7), следует 

вычислять по формуле 

   1, , 1,2,...i ix u x t i        (8) 

Точно также конечное температурное поле стержней в бесконтактный период будет 

являться начальной температурой для последующего их контактного состояния, т.е. 

 2 1 0
, , 1,2,...i i t

x t и i  
   

Таким образом, функции  if x , используемые в качестве начальных условий для задач 

(2.2)…(2.4), будем принимать равными  
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     1 1 21 , , , 2,3,...i if x f x v x t i      (9) 

Итак, температурные поля стержней в их контактном и бесконтактном состояниях 

будут влиять друг на друга через начальные условия (8) и (9). Последовательность действий 

будет следующая: 

1.1 Решаем задачу (2)…(4) при  1i   с начальным условием  1 0
, 1

t
u x t


 . 

1.2 Решаем задачу (5)…(7) при  1i  , где    1 1 1,x u x t  . 

2.1 Решаем задачу (2)…(4) при  2i   с начальным условием из (9) при  2i  . 

2.2 Решаем задачу (5)…(7) при  2i   с начальным условием из (8) при  2i  . 

3.1 Решаем задачу (2)…(4) при  3i   с начальным условием из (9) при  3i  . 

3.2 Решаем задачу (5)…(7) при  3i   с начальным условием из (8) при  3i  . 

Для цикла с номером «к»:  

к.1. Решаем задачу (2)…(4) при  i к  с начальным условием из (9) при  i к . 

к.2. Решаем задачу (5)…(7) при  i к  с начальным условием из (8) при  i к . 

Предложенные задачи контактной теплопроводности двух периодически 

соприкасающихся стержней позволят наглядно описать распределение температур в зоне 

контакта периодически контактирующих поверхностей. 
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В большинстве случаев при контактировании металлических поверхностей в 

теплонапряженных системах необходимо учитывать наличие контактных 

термосопротивлений, не является исключением и периодический контакт поверхностей. 

Вместе с тем в ряде случаев можно в первом приближении считать, что на пути 

теплового потока от одного тела к другому при их касании отсутствует контактное 

термосопротивление. Такой идеальный контакт справедлив для контактных пар с 

поверхностями высокой чистоты обработки, теплопроводным высокопластичным 

межконтактным заполнителем, при большом усилии прижима и малом тепловом  

потоке [1, 2]. 



21 

Возможность экспериментального рассмотрения системы с периодически 

контактирующими поверхностями при отсутствии контактного термосопротивления, как 

дополнительной переменной, позволит натурализировать сам процесс и описать влияние 

отдельных факторов на процесс теплопереноса [3]. 

На рисунке 1 представлены экспериментальные данные в безразмерной форме в виде 

зависимости термосопротивления    2 2

пр ка f   за счет периодического прерывания 

теплового потока от для условия отсутствия контактного термосопротивления в зоне 

сопряжения стержней: 1 – 0,08 Гц; 2 – 0,11 Гц; 3 – 0,25 Гц; 4 – 0,6 Гц; 5 – 0,96 Гц; 6 – 1,7 Гц; 

7 – 3,6 Гц. Температура в зоне контакта 413...418kT  К.  

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость термосопротивления  2 2

пр а   

к длительности периода при различной частоте контактов стержней  к  

 

В качестве объектов исследований выступали стержни из нержавеющей стали марки 

12Х18Н10Т с контактными поверхностями, обработанными плоским шлифованием до 

чистоты с 0,8zR   мкм. На поверхность верхнего, т.е. «горячего» стержня наносилось 

гальваническим способом кадмиевое покрытие толщиной 60   мкм.  

Высокая чистота обработки и наличие на одной из поверхностей кадмиевого покрытия 

позволяют при умеренных усилиях прижима стержней создавать соединения с хорошей 

тепловой проводимостью, что приводит к вырождению контактного термосопротивления. 

Этому в свою очередь способствует пластичность кадмиевого покрытия и достаточно 

хорошая теплопроводность 93  Вт/м·К в сравнении с теплопроводностью материала 

стержней 20  Вт/м·К. Усилие прижима стержней при их контакте находилось в пределах 

0,08...0,16 МПа. 

Возвращаясь к анализу рис. 4.1, можно видеть, что для периодически контактирующих 

стержней при отсутствии контактного термосопротивления соотношение между общим 
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термосопротивлением на пути теплового потока в виде комплекса 
2 2

пр а  и частотой и 

длительностью контакта в виде комплекса  к  описывается единой кривой.  

Разность между тепловыми потоками для стационарного и квазистационарного 

состояний запишется 

     1пр 1 2пр 2 5пр 5

. .

1 0 2 0 5 0

......
м м м

ст кв ст

Т Т Т Т Т Т
Q Q

х х х х х х

    
    

  
,  (1) 

откуда в безразмерной форме  

1пр 1 5пр 5. .

1 5

......
прcт кв ст

cт А А пр

Т Т Т ТQ Q
Н

Q Т Т Т Т h h

 
    

  
   (2) 

Для малых значений потери теплового потока при периодическом прерывании 

контакта стержней Н из уравнения (2) следует, что  

пр

h

H
       (3) 

Таким образом, из (3) и графика рисунка 1 видно, что при увеличении частоты   Н 

уменьшается и при достаточно больших значениях комплекса  к  потери теплового 

потока, вызываемые периодическим прерыванием теплового потока, будут минимальные. 

Приведенная на рисунке 1 кривая приближенно может считаться как имеющая S-

образный вид. Вследствие такого сложного характера зависимости комплексов 

   2 2

пр ка f   ее аналитическое описание может быть проведено по частям, т.е. с 

использованием нескольких уравнений. 

Для области, когда  к  изменяется от 0,05 до 0,2 

 
2

1,728

2
0,225

пр

k
а




 
  

 
 при  к  в пределах от 0,2 до 0,6,   (4) 

 
2

3,575

2
0,012

пр

k
а




 
  

 
 и при  к  от 0,6 до 0,9   (5) 

   
2

2
1,024 1,873 0,856

пр

k k
а


 

 
    

 
.   (6) 

Полученные уравнения (4)…(6) могут быть использованы в расчетной практике для 

периодически контактирующих поверхностей при отсутствии или малом значении 

контактного термосопротивления. 
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Пусть   – связный ограниченный замкнутый ориентированный  граф с ребрами k  

(каждое ребро параметризовано отрезком  0,1 ). Обозначим через   и ( )J   множество 

граничных k  и внутренних k  ребер, соответственно. Для каждого узла ( )J    графа 

введем множества: ( )R   – множество ребер, ориентированных «к узлу  », ( )r   – множество 

ребер ориентированных «от узла  »[1]. 

В области [0, ]T T    (T  ) рассмотрим начально-краевую задачу  

 
( , ) ( , )

( ) ( ) ( , ) = ( , ) ( , ),
y x t y x t

a x b x y x t f x t Bv x t
t x x

   
   

   
 (1) 

 
(1, ) (0, )

(1) = (0)

( ) ( )

y t y t
a a

x xR r

 

 

  

 

  
  , (2) 

 =0| = ( ), ,ty x x   (3) 

 | = 0, 0y t T   ; (4) 

здесь ( )a x , ( )b x  – измеримые ограниченные на   функции: 
0

00 ( )a x    , | ( ) |b x  ; 

2( ) ( )x L   , 2,1( , ) ( )Tf x t L   ( 2,1( )TL   – пространство функций 1( , ) ( )Tu x t L   с нормой 

2 1/2

( )
2,1

0

= ( ( , ) )
T

T

Lu u x t dx dt



  ). 

Обозначим через 
1,0

2 ( )TW   пространство функций ( , )u x t  из 2 ( )TL  , имеющих 

обобщенную производную также из 2 ( )TL  , 1,0
2

2 2 1/2

( )
= ( ( ) )

T

T

xW
u u u dxdt





 . Пусть далее 

2 ( )TV   – множество всех функций 
1,0

2( , ) ( )Tu x t W  , имеющих конечную норму, 

определяемую соотношением 
2, ( ) ( )

2 20

( , )max
T

xL LT t T

u u x t u  
 

  , и непрерывных по t  в 

норме 2 ( )L  . Введем множество 0 ( )T   функций 2( , ) ( )Tu x t V  , чьи следы определены на 

сечениях области T  плоскостью 0=t t  ( 0 [0, ]t T ) как функции из 
1

2,0 ( , )W a   (ространство 

1

2,0 ( , )W a   определяется как замыкание непрерывных на   и гладких на  каждом ребре     

функций ( )u x , удовлетворяющих условиям (1) '(1) = (0) '(0)
( ) ( )

a u a u
R r

   

   
   и | = 0u  . 

Замыкание 0 ( )T   в норме 2 ( )TV   обозначим через 
1,0

2,0 ( , )TV a  .  

Для системы (1)–(4) рассмотрим задачу оптимального управления. Пусть 2( )TL   и 

2: ( )TB L   – линейный непрерывный оператор, причем очевидно 2,1( )TBv L   для 

любого v . И пусть   – выпуклое замкнутое подмножество 2( )TL   и y  – заданный 

элемент пространства 2 ( )L  .   
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Задача оптимального в смысле быстродействия управления системой (1), (2) 

состоит в определении inf   . Элемент   , соответствующий    назовем 

оптимальным управлением по быстродействию. 

Теорема. Пусть   ограничено. Тогда существует оптимальное в смысле 

быстродействия управление   . 
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Рассматривается динамическая система в частных производных 

 
2

2

( , ) ( , ) ( , )x t s x t s u t s

t s s
=B +D

  

  
                                              (1) 

с условиями 

( )(0, ) sx s                                                               (2) 

( )( , ) sx T s  ,                                                             (3) 

 где   :
n n

B R R ,  : m nD R R ; [0, ]t T , [0, )s  . 

 

Система (1) называется полностью управляемой если существует ( , )u t s  - функция 

управления (управление) под воздействием которого система (1) переводится из 

произвольного начального состояния (2) в произвольное конечное состояние (3). 

Для динамической системы (1) ставится задача управления, а именно, реализация 

процедуры структурного анализа исследуемой системы с целью  выявления свойства 

матричных коэффициентов, влекущих полную управляемость или неуправляемость  

системы (1). 

 В случае выявления свойства полной управляемости системы производится 

-  установление свойств функций ( )s , ( )s  в условиях (2), (3), необходимых для 

реализации управляемого процесса; 

- получение формул для построения ( , )u t s - функции управления и соответствующей 

функции состояния ( , )x t s .  
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Исследование базируется на свойствах прямоугольной матрицы D , которой 

соответствуют разложения подпространств в прямые суммы: 
nR Coim D Ker D  ,    

mR Im D Coker D  ,                                     (4) 

где  Ker D  -  нуль-пространство, ядро отображения D ;  Im D   - множество  значений D ;   

Coker D  - дефектное подпространство;  Coim D   - прямое дополнение  к  Ker D   в nR ; с 

проекторами   P  и  Q  на подпространства  Ker D   и Coker D , соответственно; 

0 dimn Coker D . 

В случае 0n n  система  (1) является неуправляемой.  

В более общем случае 0 0n n   система (1) эквивалентна совокупности систем, 

включающей иерархическую систему первого уровня 
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                                                      (5) 

1 1( , ) ( , ) ( , ),x t s = x t s u t s                                                          (6) 

и иерархическую систему второго уровня 
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Функции 1 ( , ) Coker Dx t s    и  1 ( , ) Im Du t s   именуются далее функциями 

псевдосостояния и  псевдоуправления, соответственно; элемент ( , )u t s Ker D  подбирается 

произвольным образом, в частности, может быть и нулевым; матрица D
 ограниченная,  

полуобратная к D  - сужению D  на Coim D .   

Исследование полной управляемости системы (7) с условиями (8), (9) осуществляется 

методом каскадной декомпозиции (КД), который ранее применялся  (например,  [1] – [5]) 

при исследовании свойств динамических систем (робастности, инвариантности, 

управляемости, наблюдаемости и др.); при решении задач управления, в частности, задач с 

контрольными точками,  для различных динамических систем. Алгоритмический метод  КД 

заключается в поэтапном переходе от системы первого шага (7), с прямоугольной матрицей 

1D  1 1( dim )n Coker D ,  ко вполне аналогичным редуцированным системам в 

подпространствах. В силу конечномерности исходного пространства алгоритм «прямого 

хода»  полностью реализуется за p  шагов ( )p n .  Иерархическая система второго уровня 

последнего  p - го шага (c прямоугольной матрицей pD , dimp pn Coker D )    имеет вид  
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В случае 1p pn n   система  (10)  не является управляемой, а следовательно, и система 

(7), и система (1) являются неуправляемыми.  

В случае 1 0p pn n    строится, удовлетворяющая всем условиям (11), (12)  функция 

( , )px t s , например, вида 

2( 1)

1

( , ) ( ) ( ).
p

p pj pj

j

x t s s t 




                                                       (13) 

Затем находится функция ( , )pu t s  по формуле  

0

( , ) ( , ) ( ),

s

p p p pu t s D F s d h t    

где  

( , ) ( , )
( , ) ,

p p

p p

x t s x t s
F t s = B

t s

 


 
 

а функция ( )ph t  подбирается таким образом, чтобы выполнялись условия 

(0, ) ( ) ( )p p pou s I Q s  ,     ( , ) ( ) ( )p p pou T s I Q s  . 

Далее реализуется «обратный ход» КД, завершающийся построением функции 1( , )x t s , 

удовлетворяющей всем условиям (8), (9) и функции 1( , )u t s . Таким образом, применение 

МКД для исследования системы (7), с условиями (8), (9)  позволило не только выявить 

условия, влекущие ее полную управляемость,  но,  более того, позволило  в явном виде 

построить  функции псевдосостояния и псевдоуправления системы расщепления первого 

шага – иерархической системы второго уровня.  

Наличие функций 1( , )x t s , 1( , )u t s  позволяет решать задачу программного управления 

для полностью управляемой системы (1). Для состояния,  построенного по формуле (6) или, 

в развернутом виде,  по формуле  

 
2( 1)

1 1
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k j

u t s s tx t s =  


 

                                                  (14) 

строится управление  

1 1

0 0

( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ),

s

u t s D F t d d u t s h t s



                                                 (15) 

где  функции ( , )u t s  и ( , )h t s  подбираются произвольным образом. С этой найденной по 

формуле (15) функцией управления система переводится из состояния (2) в состояние (3). 

Таким образом, для динамической системы (1) с условиями (2), (3) решена  задача 

управления. Справедлива 

Теорема. Система (1) является ПУ   pD  - cюръекция. 



27 

При выполнении условий 1p   - кратной дифференцируемости функций ( )s  и ( )s , 

функции состояния и управления находятся по формулам (14) и (15). 

 

Литература 
1. Zubova S.P. Solution of the  multi-point control problem for a dynamic system in partial 

derivatives / S.P  Zubova, E.V Raetskaya // Mathematical Methods in the Applied Sciences, AIMS 

Press, New York - V. 44, N 15, 2021. -  P. 11998-12009. 

2.  Zubova S.P. Construction of Controls Providing the Desired Output of the Linear Dynamic 

System derivatives / S.P  Zubova, E.V Raetskaya //  Automation and Remote Control. - 2018. -79 

(5) -  P.  774-791. 

3. Раецкая Е.В. Исследование сингулярно возмущенной системы управления Вестник 

Тамбовского университета. Сер. Естественные и технические науки. Тамбов, –  2018. – Т. 23, 

№ 122. – С. 303-307. 

4. Zubova S.P. Algorithm to solve linear multipoint problems of control by the method of 

cascade decomposition / S.P  Zubova, E.V Raetskaya //  Automation and Remote Control. - 2017. -

78 (7) -  P.  1189-1202. 

5. Зубова С.П. Построение управления для получения заданного выхода в системе 

наблюдения / С.П. Зубова, Е.В. Раецкая // Вестник Тамбовского университета. Сер. 

Естественные и технические науки. Тамбов.- 2015. – Т. 20, № 5. - С. 1400 – 1404. 

 

© Зубова С.П., Раецкая Е.В. 

 

 

УДК 577.95 

 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БИОЛОГИЧЕСКОГО РЕАКТОРА 
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Рассматривается проточный реактор непрерывного действия, в котором выращивается 

биомасса на субстрате с учетом субстратного угнетения скорости роста биомассы. Система 

уравнений, описывающая рост биомассы X  на лимитирующем субстрате Y  с учетом 

субстратного угнетении при наличии диффузии субстрата и биомассы, имеет вид (в 

нормированном виде) [1] 

 

2

2 2

2

2 2

1

,
1

X X X XY
D v ,

t x x Y gY

Y Y Y XY
D v

t x x Y gY

  
  

    

  
  

    

    (1) 

где g  - параметр, характеризующий ингибирование, D  - коэффициент диффузии, v  - 

скорость поступления субстрата в реактор и скорость выхода биомассы, X  - концентрация 

биомассы, Y  - концентрация субстрата. 

К системе уравнений (1) добавляются начальные и граничные условия  

при 0t  : 0( 0)X t X  , 0( 0)Y t Y  ; 

при 0x  : 0X  , 0Y Y ; 

при x l : 0
X

x





, 0

Y

x





. 

Из анализа уравнений (1) следует, что при больших скоростях поступления субстрата в 

реактор может происходить «вымывание» биомассы как для диффузионный модели, так и 
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для реактора идеального смещения ( 0D  ) при превышении порогового значения скорости 

maxv v . Наличие диффузии понижает скорость «вымывания» биомассы. Это необходимо 

учитывать в технологических процессах [2].  

Для случая значений параметров 2g   и 0 2Y   скорость вымывания в модели (5) 

max 0.26v  . На рисунке приведена зависимость установившегося выхода биомассы из 

реактора в зависимости от скорости подачи субстрата (зависимости 0D   и 0.05D  ). 

Выход биомассы пропорционален скорости подачи субстрата, а вблизи критического 

значения скорости maxv v  происходит резкое падение выхода биомассы. Численная 

реализация построения решений уравнений (1) осуществлялась в среде программирования 

математического пакета Matlab [3, 4]. 

 
Зависимость установившегося выхода биомассы из реактора 

от скорости подачи субстрата. 
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Аннотация: cверточные нейронные сети (CNN) являются мощным инструментом 

для извлечения особенностей из изображений и широко используются в обработке 

изображений [1]. Видео - это набор изображений, записанных в разные моменты 

времени. Таким образом, видео имеет как пространственное, так и временное 

измерение. Для врача ультразвуковой диагностики, визуализирующего очаговое 

поражение печени и определяющего, является ли оно злокачественным или нет, важно 

изменение паренхимы данного органа в разных срезах и в различные временные 

промежутки. При выполнении ультразвукового исследования (УЗИ) печени  важно 

визуализировать очаговое изменение эхогенности данного органа, которое трактуется 

как наличие поражения [2]. При УЗИ выделяют 4 вида эхогенности образования: 

анэхогенное- полностью поглощает ультразвуковые волны, чаще всего жидкостная 

структура, изоэхогенное - имеет такую же плотность как и неизменённая ткань, 

гипоэхогенное- структурное изменение ткани исследуемого органа, характеризующееся 

сниженной плотностью и, соответственно, гиперэхогенное- образование, имеющее 

высокую плотность для прохождения ультразвуковых волн.  

Материалы и методы: для исследования возможностей применения нейронных 

сетей для диагностирования метастатического поражения печени по данным 

ультразвуковых исследований специалистами проводится обследование  пациентов на 

базе ФГБУ «НМИЦ онкологии им. Н.Н. Петрова» Минздрава России . В процессе 

исследования создается набор данных, содержащий видеозаписи длительностью от 7 до 

30 секунд, к каждой видеозаписи врач ультразвуковой диагностики создает текстовый 

документ с описанием состояния печени на основании следующих ультразвуковых 

параметров: оценка структуры и эхогенности паренхимы, оценка сосудистой 

архитектоники органа, выявление признаков диффузных и очаговых изменений, а так 

же при наличии очагового поражения полное описание изменений  согласно 

общеутверждённым нормам. Ниже приводится краткое описание собранных видео.  

 

Таблица 1. Описание набора данных. 

Тип Количество видеозаписей 

Нормальная печень 17 

Диффузные изменения печени (жировой 

гепатоз) без очаговых образований 

8 

Добкачественные очаговые образования 

(кисты, гемангиомы) 

5 

Очаги метастазирования 8 

 

В общей сложности было получено 38 видео, выполненных либо при продольном 

сканировании, либо визуализация из поперечного сканирования. Полученный набор 

требуется разделять на обучающий, валидационный и тестовый (60%, 20%, 20% 

соответственно). Из каждого видео извлекается максимальное количество кадров.  
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Задача, решаемая сервисом искусственного интеллекта - определение признаков 

наличия и локализации артефактов, характерных для рака печени [3]. Для каждого артефакта 

наиболее вероятная категория из приведенного ниже перечня и вероятность отнесения 

находки к этой категории в процентах:  

• злокачественное новообразование;  

• доброкачественное образование; 

• норма. 

Целью данного исследования является создание набора данных для изучения 

возможностей применения нейронных сетей для диагностирования очаговых 

образований печени и их дифференциальной диагностики по данным ультразвуковых 

исследований.  

Результаты: на данном этапе создан набор данных из 38 видео файлов, проведена 

разбивка видео файлов по кадрам. 

Выводы: выполнена подготовка дата сета к применению моделей, построенных на 

технологии сверточных нейронных сетей. Сформулирована задача, решаемая сервисом 

искусственного интеллекта. В процессе дальнейшей работы планируется увеличить базу 

видео изображений для проведения дальнейшего тестирования построенных моделей.  
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Целью исследователей последнего десятилетия является математическое 

моделирование и анализ математических моделей сетеподобных эволюционных 

процессов переноса применительно к дифференциальным системам с распределенными 

параметрами на сети. Сложность состоит в описании мест сочленения (узлах) линейных 

фрагментов сети. В технических задачах особый интерес вызывают гидродинамические 

процессы, осложненные термальным эффектом, а именно поглощением (выделением) 

https://doi.org/10.1155/2021/9938367
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энергии. При транспортировке вязкой среды по гидросети происходит нагрев 

(охлаждение) гидросистемы, а это значит что необходимо учитывать неизотермическую 

составляющую при анализе гидродинамического процесса. Для адекватного 

математического анализа гидродинамического процесса во всей гидросети требуется 

адекватное математическое описание процесса сопряжения (согласования) в узлах 

гидросистемы. 

Рассмотрим произвольный граф   с конечным числом ребер   и внутренних узлов 

 . Через ( )R   обозначим множество ребер, ориентированных «к узлу  », ( )r   – 

множество ребер, ориентированных «от узла  ».   – множество граничных узлов   

графа   и пусть 0  – объединение всех ребер, не содержащих концевых точек, 

0= (0, )T T   , = (0, )T T  . Каждое ребро   графа   параметризуется отрезком 

[0,1] и параметром [0,1]x , ориентация ребер установлена отрезком [0,1] . Пусть [ ]C   – 

множество непрерывных функций на  , [ ]C   – множество кусочно непрерывных 

функций и 
2[ ]C   – множество функций, все производные которых до второго порядка 

включительно принадлежат [ ]C  . 

Обозначим через ( )a x  – коэффициент, характеризующий определяющее свойство 

потокового процесса, а через ( )b x  – коэффициент, характеризующий условия перемещения 

потока, определяемые свойствами носителя потока. Функция ( , )u x t , ( , ) [0, ]x t T  (

0 T  ) удовлетворяет следующим соотношениям: 
2

2

( , ) ( , )
= ( ) ( ) ( , ), ,T

u x t u x t
a x b x u x t x

t x

 
 

 
                                           (1) 

   
( ) ( )

( ) ( )

(1, ) (0, )
(1, ) (0, ) , , (0, ),

R r
R r

u t u t
u t u t t T

dx dx 
 

 
                                  (2) 

Соотношение (1), (2) назовем уравнением переноса по сетевому носителю (графу  ) при 

изменении временной переменной (0, )t T . Присоединяя к уравнению (1), (2) начальное 

( ,0) = ( ),u x x x                                                                    (3) 

и граничные 

(0, ) = 0, (1, ) = 0, (0, )u t u t t T                                                        (4) 

условия, получаем начально-краевую задачу (1)-(4). 

Можно считать, что область T  определена уравнением (1), (2). При этом 

соотношения (4) задаются на множестве (0, )T . Функция ( , )u x t  класса 
2( ) ( [0, ])TС C T   является решением краевой задачи (1)-(4). Она удовлетворяет 

уравнению (1), (2) в области T , начальным условиям (3.27) при = 0t , x  и 

граничным условиям (4) в области (0, )T . 

Начально-краевая задача (1)-(4) имеет единственное слабое решение ( , )u x t , 

непрерывно зависящее от исходных данных. 

Аппроксимация начально-краевой задачи (1)–(4) приводит к разностной схеме: 

 

   
 

     
 

1

1 1

2

2
= ( ) , =1, 1,

j j j j j

k k k k k
j

k k k

u u u u u
a b u k n

h

    

 



   
   

1 1

( ) 0 ( )

1 1 1 1

1 1 0

( ) ( )

( ) ( ) ,

(( ) ( ) ) (( ) ( ) ),

j j

n R r

j j j j

n n

R r

u u

u u u u

   

   
   

 

 

   



 



   
                                            (5) 

0 1 1

0 1, 0, , ( ) ( ) 0.j j

k ku k n u u   
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Индексом k  пронумерованы узловые точки деления ребер для пространственной 

переменной x , индексом j  – узловые точки деления для временной переменной [0,1]t . 

Подробное описание разностной схемы (5) представлено ниже. 

Фрагмент разностной схемы для ребра  : 

       

   

1

1 1

2

(1 2 ) ,

1, 1, , .

j j j j

k k k k k k k k

k k k k

u s u s w u s u

k n s a w b
h

   

 






     

   
 

Фрагмент разностной схемы для балансных соотношений: 
1 1

( ) 0 ( )

1 1 1 1

1 1 0

( ) ( )

( ) ( ) ,

(( ) ( ) ) (( ) ( ) ),

j j

n R r

j j j j

n n

R r

u u

u u u u

   

   
   

 

 

   



 



   
 

Фрагмент разностной схемы для начальных условий: 
0 , 0, .k ku k n   

Фрагмент разностной схемы для граничных условий: 
1

0

1

1

( ) 0,

( ) 0.

j

j

u

u












 

Представлена аппроксимация математической модели сетеподобных эволюционных 

процессов переноса, описываемых дифференциальным системам с распределенными 

параметрами на произвольной сети (графе). Построены разностные схемы для 

математических моделей с носителями на основных фрагментах сети (произвольного графа). 

Результаты работы могут быть использованы в задачах оптимального управления 

указанными эволюционными процессами в сетях [6-10]. 
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Рассмотрим подходы при построении аппроксимаций эволюционных операторов, 

формализмами которых описываются эволюционные потоковые явления. Обозначим 

через ( )R t  линейное многообразие функций ( )x t  , для каждого фиксированного 

[0 ]t T   (здесь через ( )R t  обозначено множество функций ( )x t   непрерывно-

дифференцируемых по переменной t  и имеющих определенную гладкость по 

переменной x ). 

Для функции ( )x t    рассмотрим эволюционную задачу 

(( ) ( )) (0 ]

0

f x t \ \ J T
t

x \ t




 


          



     

                                           (1) 

где    множество функций ( )R t , удовлетворяющих условию 

, (0 ],x t T      

здесь заданная функция G   ( ( )G R t  – заданное линейное многообразие), оператор   

определен дифференциальным выражением вида 
2

2
( ) ( ) ( )

d
q x x \ \ J

dx
           . 

Пусть задача (1) имеет единственное решение   и пусть это решение непрерывно 

в [0 ]T  . Вначале аппроксимируем задачу (1) в области [0 ]h T    по 

пространственной переменной x . Получим обыкновенное дифференциальное уравнение 

по временной переменной t  и разностное по пространственной переменной x  – 

дифференциально-разностное уравнение. Приходим к дифференциально-разностной 

задаче 

hk
k k k k

d
f

dt


        

здесь k kf    сеточные функции времени t , h - конечно-разностный оператор 

соответствующий  , k  – индекс, соответствующий точкам деления ребер графа   

пространственной переменной x  с шагом h . 

Далее рассмотрим аппроксимацию по временной переменной с шагом   
1

0
j j

h j jk k
k k k kf

 
  



 
      

здесь j  – индекс, соответствующий точкам деления отрезка [0, ]T  по временной переменной 

t ; 
j

kf   компоненты проекции функции 
j

kf  на сетку { ( 0 ) / }j jt t j j L T L       , можно 

считать ( )j

k k jf f t . 

Рассмотрим разностную схему на примере первой краевой задачи решение для 

эволюционной дифференциальной системы. Математическая модель имеет вид: 
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( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ) = ( , )

u x t u x t
a x b x u x t f x t

t x x

   
  

   
,                                        (2) 

 
 

 
 

(1, ) (0, )
(1, ) (0, ) , 1 0 ,

R r

u t u t
u t u t a a

x x

 

   
    

 
 

 
                                 (3) 

=0( , ) | = ( ),tu x t x x  ,                                                            (4) 

 ( , ) | = 0, 0, , 0xu x t t T T    .                                                   (5) 

Разобьем ребра   сети   точками kh  ( k – натуральные числа, 1,k N , 0h   – 

фиксированное число, равное длине элементарного отрезка kh ), при этом считаем, что 

внутренние узлы ( )J    графа входят в число таких точек. Множество точек  kh  назовем 

сеткой   и обозначим h . Для сеточных функций hu  (индекс h  для упрощения записи 

иногда опускается), определенных на h  и соответствующих функциям ( ),u x x , введем 

разностные операции (разностные отношения) 
1

( ) ( ( ) ( ))
x

u x u x h u x
h

   , 

1
( ) ( ( ) ( ))xu x u x u x h

h
    (правое и левое разностные отношения). Переменные xu  и 

x
u  

являются разностным аналогом производной 
( , )u x t

t




. В силу представленных обозначений 

разностная схема принимает вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( ),h x h hx x
u x a u x b u x f x                                                    (6) 

( ) 0,hhu x


                                                                     (7) 

0
.h ht

u 

                                                                       (8) 

В соотношении (8) сеточная функция h  в точке kh  отрезка kh  равна усреднению 

1
( )

kh

h x dx
h



   . Аналогично строятся сеточные функции ha  и hb . Сеточная функция ( )hf x  

строится по заданной функции f  в соответствии с соотношением (усреднение) 

,

( , )

1
( , ) ,

T

h k j

k j

f f x t dxdt
h



   где ( , ) ( ,( 1) )T khk j j j      . 

Разностная схема (6)-(8) для каждого слоя jt t  ( 1,j L ) представляется в виде 

линейной алгебраической системы уравнений относительно значений сеточной функции, 

однозначно разрешимую для всех 0  . Здесь 0 0   – некоторое фиксированное число. 

Предположение, что решение задачи (1) ищется в пространстве интегрируемых функций, 

приводит к тому, что решение как сеточная функция удовлетворяет тождеству 

 h x x h h h h h
h hΓ Γ

+

+a u η +b u η = f η ,hx
u 



   

имеющему месту во всех слоях jt t , где 
h

  – множество вершин x kh  ячеек kh , 

принадлежащих сетке h , h  – произвольная сеточная функция h , равная нулю в граничных 

узлах h . Система (6), (7) при 0   однозначно разрешима на слое jt t при любых ( )hf x . 

Разностная схема (6), (7) устойчива. Сходимость приближенных решений есть прямое 

следствие устойчивости разностной схемы при выбранной аппроксимации 

дифференциального уравнения или систем уравнений. 
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АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ПОЛЯ СКОРОСТЕЙ НА ОСНОВЕ 
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Не смотря на существующее многообразие методов цифровой обработки изображений, 

разработка новых методов по-прежнему остается актуальной задачей. Такие алгоритмы 

имеют множество приложений в разных сферах. Примерами применения алгоритмов 

построения поля скоростей могут служить системы детектирования движения, системы 

наружного наблюдения, программы обработки радионуклидных исследований. 

Задача построения поля скоростей исследовалась многими авторами [1-3]. В основе 

данных работ лежит предположение о постоянстве яркости вдоль траекторий. В работах  

[4, 5] рассматриваются оптимизационные алгоритмы построения поля скоростей как на 

основе дискретных систем [4], так и на основе непрерывных систем [5]. В данной работе 

представлен алгоритм построения поля скоростей на основе оптимизационного подхода с 

разбиением изображений на подобласти с использованием морфологических операций [6]. 

Рассматривается система дифференциальных уравнений 

 ( , , ),x f t x u     (1) 

где t   – время, x   – пространственный вектор координат, ,nx  u  – вектор параметров, 

.mu  В рассмотрение вводится функция ( , )t x   – количественная характеристика 

изображения (яркость), которая будет зависеть от времени и пространственных координат. 

Предполагается, что яркость остается неизменной вдоль траекторий системы (1), то есть 

(1)| 0.
d

dt


  

Считается, что функция ( , )t x   задана, требуется восстановить правую часть 

системы (1), заданную функцией ( , , )f t x u , где вектор 1( ,..., )mu u u  является неизвестным. 

Задача поиска вектора параметров сводится к задаче оптимизации [5]. Оптимизационный 

алгоритм строится на основе аналитического представления градиента исследуемого 

функционала.  

Изображения могут содержать информацию о сложных движениях различных 

объектов, поэтому в работе предлагается разбиение изображений на подобласти в 
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предположении, что движение в каждой подобласти описывается своей системой уравнений, 

в частности системой линейного приближения.  В основе алгоритма разбиения изображений 

на подобласти лежит морфологический подход обработки изображений с операциями 

дилатации и замыкания. Предложенный алгоритм может применяться для обработки 

различных последовательностей изображений, в частности, при обработке медицинских 

диагностических изображений. 
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Пусть основной (невозмущенный) поток удовлетворяет уравнениям вида 

   
 

  
  

 

 

   

   
   

    
 

   
 

 
        

   
 

   

 
                                            (1) 

где t - время, xj. - декартовы координаты, U
0
i- компоненты вектора скорости, P

0
 - давление в 

жидкости, ρ - плотность жидкости, v – коэффициент кинематической вязкости, i =1,2,3. 

Внесем в этот поток эллипсоид. Уравнение эллипсоида в системе координат yi пусть 

задано таким образом, что направление осей yi совпадает с направлением полуосей ai. тогда 

уравнение полуосей имеет вид: 

ai = a + ε(α δi2 + δi3)a.                                                              (2) 

где ε – малый параметр , 0 <α<1, a – радиус сферы. Это уравнение (2) описывает эллипсоид, 

у которого две полуоси мало отличаются от радиуса сферы, δij- тензор Кронекера. 

Рассмотрим новую систему координат                             
 
     

Тогда уравнение эллипсоида в новой системе координат имеет вид: zjzj,=a
2
 (По 

повторным индексам ведется суммирование). Применяя к уравнениям (1) методы 

операционного исчисления получим: 
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                                                (3) 

где р - параметр преобразования Лапласа ; U
*эл

i, P
*эл

 - образы компонент поля скоростей и 

давления в возмущенном эллипсоидом потоке, μ, = ρv. 

Граничные условия для уравнений (3) имеют вид: 

U
*эл

i|r=a= 0;  U
*эл

i|r→  = U
*

i (zm,,p),                                                 (4) 

где r
2
 = zj  zj, U

*
I - компоненты образа скорости невозмущенного потока. 

Решение уравнений (3) с учетом граничных условии (4) будет: 

U
*эл

i=U
*c

i(zm,,p)+εV
*эл

i(zm,,p)+…;P
*эл

=P
*c

(zm,,p)+εP
*1

(zm,,p)+ …                      (5) 

Нулевое приближение задачи согласно (5) будет обтекание сферы неустановившимся 

потоком вязкой несжимаемой жидкости. Первое приближение: 

 
    

   

   
 

 

   

 
 

 
  

    
 

 

    

   
             

    
  

   
  

   

 

   
   

   
   

   
   

   
           

   
  

   
                                                           (6) 

Граничные условия 

V
*эл

i|r=a= 0; V
*эл

i|r→  = 0.                                                             (7) 

Решение (6) с учетом (7) представим как 
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Подставим решения (8) в уравнения (6) - (7), то 
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где     ,  
   - неизвестные функции координат и времени t; при этом     

    удовлетворяет  

тW
*эл

i|r=a=              
   

  

   
; W

*эл
i|r→  = 0. Согласно результатам работы [4] имеем для 

сферы с условием прилипания жидкости на ее поверхности 

  
 
     

 

   

 
  
 

  
 

   
 

 
 

 

 
 

        
 

 
 

       
 

 
 

  
 

 
 

          
 

 
 

       
 

 
 

   
 

 
 

 

 
 

          
 

 
  

       
 

 
 

 
   

   
       

  
     

    
 

 
 

        
 

 
 

       
 

 
 

   
 

 
 

          
 

 
 

       
 

 
 

 
   

   
      

 
  
 

  
 

    (10) 

где       – функция Макдональда дробного порядка;    - давление невозмущенного потока; 

  - координаты центра эллипсоида,        .  
Решение (9) с учетом соответствующих граничных условий будет: 
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где   
                                 и образуют перестановку чисел 

1,2,3;   
               

 
 - постоянные определяются из системы уравнений (4). Они имеют вид: 

          
      ,                                             
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Затем получены оригиналы поля скоростей и давлений возмущенного течения, которые 

ввиду громоздкости здесь не приведены.  

Определим силовое воздействие на эллипсоид по формуле 

  
            

   

   

где      - площадь поверхности,   - компоненты нормали к данной поверхности,       тензор 

напряжений возмущенного потока жидкости. Используя нулевое и первое приближение в 

разложении (5), из (12) получено выражение для силы, действующей на эллипсоид. С учетом 

зависимости тензора напряжений от скорости и давления в жидкости 

  
     

    
  

   
     

     

где    
  – компоненты силового воздействия на сферу, помещенную в нестационарный 

неоднородный поток вязкой несжимаемой жидкости       
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   силовое воздействие на эллипсоид, помещенный в 

установившийся поток неоднородной жидкости 
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Первое приближение за счет не стационарности потока будет: 

                                             
   

   

      

 
 

 
 
 

 
 

   

 
 

    

   

   

 

 

         
  

  
 

   

   

 

 

         

                     
   

   

                      

Точность решения задачи для силового воздействия будет порядка   , для компонент 

вектора скорости порядка (a/L), где L - расстояние от центра эллипсоида до особенностей 

основного потока. 
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В широком смысле телемедицина - это обмен информацией о состоянии здоровья 

пациентов профессионалами с помощью телекоммуникационных технологий, таких как 

мобильные приложения, видеоконференции, электронные письма, с целью лечения, 

профилактики заболеваний, травм, исследований, оценки, непрерывного образования 

медицинских работников и укрепления здоровья отдельных людей и сообществ [1, 2]. 

С марта 2020 года из-за эпидемии коронавируса в США применение телемедицинских 

технологий увеличилось на 154% [3]. Более широкое использование телемедицины также 

отмечено в различных странах после начала пандемии коронавирусной инфекции. 

Телемедицина в России переживает значительное развитие, трансформацию и становится 

драйвером новых технологий оказания медицинской помощи. Использование 

телемедицинских технологий для дистанционного мониторинга артериального давления и 

теле-ЭКГ помогает выявлять и оценивать состояние пациентов с хронической сердечной 

недостаточностью  [4, 5]. 

 Телемедицина оказывает положительное воздействие, такое как уменьшение 

вариабельности диагноза, улучшение клинического ведения и предоставления медицинских 

услуг во всем мире за счет повышения доступности, качества, эффективности и 

рентабельности [1]. Телемедицина - это мост между профессионалами и пациентами. 

Телепсихиатрия в отделении неотложной помощи в настоящее время способна повысить 

качество и эффективность медицинской помощи [6]. В России по телекоммуникационным 

системам разрешено консультировать пациентов из многих регионов Российской Федерации, 

особенно в области акушерства и гинекологии [7]. Телеконсультация помогает преодолеть 

дистанционные барьеры и улучшить доступ к медицинской помощи [8]. 

Целью этого исследования является разработка телемедицинского приложения на базе 

Android в качестве инструмента консультаций с пациентами и врачами. Пациенты могут 

записаться на прием к врачу, как соответствующей специальности, так и в соответствии с  

жалобами пациента. Пациенты могут консультироваться с помощью чата и видеозвонков, а 

также осуществлять платежи банковским переводом. 

Можно выделить три основные функциональные требования к разрабатываемой 

платформе: 

1. удобство проведения телемедицинских консультаций как в режиме реального 

времени, так и в отложенном формате; 

2. хранение информации (медицинской, личных данных) пациента; 

3. наблюдение и оценка за качеством работы врачей. 

Разработка мобильного приложения выполняется с помощью платформы Flutter 

framework с Android Studio IDE с базой данных MySQL. Для соединения между 

приложением и базой данных используется технология REST API. Разработка приложения 

ведется как интерактивными, так и инкрементальными методами, реализован приоритет 

функций для повышения эффективности. Оценка приложения делается на основе паттернов 

– декомпозиции, единиц поставки функциональности и задач функциональности, оценки в 

группах, временных затратах [9].  

Разработка приложений для  телемедицины повышает эффективность медицинских 

услуг и снижает затраты на здравоохранение. 
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Программный пакет Jamovi появился в 2017 году под руководством таких людей как: 

Джонатан Лав, Дэмиан Дропманн и Рави Селкер [1]. Программа написана при помощи языка 

R, что позволяет разрабатывать новые статистические методы, и включать их в 

дополнительные модули. Программа имеет облачную реализацию. 

Jamovi – это открытая и бесплатная платформа для решения многих 

статистических задач, которая является хорошей альтернативой дорогостоящим 

продуктам, таким как SPSS, SAS и Statistica. Также программа имеет специальные 
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пакеты для обработки медицинских данных, построения систем поддержки принятия 

диагностических решений, кривых выживаемости, линейной и логической регрессий. 

Особым преимуществом программного пакета является возможность импортирования 

файлов с данными в огромном количестве расширений таких как .xls, .xslx .xpt, .csv и 

др. В свою очередь Jamovi сохраняет данные, анализ и результаты в одном файле со 

специальным расширением .omv [2]. 

Рассмотрим обработку эмпирических данных таблиц при помощи методов 

описательной статистики в Jamovi. Чтобы перейти в окно, в котором проводится 

описательная статистика, следует зайти во вкладку «Анализы», далее нажать на иконку 

«Разведочный» и в выпавшем меню выбрать строку с названием «Описательные 

статистики».  

Описательная статистика помогает собрать первичную информацию про базу 

данных. Основным объектом рассмотрения описательной статистики является частотное 

распределение переменной, которое в свою очередь делится на три группы: меры 

среднего уровня, меры рассеивания и меры распределения. Можно рассмотреть 

описательную статистику в зависимости от разделения по исходу [3].  

Меры среднего уровня, иначе центральная тенденция, включают в себя такие 

понятия как среднее, мода и медиана. В меры рассеивания (дисперсии) входят понятия 

дисперсии, стандартного отклонения, стандартной ошибки средней, диапазона 

(размаха), минимума и максимума. Группа мер распределения состоит из асимметрии и 

эксцесса. 

 

 
Рис. 1. Меню описательной статистики Jamovi. 

 

При применении описательной статистики к базе в зависимости от группировки по 

столбцу ИВЛ, получена таблица со следующими данными: 
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Описательные статистики 

  ИВЛ Возраст Лейкоциты 

(10^9/л) 

Лимфоциты, 

(10^9/л) 

N 

  

0 97 97 97 

1 202 200 200 

Пропущенный 

  

0 0 0 0 

1 0 2 2 

Среднее 

  

0 66.7 9.45 1.06 

1 69.4 10.4 0.989 

Медиана 

  

0 69 8.28 0.960 

1 70.0 9.31 0.700 

Стандартное 

отклонение 

  

0 13.6 5.09 0.614 

1 13.5 5.20 1.12 

Дисперсия 

  

0 186 25.9 0.376 

1 181 27.1 1.25 

Асимметрия 

  

0 -0.455 1.32 1.51 

1 -0.338 1.77 4.36 

Эксцесс 

  

0 -0.414 1.90 3.08 

1 -0.492 5.48 22.0 

Благодаря удобству работы, программный пакет Jamovi имеет очень много шансов 

занять лидирующую позицию в статистической обработке данных. 
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Процесс решения ряда задач в области высшей математики значительно упрощается, 

если использовать процесс перехода от оригиналов f  к изображениям F . 
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Зачастую необходимо решить следующую задачу: найти частное решение 

неоднородного уравнения второго порядка y +py +qy=f(x)   с постоянными коэффициентами, 

при заданных начальных условиях: y(0)= , y (0)= . 

Понятно, что исходное дифференциальное уравнение может быть  однородным: 

y +py +qy=0  . Однако и для него можно применить методы операционного исчисления в 

вышеизложенной формулировке. Нужно отметить, что в задачах и примерах практического 

характера однородное дифференциальное уравнение второго порядка встречается крайне 

редко [2]. 

Известно, что неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка можно 

решить тремя способами: методом подбора частного решения по виду правой части, методом 

вариации произвольных постоянных, с помощью операционного исчисления. 

Запишем уравнение y +py +qy=f(x)   в следующем виде: x (t)+px (t)+qx(t)=f(t)  , где t - 

независимая переменная, а ( )x t  - функция от t . Найдем частное решение неоднородного 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. Решим данную задачу методом 

операционного исчисления. Для этого нужно использовать таблицу оригиналов и 

изображений, где p s iw   обозначает комплексную переменную. 

 По таблице преобразований Лапласа необходимо превратить x , x  и ( )f t  в 

некоторые изображения. Далее выполняются простые арифметические действие и 

вычисления, в конце используется обратное преобразование Лапласа. По данному алгоритму 

будет найдено искомое частное решение исходного дифференциального уравнения второго 

порядка. 

Пример 1. Материальная точка массы m  движется прямолинейно под действием 

возмущающей силы f=2msint  и силы сопротивления R=mv , где v  - скорость точки. Найти 

закон движения ( )x x t , если в начальный момент времени (0) 0x  , (0) 1v  . 

Решение. Так как тело движется по закону ( )x x t , то из физического смысла 

производных следует, что производная первого порядка x (t)  представляет собой скорость 

движения материальной точки, а вторая производная x (t)  ее ускорение в момент времени t . 

По второму закону Ньютона mx =F , где m  - масса точки, F  - равнодействующая всех сил, 

действующих на точку, равная F=f-R=2msint-mx' .  Получим уравнение движения точки: 

mx =2msint-mx  . 
Таким образом, для определения закона движения точки получается следующая задача 

Коши: x +x'=2sint,  (0) 0x  , (0) 1x  . 

Перемещение точки за время от до находится по формуле 
2 2

1 1

x= ( ) ( )

t t

t t

x t dt v t dt   . 

Эту задачу можно решить операционными методами. Обозначим ( )x t ≓ ( )X p , ( )x t ≓

( )pX p , ( )x t ≓ 2 ( ) 1p X p  , sint≓
2

1

1p 
. 

Получаем уравнение для изображения: 
2 ( ) 1p X p   ( )pX p 

2

1

1p 
, из которого 

находим 
2

2

2 2 2 2

2 1 2 3
( ) 1 ( 1)

1 1 1 ( 1)( 1)

p
X p p X

p p p p p p


      

    
. 

Методом неопределенных коэффициентов разложим X  на сумму и разность 

простейших дробей 

21 1

A B Cp N

p p p


  

 

2

2

3

( 1)( 1)

p

p p p



 
; 

2 2 2 2( 1)( 1) ( 1) ( )( ) 3A p p Bp p Cp N p p p         ; 
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3 2 3 3 2 2 2( 1) ( ) ( ) ( ) 3A p p p B p p C p p N p p p           ; 

Приравняем коэффициенты при соответствующих степенях и решим систему:  

0, 3 , 2,

1, 3 (3 ) 1, 1,

0, (3 ), 1,

3; 3; 3;

A B C B C B

A N C C B C

A B N N B N

A A A

         
  

          
   

         
      

 

2 2 2

3 2 1 1 1 1
3 2

1 1 1 1 1

p p
X

p p p p p p p


        

    
. 

Находим оригинал от каждой простейшей дроби:  

1
3 [1

p
 ≓

1
] 3 1 3

p
   ; te ≓

1 1
2

p p 


 
≓2 te ; 

cos t ≓
2 2

p

p 



cos t≓

2 1

p

p 
; 

sin t ≓
2 2p







sin t≓

2

1

1p 
, 

и получаем решение исходной задачи ( ) 3 2 cos sintx t e t t    . 

Ответ: ( ) 3 2 cos sintx t e t t    . 
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НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 
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«Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций им. проф. 

М. А. Бонч-Бруевича», г. Санкт-Петербург 
 

Ниже рассматривается задача быстродействия для объекта, движение которого 

описывается нелинейной системой обыкновенных дифференциальных уравнений. В теории 

игр эта задача получила название игры «шофер-убийца» [1-6]. Так же  задачи, подобные 

рассматриваемой, решаются методами теории оптимального управления [7-11]. 

Далее будем рассматривать траектории движения, описываемого следующей системой 
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1

2

sin ,

cos ,

,

.

x

y

Vx W

y V W

u

V au





 



 





     (1) 

Управляемый объект переводится из начальной точки  0 0 0 0, , ,x y V  в область 

 00,0,cos 1,T V  , где T– конечный момент времени. Вектор управления  
*

1 2( ), ( )u t u t  

кусочно-непрерывная функция, удовлетворяющая ограничениям 1 2( ) 1, ( ) 1t u tu   . 

Курсовой угол ( )t и скорость объекта ( )V t  удовлетворяют ограничениям 

 0 0( ) 2 , ( ) , 2t V t V V a      , угловая скорость  ,  ускорение a  и возмущения ,x yW W  

— положительные неравные нулю постоянные. Кроме того, накладываются  

ограничения на курсовой угол и конечное значение скорости. Рассмотрим частный 

случай, когда существует допустимое и удовлетворяющее необходимому условию 

оптимальности движение с одним переключением курсового угла, в точке 

переключения угла не происходит переключения управления скоростью. В работе [12] 

для данного случая была сформулирована и доказана теорема. 

Теорема. Теорема. Пусть для движения управляемого объекта, описываемого 

системой (1), существуют траектории, с одной точкой переключения управления 

курсовым углом, являющиеся решением поставленной задачи. Тогда эти траектории 

имеют одну или же три, точки переключения управления скоростью. 

В следствии к теореме [13] приводятся все варианты движений, претендующих на 

оптимальность и подробно рассмотрены условия существования траекторий с одним 

переключением управления скоростью 1.1, 1.2, 2.1, 2.2.  Ниже рассмотрим случаи с 

тремя точками переключения – 1.3, 1.4, 2.3, 2.4. Пусть pt  – момент переключения угла, 

it – моменты переключения скорости, i – значения курсового угла в моменты it . Итак 

0 1

1 11, 0, , 1, , .p pu t t u t t T              

1.3.      0 1 2 3

2 1 2 1 2 2 2 3 2 31, 0, , 1, , , , 1, , , 1, , .p pu t t u t t t t t u t t t u t t T                 

 

1.4.      0 1 2 3

2 1 2 1 2 2 2 3 2 31, 0, , 1, , , 1, , , , 1, , .p pu t t u t t t u t t t t t u t t T                 

 

 
0 1

1 11, 0, , 1, , .p pu t t u t t T             

2.3.      0 1 2 3

2 1 2 1 2 2 2 3 2 31, 0, , 1, , , , 1, , , 1, , .p pu t t u t t t t t u t t t u t t T                 

 

2.4.      0 1 2 3

2 1 2 1 2 2 2 3 2 31, 0, , 1, , , , 1, , , 1, , .p pu t t u t t t t t u t t t u t t T                 

 

В дальнейшем нам понадобятся уравнения, полученные в результате интегрирования 

системы (3), сопряженной (1) и гамильтониан (2)  исходной системы. Имеем 

 

1 2 3 4 1 2 1( , , , , , , , , , , ) ( sin )xH x y V u u t V W            

2 1 3 2 4( cos )yWV u au                       (2) 

и 
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1

2

3 1 2

4 1 2

0,

0,

( cos sin ),

( sin cos ).

V V





    

    





  

  

     (3) 

 

Интегрируя (3) получим 1 1 2 2, ,C C     

 

3 1 2 3 1 1cos sin ( cos )y yC V dt C V dt C C V W dt CW t               

2 2 3 2 2 1 1 3( sin )x x x yC V W dt C W t C C xdt C W t C ydt CW t C              

2 1 3( ) ( ) .x yC x W t C y W C          (4) 

 

4 1 2 4( sin cos ) cos( )C C dt C dt              

4 4

1

sin( )
,C C

u

 




      

 

где 1 2( ).arctg C C   В дальнейшем будем считать, что если   0

0 10 , 12 , u      и 

  0

0 10,2 , 1.u    Рассмотрим вариант движения 1.3 

 

     0 1 2 3

2 1 2 1 2 2 2 3 2 31, 0, , 1, , , , 1, , , 1, , .p pu t t u t t t t t u t t t u t t T                   

 

В точке 1t функция 1
4 1 40

1

sin( )
( ) 0,t C

u

 





    откуда  2t

1
4 0

1

sin( )
.C

u

 




  В точке 2t

функция 2 2
4 2 4 41 0

1 1

sin( ) sin( )
( ) 0,t C C

u u

   


 

 
      откуда следует, что 

2
4 0

1

sin( )
.C

u

 




   Отсюда получаем равенство 1 2

4 0 0

1 1

sin( ) sin( )
C

u u

   

 

 
    и 

1 2

0 0

1 1

sin( ) sin( )
0,

u u

   

 

 
  т.е. 1 2sin( ) sin( ) 0.       С другой стороны 

1
4 0 0

1 1

sin( ) sin( )
( )

p

pt
u u

   


 

 
    и, кроме того, 

2 2
4 1 1 0 0

1 1 1 1

sin( ) sin( )sin( ) sin( )
( ) .

p p

pt
u u u u

      


   

  
      Отсюда следует, что 

2 12sin( ) sin( ) sin( ) 0p            и sin( ) 0,p   т.е. .p k     Так как 

     2 1 2 1 2 1sin( ) sin( ) 2sin 2 / 2 cos / 2 0,               откуда следует, что   

  2 1sin 2 / 2 0,     или    2 1cos / 2 0.    В первом случае 2 1 2 2 .n       Тогда 

время 1 22 2 2 2 2 2 ( ) 2 .p k n k n                  Но это противоречит 

ограничениям, накладываемым на скорость, откуда следует,  что следует рассматривать 

вариант когда   2 1cos / 2 0,    а тогда 2 1 2 .m       В данном случае вопрос о 

существовании искомого движения требует дальнейшего исследования.  
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Теперь рассмотрим вариант движения 1.4. В этом случае 2 3sin( ) sin( ) 0        и 

sin( ) 0,p   ,p k    а кроме того      3 2 3 2sin 2 / 2 cos / 2 0.       Если равен 

нулю первый сомножитель, то 2 32 2 2 2 2 2 ( ) 2 .p k n k n                  Во втором 

случае 3 2 2 .m      Ситуация та же, что и в случае  1.3. Аналогичная ситуация имеет 

место и при рассмотрении движения 2.3, 2.4.   
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О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ПРЕСЛЕДОВАНИЯ ДЛЯ ОДНОЙ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЫ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

 

Мухсинов Е.М. 

 

Таджикский государственный университет права, бизнеса и политики, 

г. Худжанд, Таджикистан 

 

 

В гильбертовом пространстве   рассмотрим дифференциальную игру, описываемую 

дифференциальным уравнением дробного порядка  

 

                                    (1) 

 

и терминальным множеством    которое является замкнутым подпространством 

пространства    
В игре (1)                    - дробная производная Капуто порядка          

от функции      линейный замкнутый оператор      , имеющий плотную в    область 

определения   , порождает сильно непрерывную полугруппу      .  Далее,    и   -

гильбертовы пространства,             -множество всех измеримых отображений , 

действующих из         в                    -управление преследования ,      
            -управление убегания, причем на эти управления наложены следующие 

интегральные ограничения  

 

              

 
                                 

 
       (2) 

 

Определение 1 [1, с 2101]. Линейный и замкнутый оператор       называется 

оператором типа           )  , если существуют       
        и      такие, что у 

оператора   существует    резолвента                    вне сектора      
                         и имеет место следующая оценка 

 

            
 

      
          

 

Как отмечается в работе [1, с.2102] если  является оператором типа           , то он 

порождает сильно непрерывную полугруппу  

 

      
 

   
        

 

       

 

где   контур для которого     и           
В силу [1, с.2102]можно показать, что если линейный замкнутый оператор   является 

оператором типа           , а отображение                  удовлетворяет условию 

Гельдера с показателем         , то задача Коши (1) с начальным условием  

 

         
                    (3) 

 

имеет единственное решение вида  
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          (4) 

где 

      
 

   
    

 

                    
 

   
    

 

               

 

Поэтому, следуя А.Фридману [2, с.95] дадим следующее 

Определение 2. Если отображение                  локально интегрируемо, то 

решением задачи Коши (1) с начальным условием (3) и соответствующим управлениям  

     и       будем называть отображение вида (4), где интеграл понимается в смысле 

Бохнера. 

В дальнейшем,    ортогональное дополнение к   в  ,    оператор ортогонального 

проектирования из   на   ,                           , где                

линейные ограниченные операторы. 

Следующая теорема обеспечить разрешимость задачи преследования в смысле 

Л.С.Понтрягина [3, с.309] для дифференциальной игры (1). 

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 

1) существует линейный оператор          непрерывно зависящий от      

такой, что                   
2) если  

                          

 

 

           

 

 

      

то при всех     имеет место неравенство       ; 

3) начальная точка        и число  такие, что имеет место включение 

                                    
 

 
           

 

 
         

 
   (5) 

 

Тогда в игре (1) из начальной точки        возможно преследование за время  . 

Замечание. Аналогичная задача исследуется в[4, с.109], где линейный оператор 

 является ограниченным, а игра происходит в конечномерном пространстве. 
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ПРОГРАММНОГО УПРАВЛЕНИЯ ПУЧКОМ ТРАЕКТОРИЙ 

 

Овсянников Д.А., Котина Е.Д. 

 

Санкт-Петербургский государственный университет, г. Санкт-Петербург 

 

Построению программных управлений посвящено много работ различных авторов. В 

данной работе рассматривается задача программного управления пучком траекторий [1, 2]. 

Исследуется задача перевода центра тяжести одного множества в центр тяжести другого 

множества. Такие задачи возникают при управлении пучками заряженных частиц, а также, 

например, при обработке изображений [3, 4]. 

В работе рассматривается нелинейная управляемая динамическая система 

 ( , , ),x f t x u   (1) 

с начальными условиями 

0 0(0) ,x x M 
0 .nM R                                                          (2) 

В формуле (1) t  время, x n вектор фазовых координат 1 2, ,..., nx x x , r мерная 

вектор-функция на [0, ]T , ( , , )f t x u  n мерная вектор-функция непрерывная вместе с 

частными производными f x  , xdiv f x  , 
1

( )
n

x i ii
div f f x


   по переменным ,x u  и 

кусочно-непрерывная по t . Считаем, что управления ( )u u t составляют класс D  векторных 

кусочно-непрерывных функций со значениями в U ,U   компакт в rR . 

Пусть 

0( ) ( , , )tx t x x t x u  , [0, ]t T                                                    (3) 

решения системы (1) с начальным условием (2). 

Через , 0 0 0{ ( ) ( , , ), }T uM x T x T x u x M   обозначим сечение пучка траекторий в момент 

времени T , при фиксированном векторе управления u . 

В работе также рассматривается функция плотности распределения ( , )t x  , которая 

в различных задачах механики и электродинамики играет роль плотности распределения 

массы или заряда. В задачах обработки изображений эта функция может также играть роль 

количественной характеристики изображения (яркости), зависящей от пространственных 

координат и времени, или интенсивности распределения радиофармпрепарата при анализе 

данных радионуклидных исследований [3,4]. 

Уравнение, которое при заданной вектор-функции ( , , )f t x u , определяет изменение 

функции плотности распределения в пространстве с течением времени имеет вид [1,2]: 

( , ) ( , )
( , , ) ( , ) ( , , ) 0x

t x t x
f t x u t x div f t x u

t x

 


 
  

 
                                 (4) 

с начальным условием 

0(0, ) ( )x x  , 0x M . 

Отметим, что уравнение (4) называют уравнением Лиувилля (уравнением переноса) [1, 2].  

Если функция ( , )t x описывает изменение плотности распределения вероятности во 

времени и фазовом пространстве координат динамической системы (1) уравнение (4) есть 

уравнение Фокера-Планка-Колмогорова [5]. Такой процесс будет иметь место, когда 

семейство траекторий (3) с начальными условиями (2) соответствует множеству случайных 

начальных значений координат с плотностью распределения вероятности 0 ( )x . При этом 

0
0 0 0( ) 1.

M
x dx   
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Зададим следующие характеристики, которые можно рассматривать, как центры 

тяжестей на множестве ,T uM , определяемые плотностью распределения ( , )T x  и некоторой 

плотностью ˆ( )x : 

,
0

1
( ) ( , ) ,

T u
T T T

M
A u x T x dx


  1 2( , ,..., ),nA A A A  

,
0

1ˆ ˆ( ) ( ) ,
ˆ T u

T T T
M

A u x x dx


  1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,..., ).nA A A A  

Здесь 

0
0 0 0 0( ) ,

M
x dx   0

ˆ ˆ( ) .
nR

x dx    

Рассматривается функционал  
2 2

1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .
n

i ii
J u A A A A


                                                    (5) 

 

Решается задача минимизации данного функционала по всем управлениям u D . В 

работе получены вариации исследуемого функционала и необходимые условия 

оптимальности. 

Заметим, что если взять 

0

1ˆ ˆ( )
ˆ nR

A x x dx


  ,                                                        (6) 

 

то задача минимизации функционала (5) будет состоять в построении программного 

управления, переводящего центр тяжести, определяемый функцией 0 ( )x  на множестве 0M  

в центр тяжести, определяемый формулой (6). Отметим, что если уравнение (1) линейно, то 

как показано в [2], задача программного управления пучком траекторий в данном случае 

сводится к управлению отдельной траекторией, исходящей из центра тяжести, 

определяемого функцией 0 ( )x  на множестве 0.M Следует также отметить, что функционалы 

типа (5), характеризующие макропараметры рассматриваемых множеств, могут 

использоваться при построении поля скоростей в задачах обработки изображений [4]. 
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Работа радиосредств в различных частотных диапазонах в настоящее время 

обеспечивается применением большого числа антенных систем, каждая из которых, как 

правило, функционирует в одном заданном диапазоне частот. Однако с учетом 

необходимости уменьшения массогабаритных параметров антенн для мобильных и 

передвижных пунктов связи перспективным является направление развития 

унифицированных антенных устройств, которые смогут совмещать в одной конструкции 

функции антенн, работающих в нескольких частотных диапазонах в секторе углов по 

азимуту  0, 2 . 

Варианты построения многодиапазонной ЦАР, представленные на рис. 1, отличаются 

геометрическим расположением излучателей, формирующих кольцевые антенные решетки 1 

и 2. Предполагается, что на одной несущей конструкции можно будет расположить 3-4 

кольцевые антенные решетки, работающие в разных частотных диапазонах. В качестве 

излучающих элементов могут использоваться продольные щели (поперечные магнитные 

излучатели), ориентированных параллельно образующей цилиндра, ко входам которых 

подключены ЭДС. 

 

 
 

Рисунок 1-Многодиапазонная ЦАР 

 

Исследование направленных свойств продольных щелевых излучателей проводилось в 

большом числе теоретических и прикладных работ [1-5]. Однако, как правило, 

рассматривались вопросы, связанные с влиянием кругового цилиндра на характеристики 

направленности в поперечной по отношению к оси цилиндра плоскости. В то же время 

круговой цилиндр приводит к изменению направленных свойств продольного щелевого 

излучателя и в продольной по отношению к оси цилиндра плоскости. 

Рассмотрим модель излучателя в виде продольно ориентированной щели на 

поверхности идеально проводящего кругового цилиндра с бесконечной образующей, что 

связано с необходимостью построения электродинамической модели данной антенной 
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конструкции. Сторонний магнитный ток, протекающий по излучателю, описывается 

выражением [1-3]: 

 ,

0 0 0 0

0

1
, , ( ) ( ) ( )м ст м

zJ z i I j z z       


         ,                             (1) 

где 0 , 0  и 0z  – координаты положения источника излучения. 

Учитывая граничные условия для электромагнитных волн на идеально проводящей 

поверхности, а также соотношения из [1-3], описывающие компоненты векторного 

магнитного потенциала появляется возможность записать выражения, определяющие z -

компоненту магнитного поля щели, расположенной на проводящем цилиндре, в дальней 

зоне. Для нахождения указанной компоненты напряженности магнитного поля 

воспользуемся соотношением [1]: 

   (0), , , , , , ,z n z

V

H j z H z z d d dz dh       




           ,                            (2) 

где  (0) , ,zH z   - z -компонента магнитного поля продольного магнитного диполя в области 

свободного пространства (вне цилиндра). 

Магнитный ток в щелевом излучателе может быть представлен в виде: 

     1, , ( )n n nj z I z r              .                                  (3) 

С учетом данного выражения компонента zH  описываются формулой: 

 
/2

(0)

1

/2

( ) , , , , ,

l

z n z n

l

H I z H z r z dz dh  


 

     .                                    (4) 

При вычислении интеграла (4), при условии      можно заменить функции Ганкеля 

их асимптотическим разложением [1, 4, 6], что позволяет преобразовать интеграл в 

соотношении (4) к виду: 

0
2 2

(0)2 4 0

0 0 0

2
( )

n
i r

ihz

n

k h
e e a h dh

r ik W

 




 
   

  



 
 
 

 .                                   (5) 

Для вычисления указанного интеграла в соответствии с [5] используем метод перевала. 

Воспользовавшись приведенными в работе результатами, запишем окончательное значение: 

0
2 2

(0)2 4 0

0 0 0

2
( )

n
i r

ihz

n

k h
e e a h dh

r ik W

 




 
   

  



 
 

 
  

0
2 2 2sin

(0)2 4 0 0
0

0 0 0

cos2
( cos )

sin

n
i k r

n

k k
e a k

k r ik W

 
 


 

 
   
 

 
  

 
.                              (6) 

В соотношении (6) угол   представляет собой угол между направлением, в котором 

определяется диаграмма направленности, и осью Oz  цилиндра. 

Особенностью решения задачи формирования ДН многодиапазонной ЦАР будет 

являться различие значений частотно-зависимых параметров для подрешеток, работающих в 

разных частотных диапазонах. Еще одной особенностью при анализе характеристик и 

параметров многодиапазонной ЦАР будет учет влияния взаимной связи излучателей 

различных диапазонов. 

Особенностью кольцевой АР является эквивалентность расположения взаимного 

расположения излучателей. Это позволяет упростить методы и алгоритмы определения 

взаимной связи, которые рассмотрены в [7, 8.]. 
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Современные комплексы радиосвязи имеют в своём составе множество различных 

антенн, большинство из них имеет сетевидную структуру. Выделим следующие 

категории антенн: жесткой конструкции и с приёмным элементом в виде кабеля. 

Антенны жесткой конструкции, такие как логопереодическая, зеркальная, не 

подвергаются колебательным процессам с большой амплитудой колебаний. На их 

поверхности возникают лишь мелкие вибрации, которые не влияют на параметры 

антенн, отвечающие за приём или передачу сигнала. Совсем наоборот дело обстоит с 

антеннами, приёмным элементом которых является кабель. Примером таких антенн 

являются V-образная, диполи различной длинны. При установке неизбежно возникает 

провисание кабеля, т.к. размеры приёмного полотна таких антенн достигают 40 метром. 

При воздействии на приёмный элемент потоков ветра большой силы будут возникать 

колебания такой амплитуды и формы, что изменятся передающие характеристики 

антенны. Моделирование подобных процессов позволит исследовать степень искажения 

сигнала и разработать методы устранения подобных колебательных воздействий.  

В статье используются обозначения, принятые в работах [1, 2].  

Будем считать, что функции, рассматриваемые ниже, удовлетворяют условиям 

согласования  

( ) ( )

(1, ) (0, )
(1) = (0)

j j

j j

j j
R r

u t u t
a a

x x

 

 
   

 

 
       (1) 

для всех узлов ( )J   . 

Рассмотрим аппроксимацию начально-краевой задачи для уравнения гиперболического 

типа с распределенными параметрами на ориентированном ограниченном графе: 

 
 

 
     

2

2

, ,
, , ,

u x t u x t
a x b x u x t f x t

t x x

   
   

   
       (2) 

   
0

0

, , ,
t

t

u
u x x x Г

t
 





  


    (3) 
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 ,

, 0, 0 ,
u x t

u x t a x t T
x





 
    

 
            (4) 

здесь ,const 
1

2( ) ( , )x W a   ,    2x L Г  ,    2 1, , Тf x t L Г . Для коэффициентов  a x  

и  b x  имеют место предположения 

  *

*0 a a x a   ,   ,b x b  x Г .        (5) 

Как показано в работе [3], разобьем ребра   графа Г  на частичные интервалы длиною 

h , для сеточных функций ,hu  , соответствующих функциям ( , )u x t , x Г ,  0,t T  введем 

разностные аналоги производных. 

Построим разностную схему для задачи (2)-(4). 

 , , , , ,h h h h h h

t t x xu a u b u f        

   

(6) 

,0 ,0, ,h h h h

tu u         (7) 

 , , 0, 0 .h h h

xu a u t T 


         (8) 

Разностные отношения (6) должны выполняться на слоях  1,kt t k N  в точках сетки 

hГ ; равенства (7) выполняются для 1,k N ;  равенство (8) – в точках hГ . Сеточная функция 

1
(x)dx

x h

h

x

a a
h



  , аналогично строятся сеточные функции hb , 
h ,

h . Сеточная функция 
,hf 

 

строится по заданной функции f в соответствии с соотношением  

, 1
(x, t)dxdt

x h t

h

x t

f f
h







 

   .      

Кроме того, должны быть выполнены разностные соотношения  

   , ,

( ) ( )

=h h h h

x x

R r

a u a u 

 
   

   ,             (9) 

аппроксимирующие условия согласования (1) во всех внутренних узлах ( )J    графа Г . 

Для каждого слоя  1,kt t k N   разностная схема (6)-(9) является однозначно 

разрешимой системой алгебраических уравнений, ее решение есть сеточная функция ,hu   . 

Разностная схема (6)-(9) устойчива и последовательность сеточных функций ,hu   

сходится к обобщенному решению ( , )u x t  начально-краевой задачи (2)-(4). Доказательство 

этох фактов приведены в [3]. 

 

Литература 
1. Провоторов В.В., Волкова А.С. Начально-краевые задачи с распределенными 

параметрами на графе. Воронеж: Научная книга, 2014. 188 с. 

2. Подвальный С.Л., Провоторов В.В. Оптимизационные задачи для эволюционных 

систем с распределенными параметрами на графе // В сборнике: Современные методы 

прикладной математики, теории управления и компьютерных технологий (ПМТУКТ-2014) 

сборник трудов VII Международной конференции. 2014. С. 282-286. 

3. Парт А.А. Разностная схема для начально-краевой задачи гиперболического типа с 

распределенными параметрами на сети // Системы управления и информационные 

технологии, №1(67), 2017. – С. 9-12. 

 

© Парт А.А., Корчагина О.Р. 

 

 



56 

УДК 917.039 

 

АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОЙ  

СИСТЕМЫ С ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ НА ГРАФЕ 
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Предварительно введем следующие понятия и обозначения [1, c. 9].  ограниченный 

ориентированный геометрический граф с ребрами  , параметризованными отрезком [0,1]; 

  и ( )J   – множества граничных   и внутренних   узлов графа, соответственно; 0  – 

объединение всех ребер графа  , не содержащих концевых точек. Обозначим через ( )a   

множество гладких  функций ( )u x  с компактным носителем в 0 , удовлетворяющих 

соотношениям
( ) ( )

(1) (0)
(1) = (0)

R r

du du
a a

dx dx

 

 
    

   в каждом узле ( )J    (здесь ( )R   и ( )r   

– множества ребер  , соответственно ориентированных «к узлу  » и «от узла  », числа 1 и 

0 определены в соответствии с параметризацией ребер ( )R   и ( )r   графа) и 

( ) | = 0u x  . Замыкание в норме 
1

2 ( )W   множества ( )a   обозначим через 
1

0 ( , )W a  . 

В пространстве 
1

0 ( , )W a   рассматривается дифференциально-разностная система 

уравнений вида 

1 ( )
[ ( ) ( 1)] ( ) ( ) ( ) = ( ), =1,2,..., ,

d dy k
y k y k a x b x y k f k k M

dx dx

 
    

 
                          (1)  

с начальным  

                                           (0) = ( ),y x                                                                 (2) 

и краевыми 

                               ( ) | = 0, =1,2,..., ,xy k k M                                                        (3) 

условиями, где ( ) := ( ; )y k y x k , ( ) : ( ; )f k f x k , =1,2,...,k M , 2( ) ( )x L   , 2( ) ( )f k L  .и 

0 < ( ) ,| ( ) |a a x a b x 

    , 0x . 

Определение. Слабым решением дифференциально-разностной системы  (1) – (3) 

называется совокупность функций 
1

0( ) ( ; )y k W a  , ( =1,2,...,k M ), каждая из которых 

удовлетворяет соотношению  

( ) ( ) ( ( ), ) = ( ) ( ) ,ty k x dx y k f k x dx  
 

   

являющееся тождеством  при  прозвольной  функции ( )x  из пространства 
1

0 ( , )W a  , здесь 

1
( ) = [ ( ) ( 1)]ty k y k y k


  . 

Замечание. Из определения следует, что для каждого фиксированного ( =1,2,..., )k k M  

соотношения (25) – (27) -- краевая задача в пространстве 
1

0 ( , )W a   для эллиптического 

уравнения (25) относительно ( )y k . 

Теорема. Предположим, что выполнены условия 0 < ( )a a x a

  и 0( ) ,b x x  .  

Если 0

1
<

4
 


 , тогда  для функций ( )y k , =1,2,...,k M , имеют место следующие оценки, 

не зависящие от  : 
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                     4

2, 2, 2,1,( ) 2 ( )Ty k e f k                                                   (4) 

2 2 2 2 2 2

2, * 2, 2, 2,1,

=1 =1

( )
( ) 2 ( ) ( ( ) ),

m m

t

k k

dy k
y m a y k C f m

dx
                              (5) 

где через 2, обозначена норма в 2 ( )L  , 2,1, 2,

=1

( ) ( )
m

k

f k f k   , постоянная C  не 

зависит от  . 

Отметим, что доказательство оценок (4), (5) основано на представленном в работе 

[1, с. 180] методе, берущим свое начало от метода полу-дискретизации Е. Роте [2]. С 

использованием этих оценок устанавливаются условия разрешимости дифференциальной 

системы, соответствукющей (1) – (3). 
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Задачи компьютерного зрения являются в настоящее время актуальными и включают 

различные методы получения, обработки и анализа изображений. В данной работе 

рассматривается задача построения оптического потока (поля скоростей) [2, 3] для 

последовательных изображений. Предполагается, что перемещения определяются 

следующей системой 

( , , ),

( , , ).

x u t x y

y v t x y





       (1) 

Здесь x и y пространственные координаты, t - время, функции u и v определяют поле 

скоростей. 

Основное предположение метода заключается в том, что функция яркости ( , , )t x y  

вдоль траекторий системы (1) остается постоянной.  Рассматривается обратная задача 

построения поля скоростей системы (1) по известной функции ( , , )t x y . Данная задача 

сводится к решению уравнений Эйлера-Лагранжа при соответствующих граничных  

условиях [1-3]: 
2 2 2

2 2 2

0,

0,

x y x t x

y y x t y

u v u

v u v

     

     

     


    

      (2) 

Здесь , ,x y t    - производные функции яркости по времени и пространственным 

переменным,   – параметр регуляризации по А. Н. Тихонову, 
2 2,u v   – лапласианы. 

В результате дискретизации системы уравнений в частных производных (2), получается 

разностная система линейных уравнений 
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2 2 2

2 2 2

( ( 1, ) ( 1, ) ( , 1) ( , 1)) (4 ( , )) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( ( 1, ) ( 1, ) ( , 1) ( , 1)) (4 ( , )) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

x

x y x t

y

x y y t

u i j u i j u i j u i j i j u i j

i j i j v i j i j i j

v i j v i j v i j v i j i j v i j

i j i j u i j i j i j

  

   

  

   

          

  

          

  









     (3) 

, 1,2,...,i j n  

Предполагается, что изображение имеет размер [0, 1] [0, 1]n n   . 

Систему (3) можно записать в следующем виде [1, 3]: 

.Hz q                   (4) 

Здесь 

( (1,1), (1,1), (1,2), (1,2)..., (1, ), (1, ), (2,1), (2,1),..., (2, ), (2, ),..., ( , ), ( , ))Tz u v u v u n v n u v u n v n u n n v n n , 

матрица H – это разреженная матрица большого порядка. На Рис.1 схематично отражена 

структура матрицы системы для сетки 8⨯8 с обозначением ненулевых элементов. 

Данную систему можно решить с помощью итерационного блочного метода Гаусса-

Зейделя, который для системы (4) сходится при любом начальном приближении [4]. 

В работе рассматривается влияние задания граничных условий на точность 

определения оптического потока. Проведены эксперименты на тестовых данных, где 

погрешность вычисления поля скоростей определялась следующим образом: 

, ,2
1

1

1
,

n

i j i j
i

j

n
 





    

где n n  - размер области изображения, ,

( , )

( , )
i j

v i j
arctg

u i j
  , ,

( , )

( , )
i j

v i j
arctg

u i j
  , ( , ), ( , )v i j u i j  – 

заданные значения. 

 
Рис.1. Пример матрицы для избражения 8⨯8. 

 

В работе реализован алгоритм построения поля скоростей для последовательных 

изображений, проведен анализ влияния задания граничных условий на вычисление поля 

скоростей для тестовых изображений. Обработка изображений на основе построения 

оптического потока может применяться в различных задачах компьютерного зрения, а также 

при обработке медицинских исследований, например, при обработке радионуклидных 

диагностических изображений [3]. 
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Вич-инфекция рассматривается как эпидемическое заболевание, передаваемое от 

человека к человеку различными путями, как правило, при непосредственном контакте. 

Число лиц, живущих с ВИЧ-инфекцией в РФ, постоянно растет. Одной из причин роста 

является отсутствие эффективных методов лечения. Отсутствует и единая система учета 

зараженных лиц. Статистические данные по общей заболеваемости публикует 

статистический комитет РФ и Федеральный научно-методический центр по профилактике и 

борьбе со СПИДом [1, 2]  

Из анализа статистических данных [3] следует, что число лиц, живущих с ВИЧ-

инфекций, начиная с 1994 г. растет по логистической зависимости с удельной скоростью 

роста 0.2. Общее число стоящих на учете лиц на 2022 г. составляет около 1 500 000. Число 

лиц, поставленных на учет впервые, увеличивалось на 15% в год до 2016 г., а после 2016 г. 

стало уменьшаться на 15% в год. Основными факторами риска заражения в России являются 

гетеросексуальный контакт и внутривенное введение наркотиков [1, 2]. Количество 

зарегистрированных случаев с установленным способом заражения «внутривенное введение 

наркотиков» уменьшается, начиная с 2016 г., и составляет 15% от общего числа зараженных 

в 2019 году. Тогда как количество зарегистрированных случаев с установленным способом 

заражения «гетеросексуальный контакт» увеличивается и составляет 30% от общего числа 

зараженных в том же году. Около половины ВИЧ-инфицированных не знают или не 

сообщили, каким именно путем произошло инфицирование.  

До 2016 г. темпы роста числа вновь зараженных по 96 регионам РФ изменялись в 

диапазоне от1% до 100% в среднем на 22%. Начиная с 2016 г. число впервые заболевших 

стало уменьшаться. Распределение количества больных по российским регионам приведено 

на рисунке. В 60% регионов на тысячу человек приходится один ВИЧ-инфицированный, в 

40% - от 3 до 13. Основная доля инфицированных граждан приходится на возраст от 20 до 40 

лет. Среди них 60% - мужчины, 40% женщины. В первые две наибольшие по численности 

группы риска входят когорта лиц, имеющих гетеросексуальный контакт, и когорта лиц, 

использующих внутривенное ведение наркотиков. Имитационное моделирование 

реализовывалось в пакете Matlab[4]. 
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Рис. Число инфицированных по регионам РФ на 1000 населения 

 

Как следует из анализа статистических данных, одним из основных методом борьбы с 

ВИЧ инфекцией могут быть: разъяснительная деятельность и борьба с распространением 

наркотиков. Полученные результаты могут быть полезными при принятии конкретных 

решений по прекращению распространения инфекции [5]. 
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Когорта лиц с ВИЧ-инфекцией в стране увеличивается на 10-15% в год, и составляет 

более 1 100 000 человек [1]. Распространение ВИЧ-инфекции приобретает эпидемический 
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характер. Передача инфекции происходит по двум основным путям – гетеросексуальный 

(около 40% всех случаев), и через потребление инъекционных наркотиков (около 50% всех 

случаев). 

Модель эпидемии, когда когорта инфицированных увеличивается за счет контактного и 

бесконтактного способов передачи инфекции, описывается системой уравнений 

1 (1 ) ,

,

1 .

h h

h h I I h

h h
h h h h I I h

h

dS S
S SI S

dt K

dI
SI I S S I

dt

dS S
S S S I

dt K

   

    

   

 
     

 

   

 
    

 

 

В этих уравнениях S  - число лиц, которым инфекция передается гетеросексуальным 

способом, I  - число инфицированных лиц, hS  - число лиц, которые применяют 

инъекционный способ введения препаратов.  ,  ,  ,  , h , hK , K , h  - параметры. h hS  - 

скорость перехода части «инфекционистов» в группы «гетеросексулистов» и 

инфицированных лиц. Лица из группы hS  со скоростью h hS  переходя в группу I , а 

скоростью (1 ) h hS   - в группу S  ( 0 1  . Такой подход в разработке моделей 

трудноизлечимых заболевания предложен в [2, 3]. 

Модель допускает уменьшение когорты лиц, использующих «грязный» шприц (при 

выполнении неравенства h h   ( ) 0hS t  ). В этом случае число инфицированных лиц со 

временем будет стремиться к значению *

1
1I

K

 

 

 
  

 
. Поскольку параметр K  

рассматривается как максимальное количество лиц, которые могут стать инфицированными, 

то при их больших количествах и высокой скорости передачи инфекции (при выполнении 

неравенства K  ) когорта инфицированных лиц исчезнет.  

Имитационное моделирование для случая, когда  за «базовые» значения приняты 

/ 0.5hK K  , / 0.01h   , 0.1  , 0.01  , проведено для 1000 вариантов отклонения 

параметров от базовых значений не более, чем на 50%. На рисунке приведено вероятностное 

распределение числа инфицированных относительно максимально возможного их числа. Для 

РФ число инфицированных стоящих на учете составляет около 1% от численности 

населения. Моделирование осуществлялось в среде математического пакета Matlab [4]. 

 
Как следует из анализа стационарных состояний, одним из основных методом борьбы с 

ВИЧ инфекцией могут быть: разъяснительная деятельность и создание препаратов, 

позволяющих блокировать вирус на начальной стадии поражения организма. Полученные 
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результаты могут быть полезными при принятии конкретных решений по прекращению 

распространения инфекции [5]. 
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АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРОТИВОТОЧНОГО 

ТЕПЛООБМЕННИКА ВОЗДУХОРАЗДЕЛИТЕЛЬНОЙ УСТАНОВКИ 

 

Приходько И.В. 

 

ФГКВОУ ВО «Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-

воздушная академия имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина»», г. Воронеж 

 

Введение. Современные типы воздушных судов авиации Вооруженных Сил 

Российской Федерации снабжены разветвленными бортовыми газовыми системами, 

играющими жизненно важную роль в обеспечении полетов и боевой деятельности авиации. 

Поэтому эффективность выполнения полетов зависит от необходимых объемов дыхательных 

смесей, получаемых с помощью мобильных воздухоразделительных установок военного 

назначения. 

Актуальность. До настоящего времени продолжаются попытки разработки 

эффективных теплообменных устройств кислорододобывающих станций на основе 

выявления резервов конструкционного и параметрического анализа существующих схем. 

Для успешного проведения такого анализа удобно применять метод математического 

моделирования.  

В предлагаемой работе описывается математическая модель противоточного 

теплообменника с сосредоточенными параметрами [1].  
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где  – время. Все обозначения принятые в (1) – (8) подробно описаны в [2]. 

Решение системы уравнений (1) – (8) предлагается рассматривать в безразмерной 

форме: 
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где  1 1 1/ ;w wS M c d      1,2 1,2 2 1 2/T t t t t        ;     2 1 2/w wT t t t t      ; 

2 1 2/ ;w wT t t t t        2 2 1 1 1 2/A S d S d  ; 
 1,2

11,2 ,2 / 2 ;sK ld   1,2 1,2 1,2 1,2/Nu d   – числа 

Нуссельта; 1,2 1,2 1,2 1,2/Re d   – числа Рейнольдса; 1,2 1,2 1,2/Pr a  – числа Прандтля; 1 2,   – 

теплопроводности теплоносителей; 1 2,d d  – гидравлические диаметры со стороны 1-го и 2-го 

теплоносителей; 
 1,2

sK  – коэффициент формы проходных сечений со стороны 1-го и 2-го 

теплоносителей; 1,2  – скорости теплоносителей; 1,2 1,2  ,a  – коэффициенты кинематической 

вязкости и температуропроводности теплоносителей; l  – характерный размер 

теплопередающей поверхности. 

В работе [2] проведен анализ влияния параметров предложенной модели на динамику 

выхода теплопередающей поверхности на стационарный режим, что является важной 

характеристикой при исследовании переходных процессов в теплообменных элементах 

воздухоразделительных установок. 
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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ СТАБИЛИЗИРОВАННЫХ ТРАЕКТОРИЙ ДЛЯ 

ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

 

Раецкий К.А. 

 

ФГБОУ ВО «Воронежский государственный   университет»,  г. Воронеж  

 

Рассматривается полностью управляемая динамическая система  

( ) ( ) ( ) ( ),x t Ax t Bu t f t


                                                           (1) 

где x( ) nt R , u( ) mt R ; :A n n , :B n m ; :A n n , B – необратима, 0t [ , ]kt t , f( ) nt R – 

дополнительная входная непрерывная вектор-функция. 

 Для системы (1)  рассчитан программный вход u( )t , при наличии которого в системе 

(1), x( )t  –  программное состояние (траектория системы) принимает в моменты it  

( 0 1 ... ...i kt t t t     )  значения x i , то есть  

 ( ) ,i ix t x 0, 1, ... , .i k                                                           (2) 

 Задача стабилизации возникает в случае, когда для практической динамической 

системы стало невозможным начальное состояние 0x  (порыв ветра, недостаток катализатора, 

и т.д.). 

 В таком случае намечаются два выхода из сложившейся ситуации: 

 1) заново решить задачу моделирования траекторий для системы (1) с условиями 

 
*

0( ) ,x t x ( ) ,i ix t x 0, 1, ... , ,i k                                                    (3) 

где 
*x  –  новое начальное состояние; 

 2) построить стабилизированные ( )x t  и ( )u t для системы 

 ( ) ( ) ( ) ( ),x t Ax t Bu t f t


                                                            (4) 

с условиями  

 *

0( ) ,x t x ( ) ( ) ,wtx t x t c e   0,w   0 ,t t t                                 (5) 

то есть построить экспоненциально близкие к  x( )t   траектории ( )x t .  

 Второй путь является более экономичным и  эффективным с точки зрения 

минимизации вычислительных, интеллектуальных и временных ресурсов. 

 Решается задача  

 ( ) ( ) ( ),y t Ay t Bv t


                                                               (6) 

 *

0 0( ) ,y t x x  ( ) ,wty t c e                                                    (7) 
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 где  

 ( ) ( ) ( ),y t x t x t           ( ) ( ) ( ).v t u t u t                                                (8) 

           Предполагается моделирование траекторий y( )t  системы (6), (7) методом 

неопределенных коэффициентов, для чего y( )t  и v( )t  формируются в виде 

 
1
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r
a t
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y t e 




 ,                                                                (9) 
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r
a t

j

j

v t e 




                                                                (10) 

здесь ,  ,n

j j R    j  – скалярные величины, от выбора которых зависит выполнение 

неравенства в (7),  = 2( 1)r p  , где minp q , а q   определяется из условия Калмана 

( ... ) .qrank B AB A B n  

 Задача (6), (7), (9)  решается, если линейные алгебраические системы для нахождения 

,  j j   разрешимы.  Приводятся наборы { }j  для которых задача (6), (7), (9) разрешима.  

Стабилизированные x( )t  находятся из (8). 
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Рассматривается уравнение  
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где   натуральное,                                           , а 

функция                     удовлетворяет условию Липшица по             , и 

непрерывна. Уравнение (1) можно считать нелинейным аналогом линейного уравнения  

                  

с непрерывным потенциалом    
Для (1) с помощью методов из [4]--[6] получены следующие результаты (см. [7]--[9]). 

Теорема 1. Для любого целого     на любом отрезке         существует решение 

уравнения (1), имеющее на нем ровно   нулей и равное нулю в его концах.  

Теорема 2.При     на любом полуинтервале         существует решение 

уравнения (1), имеющее на нем счетное множество нулей.  

Теорема 3. При       и                              на любом отрезке 

        существует решение уравнения (1), имеющее на нем счетное число нулей и равное 

нулю в его концах. Также существует нетривиальное решение с континуумом нулей на этом 

отрезке, равное нулю в его концах. 

Эти результаты показывают, как отличается поведение решений нелинейных 

уравнений от их линейного аналога, для которого верны теорема Штурма и продолжающие 

её теоремы Кондратьева. 

Теорема (Sturm J. Ch. F., [1]). При     между двумя последовательными нулями 

решения (2) лежит ровно один нуль любого другого линейно независимого с этим решения.  

Теорема (В. А. Кондратьев, [2], [3]).  При     и        (или       ) между двумя 

последовательными нулями решения (2) лежит не более двух нулей любого другого линейно 

независимого с этим решения. При     и        --- не более четырех. При     и 

       --- не более трех. При     и        между двумя последовательными нулями 

одного решения может лежать любое число нулей другого решения.  
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Математическая модель динамики образования областей кристаллизации 

парафиновых фракций нефтепродуктов. 

 

Таволжанский А.В., Хвостов А.А. 

 

ФГБОУ ВО «Воронежский государственный технический университет» 

 
Одной из проблем, возникающих при хранении дизельного топлива в цистернах, является 

выпадение парафина. Этот процесс негативно влияет на качество 

топлива, на его транспортировку, а также на надёжность работы 

двигателей, работающих на таком топливе. В холодном климате в 

резервуарах без утепления может происходить кристаллизация 

парафинов. В этих условиях актуальной задачей является 

разработка математической модели динамики образования 

кристаллической фазы парафиновых фракций нефтепродуктов [1]. 

Рассмотрен подход, основанный на CFD модели 

однофазного потока в условиях термоконвекции.  

Граничные условия на стенках Ω1: прилипание жидкости 

к поверхности стенки u = 0, где u – скорость потока жидкости. 

Граничные условия на стенках Ω2: движение жидкости без 

прилипания u ∙ n = 0, где n – вектор нормали к расчётной 

поверхности. 

      Рис. 1 

Математическая модель:  

 T 2
( ) [ - ( ) ]

3

d
p

dt
          I I

u
u u= + ( u+( u)) u + g ,  (1) 

 ( ) 0
t





 


u , (2) 

где ρ – плотность жидкости, кг/м
3
; g – ускорение свободного падения, м/с

2
 ;   – 

динамическая вязкость жидкости, Па∙с ; p – давление, Па; t – время, с. 

Уравнение, которое описывает перенос тепла от стенки резервуара к жидкости, а 

также в самой жидкости: 

 
p p

T
c c T

t
 


  


u q =0 , (3) 

 -k Tq= , (4) 

где    – удельная теплоёмкость жидкости, Дж/(кг∙К), k – коэффициент теплопроводности, 

Вт/(мК). 

Граничные условия на Ω1 задают плотность теплового потока за счёт конвективной 

теплоотдачи: 

 0q n q = , (5) 

где q – удельный тепловой поток, Вт/м
2
; 

 0 ( )extq h T T  , (6) 

где Text – температура окружающего воздуха, К; T – температура жидкости, К; 

 

1/4

74 4(272 315 )

3 5(20 21 ) 35(64 63 )

HRa Prk Pr H
h

H Pr Pr D

   
       

, (7) 

где Ra – число Рэлея; Pr - Число Прандтля; H – высота цилиндра, м; D – диаметр цилиндра, м; 

Условия на свободной поверхности Ω2 задают условие теплоизоляции среды q=0. 
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Для корректного описания явления термоконвекции введена линейная зависимость 

плотности жидкой фазы (нефтепродукта) от температуры 

    0 0T a T T    , (8) 

где 0  - плотность жидкости при температуре T0; а – температурная поправка [2]. 

 Вычислительный эксперимент проводился с использованием теплофизических 

характеристик дизельного топлива [2]. Решение системы (1 – 8) осуществлялось методом 

конечных элементов в среде Comsol Multiphysics
TM

. Результаты математического 

моделирования представлены на рис. 2, на котором показаны поля модуля вектора скорости 

через семь минут после начала моделирования (рис. 2а), температуры (рис. 2б). 

 

 

 

а) б) 

Рис 2 Результаты моделирования 

 

Поле модуля вектора скорости отражает циркуляционные потоки внутри резервуара 

(рис. 2а). Поле температуры отражает неравномерное распределение температуры внутри 

резервуара (рис. 2б). С течением времени в нижней части резервуара повышается 

концентрация твердой фазы (рис. 2б). Скорость выпадения твердой фазы парафина зависит 

от оттока тепла со стороны боковых и нижней границ. Наличие оттока тепла приводит к 

уменьшению температуры дизельного топлива до температуры, при которой начинает 

выпадать парафин. Вызванные термоконвекцией скоростные поля приводят к 

неоднородности концентрации твёрдой фазы на стенках резервуара. 

Таким образом, при организации хранения нефтепродуктов при прогнозировании 

процессов осаждения парафиновых фракций следует учитывать теплообмен резервуара с 

окружающей средой и тепловую обстановку внутри резервуара, что позволит повысить 

точность прогнозирования динамики процессов выпадения парафинов. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНОЙ СИСТЕМЫ  

В КЛАССЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ С НОСИТЕЛЯМИ  

В СЕТЕПЛОДОБНОЙ ОБЛАСТИ 

 

Тимошенко В.В., Перова И.В. 

 

Воронежский государственный университет, г. Воронеж 

 

Сетеподобная ограниченная область n , 2n   с границей   состоит из областей k  с 

границами k  ( =1,k N ), попарно соединеных в M  узловых местах j  ( =1,j M , 1 1M N  

): =   , где 
=1

=
N

k

k

  , 
=1

=
M

j

j

  , =k l    (k l ), =j i    ( j i ), =k j   

,k j  [1]. Области k  в узловых местах j  для каждого фиксированного j  ( =1,j M ) имеют 

общие границы в виде поверхности примыкания jS  (meas > 0jS ), которая разделяет 

примыкающие к ней 1 jm  области 
0

k  и k
s

  ( =1, js m ): 
=1

=

m
j

j j s

s

S S  (meas > 0j sS ), причем 

0
j kS   , js k

s
S   ( =1, js m ). Таким образом, j  определяется поверхностью примыкания 

jS , для которой j sS  также поверхность примыкания k
s

  к 
0

k  ( =1, js m ); 
=1 =1

= \
N M

k j

k j

S   – 

граница области  . Применительно к сетеподобной области   скалярные произведения и нормы 

имеют вид:  

                     2 1/2

=1 =1

( , ) ( ) ( ) , = ( ( ) ) ,
N N

k k
k k

u v u x v x dx u u x dx 

 

                                         (1) 

1 1 1/2

=1 =1 =1

( ) ( ) 1( , ) = ( ) ( ) , = ( ( , ) ) ,
N n N

k
k k

k

u x v x
u v u x v x dx u u u

x x  

  



  
 

  
                            (2) 

Обозначим через ( )C   совокупность  непрерывных в   функций ( )u x , через 
1( )kC   (

=1,k N ) совокупности функций из ( )C  , для которых при каждом фиксированном k  в k  

существуют непрерывные производные , 
2
( )xu x ,..., ( )x

n
u x  и через 

1( )C   совокупность функций 

со скалярным произведением и нормой, определяемыми формулами (1) и (2), соответственно. 

Пусть 1

0 ( )C   – множество функций 
1( ) ( )u x C  , для которых имеют место условия примыкания 

                
=1

( )( )
( ) ( ) = 0, , =1, ,

m
j

SS jij

S S ji j
j j i

ij j iS S
j j i

u xu x
a x ds a x ds x S i m

n n


 

 
                             (3) 

на поверхностях jS , j iS  ( =1, ji m ) всех узловых мест j , =1,j M , функции ( )u x  имеют 

компактный носитель в области  , т.е.  ( ) 0u x

 . В соотношениях (3) 2( ) ( )a x L   и 

( )S
j

a x , ( )S
j

u x , ( )S
ji

a x , ( )S
ji

u x  -- сужения функций ( )a x , ( )u x  на jS  и j iS , векторы jn  и j in  

– внешние нормали к jS  и j iS , соответственно, =1, ji m , =1,j M . Пространством 
1

0 ( )W   

назовем замыкание множества 1

0 ( )C   в норме 
1

2 ( )W  . 

Рассмотрим дифференциально-разностную систему уравнений  
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             ( ) ( ) = ( ), (0) = ( ), (1) = ( ) ( ) [ ( ) (1)],tu k u k f k u x u x x x f                             (4) 

где 
( )

= ( ) ( ) ( ),
u x

u a x b x u x
x x 

  
   

  
 

3 1
( ) = [ ( ) ( 1)] [ ( 1) ( 2)]

2 2
tu k u k u k u k u k

 
      . 

Определение 1. Слабым решением дифференциально-разностной системы (4) 

называются функции 
1

0( ) ( )u k W  , ( = 2,..., )k M , удовлетворяющие интегральному 

тождеству 1

0( ) ( ) ( ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ) ( )tu k x dx u k x f k x dx v k W  
 

     . 

Определение 2. Дифференциально-разностная система (5), (6) устойчива по начальным 

данным ( )x , ( )x  и правой части ( )f k , если при любом 0   выполняется неравенство 

[] 1 2 3 2,1( ) ,u k R R R f     где через []( )u k  обозначена норма пространства 2 ( )L   

или 
1

0 ( )W  , 
2,1 1

( )
N

k
f f k 

  , положительные постоянные 1R , 2R  и 3R  не зависят от  . 

Теорема. При выполнении условий 0 < ( ) <a a x a

    , | ( ) | <b x   , x , 

2( ) ( )x L   и при 0 < 0,5 /    дифференциально-разностная система (4) устойчива по 

начальным данным и правой части.   
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ФГБОУ  ВО «Воронежский государственный университет», г Воронеж 

 

Рассматривается дифференциальное уравнение вида 

   , , , 0 ,
n

t xB u f t x t T x RD u D      .                                                  (1)  

где  искомая функция    1, , ,..., nu u t x u t x x  удовлетворяет граничному условию 

    1 20
, ,

t t T
B u t x B u t x

 
 ,                                                         (2) 

здесь      , ,x x

m

B D u t x b D u t x


 

   – дифференциальный оператор по n
x R   с 

постоянными коэффициентами:        , , , 1,2k

k x x

m

B D u t x b D u t x k


 

  . 

   ,D t tt
t

 





– дифференциальный оператор, содержащий «весовые» производные по 

переменной    0, , 0t T T   , где  t  достаточно гладкая на  0,T  функция, 

обращающаяся в нуль при 0t   :  0 0   ,   0t   при  0,t T . Функция 

   1, , ,..., nf t x f t x x  – заданная  функция, определенная в слое  0 ,
n

t T x R   . Через 
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( )
m

B s b s
 

  ,  ( ) 1,2k

k

m

B s b s k


 

    обозначим cимволы дифференциальных операторов 

– полиномы  от 1 2, ,..., ns s s  с постоянными коэффициентами,  1 2, ,..., n    – мультииндекс. 

На гладких функциях   2,u t x L  зададим  оператор G  по формулам (см. [1]) 

        , , ,G u x t u t x v x
t   


 


, 

здесь   t t  , функция, обратная функции  

 
 

T

t

d
t


 

 
   , 0 t T  ,   0    ,  

 0

T
d


 

   . 

Теорема. Пусть существуют  постоянные  0, 1,2,3kс k  , что выполняются условия:  

1.       1 2 1expL s L s L s c  при любых ns R . 

2.      
2

1 1

1 2L s L s s c    при   3s c  . 

Тогда задача (1) – (2) разрешима при любой правой части   2( , ) 0, nf t x L T R   и 

выполняется оценка 

 
 

 
 2 2

2 2

0 0

, ,
n n

T T

L R L R
u t x dt c f t x dt  ,                                              (3) 

константа  0c    не зависит от ns R .  
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НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

КОЛЕБАНИЙ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ НА СЕТЕПОДОБНОЙ 

ОБЛАСТИ 

 

Тран З. 

 

ФГБОУ ВО «Воронежский государственный университет», г. Воронеж 

 

Рассмотрим начально-краевую задачу с многомерной пространственной переменной, 

принадлежащей евклидову пространству ( 2)n n  . Введем следующие обозначения, 

аналогичные используемым в работах [1]. Обозначим через   сетеподобную область, 

содержащую подобласти  1,m m M  , попарно примыкающие друг к другу посредством 

поверхностей  1,lS l L  (поверхности примыкания); каждая разделяющая подобласти 
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поверхность lS  является частью границ m
 
этих подобластей. Таким образом, область   

представляется в виде объединений m  и lS : 
1 1

M L

m l

m l

S
 

   
     

   
, а ее граница имеет вид. 

Места примыкания подобластей m  (узловые места  1,p p P  ) определяются 

поверхностями примыкания и являются местами ветвления, которые будут обозначаться 

символом 
1

P

p

p

 


 [2]. 

Обозначим через    1 2, , ,..., ,nU x t U x x x t  функцию, определяющую количественные 

характеристики упругой среды в области  0,T , где 0<T<  фиксированная постоянная. 

Математическая модель колебательного процесса для амплитуд ( , )U x t , ( , ) [0, ]x t T  

описывается уравнениями 
2

2
1

( )
nU U

a x
t x x

 
  

   
  

   
       (1) 

с условиями примыкания в каждом узловом месте  1,p p P  : 

   
,

l p l pS S
U U

            (2) 

   1 1

0, 1,

l p l p
l ll lS S

U U
a b n

n n
 

 


 

 
 

 
  

 
  .     (3) 

Для системы уравнений (1) (3)  устанавливаются начальное и граничное условия: 

( ,0) ( ),U x x  ( , 0) 0,U x
t





      (4) 

0U

 .              (5) 

Таким образом, начально-краевая задача (1) (5)  определяет математическую модель 

колебаний в сетеподобной области  0,T . 

Разностные схемы 

Построим дискретную область  , которая является сеткой области  0,T , 

состоящей из точек  , , 1, , 0,i jx t i N j K  : 
1

m

M

m

  



 , где 

  , : , 1, , 0, ; 1,
m m mi j i m m mx t x i N j K m M      ;  ( ) ( ) ( ) ( )

1 2, ,..., ,...,m m m m

m

i i i i

i nx x x x x

 1 1 2 2, ,..., ,..., n ni h i h i h i h  , 0,i N  ; ,jt j  ,h   являются шагами пространственно-

временной разностной сетки  .  

Для построения решения задачи (1) – (5) сформируем ей соответствующий конечно-

разностный аналог (разностную схему) на сетке  : 

1 1( 1) ( )
1 1

2
1

2

j j j j

i i i ii i
j j j n

i i i

u u u u
a a

u u u h h

h

    

  

 

 

 

 
 



 


 
 , 

   

* *

S Sp l pl

j j

i i
u u

 
  

 , 
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* * * *1 1

1 1

0

l p l p

j j j j

i i i i

l l
S S

u u u u
a b

h h

   

 

 
  

 

 

 
   , 

2 1

0 , 0
i i

i i

u u
u  

 





  , 

0j

iu
 

 . 
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Трибунских О.А. 

 

ФГКВОУ ВО «Военный учебно-научный центр ВВС «Военно-воздушная академия 

имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина», г. Воронеж 

 

Используя динамично развивающуюся теорию дифференциальных уравнений на 

геометрических графах (см.[1],[2]), предлагается построить алгоритм решения краевой 

задачи для случая, когда граф  содержит одну внутреннюю вершину a и m концевых 

вершин. Граф состоит из множества ребер {i} и множества концевых вершин . Обозначим 

через m число концевых вершин, а через d(a) число ребер  примыкающих к внутренней 

вершине а. По определению d(a)3. 

Пусть на  задана система линейных дифференциальных уравнений следующего вида 

y p (x)y q (x)y f (x)
1 1 1 1 2 1
    ,      (1) 

y p (x)y q (x)y f (x)
2 2 1 2 2 2
    . 

Будем полагать, что функции ( )y x
1

 и ( )y x
2

 непрерывны и дифференцируемы на сети. 

Во внутренней вершине a сформулированы условия согласования следующего вида 

y y .. y
11 12 1d(a)

   ,      (2) 

( )
( ) 02

1

d a
y ai

i

 



.       (3) 
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В концевых узлах сети ( 1, )b i m
i

  заданы граничные условия. Будем полагать, что в l 

концевых узлов нам известно значение функции 
1

y , а в оставшихся концевых узлах нам 

известно значение функции 
2

y  

y (b ) y
1 i 1i

  , 1,i l  ,       (4) 

( )
2 2

y b y
i i
  , i l 1,m  . 

Построим на основе метода суперпозиции алгоритм решения системы 

дифференциальных уравнений первого порядка на графе. Так же как и в случае краевой 

задачи на отрезке, функции  y (x)
1

 и ( )y x
2

, которые являются решением системы уравнений, 

будем искать в виде  

y e  g
1 1 1

  ,               (5) 

y e  g
2 2 2

  ,             (6) 

где  - некоторая постоянная, а e1(x), e2(x), g1(x), g2(x)- функции заданные на .  

Продифференцируем выражения (5), (6) и подставим их в (1). После группировки 

получим две системы уравнений 

  e p e q e f
1 1 1 1 2 1
     

1 2
e q  e p e f
2 2 2 2
     

  g p g q g
1 1 1 1 2
    

g p  g q  g
2 2 1 2 2
    

Решение этих систем уравнений найдем при следующих краевых условиях 

( )e b y
1 i 1i

  , ( )g b 0
1 i

 , 1,i l  , 

( )
2 2

e b y
i i
  , ( )g b 0

2 i
 , , 1i l 1 m   , 

( ) ,   
2 1

e b 0 g (b ) 1
2 1

  . 

Таким образом, в вершине b1 заданы начальные условия, а в вершине bm  условия 

отсутствуют. После решения на сети двух систем уравнений получим решение y(x), которое 

удовлетворяет условиям согласования (2), (3) в точке а и условиям (4) во всех концевых 

вершинах, кроме одного в вершине bm .Подберем  так, чтобы у(х) удовлетворяло и условию 

в точке bm  

 =

y (b ) e (b )2 2m m

g (b )2 m



. 

Метод суперпозиции может быть использован и в случае, когда на  задано 

дифференциальное уравнение второго порядка  

y = p(x)y + f(x),         (7) 

во внутренней вершине а условия согласования вида 

y1(a) = y2(a) = .. =yd(a) ,              (8) 

( )
 ( )

d a
y a 0

i i
i 1

 



,            (9) 

где i произвольная ненулевая константа, для внутренней вершины а. В каждой концевой 

вершине bi заданы краевые условия 
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 y(bi) = ci ,           (10) 

где i= 1,m , ci - постоянные . 

Для нахождения приближенного решения задачи (7)-(10) построим метод аналогичный 

методу суперпозиции для краевой задачи, заданной на отрезке (см.[3]). Так же как и в 

классическом случае функцию y(x), которая является решением уравнения (7), будем искать  

в виде 

y(x)=e(x)+ g(x) ,             (11) 

 

где  - некоторая постоянная , а e(x) и g(x) - функции заданные на графе . 

Продифференцируем выражение (11) и подставим в (7) получим  

e(x)+g(x)=pe(x)+pg(x)+f или (e-pe-f)+(g-pg)=0. Найдем функцию g(x) так, чтобы g-

pg=0. Тогда функция e(x) удовлетворяет уравнению e-pe-f=0. Таким образом, функции e(x) 

и g(x) удовлетворяют следующей системе дифференциальных уравнений 

 

e = pe + f       (12) 

g = pg       (13) 

 

Решение системы уравнений (12)-(13) найдем при условиях согласования (8), (9) и при 

граничных  условиях 

e(bi)=сi  (i=1,m-1); e (b1)=0;         (14) 

g(bi)=0 (i=1,m-1); g (b1)=1.     (15) 

 

Таким образом, для решения исходной задачи вида (7)-(13) нам необходимо на сети  

решить две начально-краевых задачи. 

Решив на сети  две начально-краевых задачи (12), (14) и (13), (15), получим решение 

y(x), которое удовлетворяет условиям согласования (8), (9) в точке a и условиям (10) во всех  

концевых  вершинах, кроме одного в вершине bm. Подберем  так, чтобы у(х) удовлетворяло 

и условию в точке bm, для этого положим 

 = 

y(b ) e(b )
m m

g(b )
m



.       (16) 

Опишем процедуру поиска решения уравнения (12) с условиями (14). Решение 

начально-краевой задачи на произвольной сети рассмотрим на  примере определения 

функции e(х) (для g(х) аналогично). На ребре 1=(b1,a) находим решение задачи Коши для 

уравнения (12) с начальными условиями e(b1)=с1, e(b1)=0. Обозначим через с* значение 

найденной функции e(x) в вершине a ребра 1(e(а)=c*). Исключим из сети  ребро 1 и 

вершину а. В результате исходная сеть распадется на множество компонентов связности 

1,..,k-1,k (k=d(a)-1). Так как у нас одна внутренняя вершина, то все подграфы i состоят из 

одного ребра. Найдем решение e(x) на подграфах i, i=1,..,k-1. Так как i  состоит из одного 

ребра [bi,а], то в граничных точках этого ребра заданы краевые условия e(bi)=ci, e(a)=c* и 

решение ищется классическим методом суперпозиции (см. напр.[3]) для краевой  задачи на 

отрезке. 
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Лес - важнейший компонент биосферы, основной источник экологической 

безопасности человека. В лесах содержится около 60-70 процентов всего атмосферного 

запаса углекислоты - 400-500 млрд.т. Помимо биологической пользы леса приносят 

огромный вклад в развитие экономики многих промышленно развитых стран мира. 

В данной работе проводится исследование и анализ динамической модели для 

сохранения лесного хозяйства, которое истощается из-за вырубки лесов, роста лесной 

промышленности, климатических факторов (см. [3--5]). Рассматривается возрастная 

структура лесной биомассы через деление на молодые (P) и зрелые (M) популяции. Для 

промышленных предприятий (I) накладывается ограничение на вырубку молодых 

популяций. В качестве альтернативных ресурсов для промышленных предприятий вводится 

модифицированная функция Лесли---Гоуэра (см.[5]).  

В работе изучается система нелинейных дифференциальных уравнений, исследуется 

устойчивость решений системы, допускающей линеаризацию в окрестности положений 

равновесия. Взаимодействие между величинами P, M, I описывается динамической 

системой: 

 

 
  

  
      

 

 
         (1) 

 
  

  
              (2) 

 
  

  
     

   

    
        (3) 

 

где                        , а ,  ,  ,  ,   , ,   ,     ,   ,   — действительные 

параметры. Для доказательства положительности и ограниченности решений системы 

используется лемма Чена. Теория дифференциальных неравенств используется для 

получения достаточных условий существования предельных значений введенных 

переменных. Исследуется устойчивость положения равновесия системы. 

Рассматриваются четыре биологически возможных положения равновесия системы. 

Строятся фазовые портреты в проекции по двум переменным при помощи веб-

приложения PhaPl [2]. В ходе работы были выявлены условия при которых положения 

равновесия представляли собой устойчивый узел, неустойчивый узел, устойчивый 

седло---узел, неустойчивый седло---узел. 

В результате исследования было построено трехмерное поле направлений 

динамической системы и фазовые портреты в проекции по двум переменным. Были 

получены условия биоэкономического равновесия. В результате численного 

моделирования были построены графики, соответствующие полученным в работе 

результатам. Было изучено каждое уравнение системы по отдельности. Решив первое 

уравнение как уравнения с разделяющимися переменными и подставив его решение во 
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второе уравнение системы, было получено линейное неоднородное уравнение. При 

подстановке решения второго уравнения в третье было получено уравнение Бернулли. 

Были найдены аналитические выражения решений в зависимости от параметров.  

Отметим, что в исследовании использовались методы, применявшиеся в [1] для 

исследования поведения решений нелинейных динамических систем.  
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Проведенная проверка программного обеспечения, необходимого для реализации 

соответствующих образовательных программ и организации научной работы, позволила 

подобрать для него наиболее функциональные аналоги среди научных программных 

продуктов с последующим внедрением в учебный процесс и научно-исследовательскую 

деятельность. Приближенной базой исследования послужил анализ заявок на предоставление 

основного программного обеспечения в период с 2017 по 2019 годы, поданных кафедрами, 

факультетами и структурными научными подразделениями Военного Учебно-научного 

Центра Военно-воздушных Сил «Военно-воздушной Академии имени профессора Н.Е. 

Жуковского и Ю.А. Гагарина» (г. Воронеж, Россия), а также филиалы,  и инструментами 

Фонда алгоритмов и программ данной организации, на основе которых были разработаны 

собственные прототипы программного обеспечения [1-2].   

Проведенный в этой области анализ показал, что наиболее популярными  

математическими системами являются MathCad и Matlab, а их ближайшими аналогами - 

SMathStudio, Maxima и Scilab, GNU Octave. 

В таблицах 1 и 2 представлены основные характеристики математических пакетов, 

информация об их разработчиках и их сравнение. Данные обновлены до последних версий 

программ, выпущенных к маю 2021 года [3]. 
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Таблица 1. Сравнение математических систем MathCad [4], SMath Studio и Maxima 

Параметр MathCad SMath Studio Maxima 

Разработчик, 

официальный сайт 

ParametricTechnology 

Corporation (PTC),  

https://www.ptc.com/ru/p

roducts/mathcad/ 

Андрей 

Ивашов,https://ru.sm

ath.com/ 

Massachusetts Institute 

of Technology (MIT), 

http://maxima.sourcefo

rge.net/ 

Год выпуска  1986 2006 1982 

Основные функциональные возможности: 

Алгебраические 

вычисления 
да да да 

Дифференцирование да да да 

Интегрирование да да да 

Операции с матрицами да да да 

Вычисление пределов  да нет да 

Построение графиков да да да 

Операции с 

комплексными 

числами 

да да да 

Операторы 

while и for 
да да да 

 

Таблица 2. Сравнение математических систем Matlab [5], Scilab[6] и GNU Octave[7] 

Параметр Matlab Scilab GNU Octave 

Год первого выпуска 

программы 
1984 1994 1988 

Основные функциональные возможности: 

Алгебраические 

вычисления: 
да да да 

Дифференцирование да да да 

Интегрирование да да да 

Операции с матрицами да да да 

Обработка сигналов да да да 

Оператор if да да да 

Операторы 

while и for 
да да да 

 

Из таблицы 1 видно, что программы SMath Studio и Maxima не являются полными 

аналогами Mathcad и уступают ей функционалом. 

К недостаткам SMath Studio можно отнести небольшое количество встроенных 

функций, плохую реализацию вычислений в символьном виде и отсутствие средств 

компоновки документов. При решении системы уравнений в Maxima результаты трудно 

использовать в дальнейшем.  Также вероятность совершить ошибку выше при вводе в 

рабочий лист длинных уравнений с большим количеством математических операций. 

К преимуществам SMath Studio можно отнести визуальное представление решаемых 

математических задач, наличие поддержки пользователя в виде всплывающей подсказки по 

вводу переменных и функций, как в современных средах программирования, возможность 

расширения программы с помощью пользовательских модулей и дополнений. SMath Studio 

наиболее близка по стилю (интерфейсу) к MathCad [5]. Программа Maxima имеет более 

строгую типизацию данных, что повышает ее производительность и упрощает процесс 

отладки проекта. Обе программы являются кроссплатформенными и совместимы с Linux. 

Таким образом, проведенный анализ показал, что внедрение и использование 
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свободного программного обеспечения в научной и образовательной деятельности можно 

рассматривать как реальную альтернативу проприетарным программным системам. Это 

решение ускорит темпы обучения и исследований в инженерных дисциплинах, а также 

поможет бороться с важным негативным последствием коммерческого программного 

обеспечения - явлением так называемого "пиратства" или распространения "пиратского" 

программного обеспечения. 

Основные трудности, связанные с внедрением свободного программного обеспечения в 

образовательный процесс, представляются следующими 

Проблемы совместимости (или отсутствия совместимости) между новыми форматами и 

существующими продуктами 

Консерватизм пользователей, который связан с их нежеланием учиться чему-то новому; 

Недостаточная функциональность LSS по отношению к программному обеспечению, 

которое будет использоваться в некоторых дисциплинах; 

В некоторых случаях более высокие требования руководства (нормативные документы) 

к использованию определенного программного продукта для определенной области. 

Для поддержки этого направления военным вузам рекомендуется разработать и 

поддерживать соответствующую общедоступную базу данных с набором необходимых 

разверток LSS, электронных учебных материалов и другого контента для облегчения и 

сокращения времени на их освоение, создавая тем самым необходимые условия для 

обеспечения коллективного перехода пользователей на пакеты LSS, что позволит 

существенно сэкономить средства государственного бюджета при требуемом качестве 

подготовки стажеров 
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При системных исследованиях эффективности боевого применения авиационных 

комплексов (АК) система моделей, описывающих процесс боевых действий группировки к 

АК, представляется как система вложенных друг в друга двухуровневых моделей, 

образующих иерархическую структуру. Модель верхнего уровня (координирующая модель) 

http://www.ivdon.ru/ru/magazine/archive/N9y2019/6246
http://www.ivdon.ru/ru/magazine/archive/N9y2019/6246
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дает возможность сформулировать частные показатели эффективности, характеризующие 

отдельные этапы (фазы), цикла функционирования УАК, и установить их количественные 

связи с принятыми общими критериями эффективности, характеризующими результаты 

функционирования группировки УАК. Она позволяет оценить значения общих критериев 

эффективности группировки УАК и исследовать зависимость общих критериев от частных 

показателей. В основе координирующей модели лежит оперативно-тактическая модель 

(ОТМ) боевых действий группировки УАК, представляющая собой неформальное описание 

боевых действий, отражающее структуру, основные черты и факторы этого процесса. При 

исследованиях эффективности ОТМ отражает основные черты реальных боевых действий и 

в какой-то степени заменяет для исследования результаты наблюдения. ОТМ основывается 

на положениях военной доктрины, стратегии, оперативного искусства и тактики и отражает 

реальный опыт боевых действий, учений и боевой подготовки войск. Важнейшими 

сведениями, содержащимися в ОТМ, которые необходимы для построения формализованной 

модели боевых действий (операции), являются [1]: 

 общее количество, состав и базирование авиации, участвующей  в боевых 

действиях 

  количество, размещение и состав сил противника, противодействующих  ударной 

авиации: силы, действующие по аэродромам базирования, средства ПВО и др. 

  напряженность боевых действий, которая задается моментами нанесения 

массированных ударов и обозначением периодов эшелонированных боевых действий 

  распределение усилий по объектам боевых действий 

  моменты нанесения ударов и состав сил противника при действиях по аэродромам 

базирования и другим объектам 

  обеспечение боевых действий (огневое подавление ПВО, РЭБ, патрульное 

сопровождение и др.). 

Для всестороннего исследования эффективности боевых действий (ЭБД), как правило, 

требуется несколько типовых ОТМ [2-3], описывающих ход боевых действий при разных 

стратегиях и тактиках. 

Для прояснения методической стороны дела рассмотрим и кратко опишем одну из них, 

соответствующую оборонительной доктрине, основная особенность которой состоит в том, 

что противник первым начинает боевые действия, в результате чего создается ситуация, в 

которой наша авиация прежде, чем нанести ответный удар, вынуждена часть сил, не готовых 

к немедленному нанесению ответных ударов, выводить из-под удара авиации противника и 

перебазировать ее на оперативные (запасные) аэродромы. 

В кратком описании, которое в полном объеме обычно выполняется специалистами-

операторами, а затем последовательно уточняется во взаимодействии со специалистами, 

занимающимися оценкой эффективности, мы выделим лишь те его положения, которые 

существенны для создания формализованной имитационной модели. Применительно к 

боевым действиям авиационного полка (АП) ударной авиации основные черты ОТМ 

сводятся к следующим положениям. 

Авиационный полк базируется на нескольких аэродромах и находится в постоянной 

боевой готовности. Самолеты находятся в разных степенях готовности. Поступает сигнал об 

ожидаемом ударе противника по аэродромам [4]. Получена команда о выходе из-под удара и 

нанесении ответного удара. 

Принимается решение на подготовку и взлет на нанесение удара по объектам 

противника той части самолетов, которые успеют взлететь до предполагаемого момента 

удара противника по аэродромному базированию. Самолеты, которые не будут готовы к 

моменту нанесения удара противника, не успеют взлететь до удара по аэродрому, взлетают и 

перебазируются на запасные аэродромы, по которым удар противника не наносится. Эти 

самолеты смогут принять участие только в следующем ударе. Часть самолетов, не успевших 

взлететь с аэродрома, по которому наносится удар противника, и не получивший 

повреждений в результате удара, могут принять участие в ударах после восстановления 
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ВПП. В последующих ударах могут принять участие самолеты, получившие повреждения, 

но восстановленные к моменту восстановления ВПП. 

Взлетевшие для нанесения удара по наземным объектам самолеты занимают свои места 

в боевом порядке соединения, преодолевая ПВО противника, выходят на объекты действий и 

наносят удары по назначенным наземным целям. После нанесения удара возвращаются, 

совершают посадку на неповрежденные аэродромы и готовятся к нанесению следующего 

удара. В следующем ударе принимают участие и те самолеты, которые вышли из-под удара, 

перебазировались на запасные аэродромы и успели подготовиться ко второму удару. В 

дальнейшем запасные аэродромы, на которых находится авиация, становится известен 

противнику и процесс в основных чертах повторяется. Таким образом, предполагается, что 

противник не наносит ударов по аэродромам, на которых в момент удара нет самолетов. 

При нанесении ударов по объектам противника производится целераспределение [5], 

которое устанавливает соотношение между подвергающимися ударам типам объектов. Это 

соотношение может быть разным в разных ударах или приблизительно выдерживаться на 

всем рассматриваемом отрезке времени.  
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Факультет прикладной математики, информатики и механики (ПММ ВГУ) 

организованный в нашей стране в 1969 году одним из первых факультетов подобного 

профиля, ежегодно проводит мероприятия, которые расширяют информационно-

образовательную среду, способствуя подготовке востребованных специалистов в области 

математики и информационных технологий. 

В течение нескольких лет (2001–2012) Воронежский университет выигрывал гранты 

Федеральной целевой программы «Государственная поддержка интеграции науки и высшего 

образования» по направлению 2.7 «Проведение научных конкурсов школ и конференций для 

студентов, аспирантов, молодых преподавателей и сотрудников вузов и научных 

организаций». 

Опыт, приобретенный в организации и проведении Открытых региональных 

студенческих школ-олимпиад по программированию и компьютерному моделированию, 

позволил нашему университету стать головным вузом при проведении третьего тура 

Всероссийской студенческой олимпиады «Информатика. Программирование. 
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Информационные технологии», которая проводилась в нашем университете в течение девяти 

лет, начиная с 2003 года в соответствии с приказом Министерства образования и науки РФ и 

Федерального агентства по образованию [1–6]. 

Ежегодно, начиная с 2012 года, наш факультет является организатором соревнований 

по информатике и программированию первокурсников вузов г. Воронежа, которые 

проводятся в рамках Международной научной конференции «Актуальные проблемы 

прикладной математики, информатики и механики». 

В 2021 году, который являлся годом науки и технологий, соревнования первокурсников 

вузов г. Воронежа проводились в online режиме. Спонсорскую поддержку оказала 

корпорация Digital Soft, директором по развитию которой является Александр 

Александрович Азнаурьянц, выпускник математического факультета ВГУ. Его родители 

генеральный директор корпорации Парус Азнаурьянц Александр Владимирович и главный 

бухгалтер Ольга Михайловна Азнаурьянц являются выпускниками факультета ПММ ВГУ. 

На основании приказа министерства образования и науки № 404 от 03.05.2004 «Об 

организации Всероссийской студенческой олимпиады» соревнования студентов проводились 

факультетом ПММ ВГУ. Одним из спонсоров этой олимпиады было Центрально-

Черноземное представительство корпорации Парус. 

Задания соревнований первокурсников 2021 года были выставлены на сайте 

олимпиады 8 декабря 2021 года в 10 часов. Решения (заполненный бланк ответов) 

принимались до 11 часов 15 мин по указанному электронному адресу. Для проверки 

решений участников соревнований разработано соответствующее программное обеспечение. 

В соревнованиях первокурсников участвовали 110 студентов. Наибольшее количество 

участников (96) было из ВГУ. Это студенты факультетов ПММ, компьютерных наук и 

математического. Студенты, участвующие в соревнованиях первокурсников, представляли вузы: 

Воронежский государственный университет (96 первокурсников); 

Воронежский государственный педагогический университет (3 первокурсника); 

Воронежский государственный университет инженерных технологий (4 

первокурсника); 

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 

имени Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина» (3 первокурсника); 

Воронежский институт инженерных технологий (4 первокурсника). 

Все участники соревнований получили сертификат участника олимпиады. Успешнее 

всех выступили студенты факультета ПММ ВГУ, занявшие призовые места олимпиады. 

Первое место завоевал первокурсник Бубнов Кирилл Владимирович (34 балла). На 

второе место (с результатом 33 балла) вышли Волкова Елизавета Андреевна и Киселева 

Олеся Алексеевна. Третье место заняли три студента: Турбино Александр Владимирович (32 

балла), Чурсин Виктор Юрьевич и Корчагина Анастасия Сергеевна, набравшие по 30 баллов. 

Все 6 человек, занявших первые три места, награждены денежными призами корпорацией 

Digital Soft. 

Большую работу по организации и проведению соревнований Воронежских вузов 

провели сотрудники корпорации Digital Soft: 

Азнаурьянц Александр Александрович – директор по развитию; 

Никодимов Игорь Анатольевич – директор по технологиям. 

Опыт организации и проведения соревнований первокурсников показывает, что они 

способствуют последующей учебе в области современных информационных технологий. 
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Нас будет интересовать поведение собственных значений задачи Робена  

 

                                                                                

  
  

  
     

   
                                                                     

в ограниченной области    ,    , с границей     , как функций параметра  . 

Обозначим через   
     первое собственное значение задачи (1) --- (2). В этой же области   

рассмотрим спектральную задачу Дирихле  

                  
 

          
обозначая через  

  её первое собственное значение, а через   
     --- соответствующую 

нормированную собственную функцию (    
          ). 

Теорема 1. Справедливо следующее асимптотическое разложение  
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где функция        - решение краевой задачи  

     
     

 
 

   
 

  
 

 

    
                                              (4) 

            
 

  
 
   

                                             (5) 

удовлетворяющее условию  

   
 

   
        (6) 

Задача (4) --- (6) имеет единственное решение.  

В ([1], [2]) получены следующие оценки. 

Теорема 2.Если      
                  и                          - 

вектор-функция, то справедливы следующие неравенства:  

 
   

 

  
         

       

     

   
         

        
        

                                               

                 
   

        

Определение 1. Поверхность   называется строго звездной, если для всех     

выполнено неравенство        .  

Теорема 3. Если   - строго звездная поверхность, то справедлива оценка:  

    
   

 

   
   

     
                                                   (8) 

Замечание 1. Для      
    из оценок (7), (8) следует, что    

   
 

  
. 

Замечание 2. В работе [3] получены асимптотические разложения собственных 

значений краевых задач для эллиптических уравнений с параметрическим возмущением при 

не зависящих от параметра граничных условиях. 

 

Литература 

1. Филиновский А.В. О коэффициентах асимптотического представления первого 

собственного значения задачи Робена // Дифф. уравнения. 2020. -Т. 56, № 11, - C. 1564-1565. 

2. Filinovskiy A.V. On some bounds for coefficients of the asymptotics to Robin eigenvalue // 

International workshop on the qualitative theory of differential equations, QUALITDE-2020, 

December 19-21, - A. Razmadze Mathematical Institute of I. Javakhishvili Tbilisi State University 

Tbilisi, Georgia, - P. 75-77.  

3. Вишик М.И., Люстерник Л.А. Решение некоторых задач о возмущении в случае 

матриц и самосопряженных и несамосопряженных дифференциальных уравнений. I // 

Успехи мат. наук. - 1960. - Т. 15, № 3. - С. 3--80. 

 

© Филиновский А.В. 

 

 

УДК 621.396.67 

 

МОДЕЛЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ДВУХДИАПАЗОННОЙ АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ 

 

Харченко В.В., Рудый С.В., Ермухамбетов Т.М., Мозговой М.И., Урывская Т.Ю. 

 

ВУНЦ ВВС «ВВА им. проф. Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина» (г. Воронеж) 

 

При организации радиосвязи часто возникает необходимость обеспечить возможность 

передачи информации в различных частотных диапазонах. Например, в спутниковой 

радиосвязи одной из актуальных задач является создание мобильных наземных и бортовых 

радиосистем, способных одновременно поддерживать связь через несколько спутников в 
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нескольких существенно разнесенных частотных диапазонах. Аналогичные задачи 

возникают и при разработке радиорелейных и других линий связи [1]. Известно [2], что при 

организации дуплексной радиосвязи передача в одном и другом направлениях ведется 

обычно на разных несущих частотах. Это делается, в том числе и для того, чтобы 

радиоприемник принимал сигналы только от радиопередатчика противоположного пункта и 

не принимал сигналы собственного радиопередатчика. 

Перспективным для решения целого ряда практических задач радиолокации и 

радиосвязи в настоящее время является СВЧ диапазон. Наибольшее распространение 

получило использование систем двойного назначения, работающих с длинами волн от 

0,5 до 75 см. 

В настоящее время для решения таких задач используется совокупность антенно -

фидерных устройств, каждое из которых обеспечивает передачу информации в 

определенном диапазоне частот. Однако перспективным видится использование 

антенных систем, которые позволят реализовать функции нескольких антенн в одной 

антенной конструкции, что, несомненно, приведет к улучшению показателей 

надежности и эффективности функционирования комплексов радиосвязи в целом, так 

как именно антенны являются одним из важнейших звеньев радиосистем, существенно 

определяющих их предельные характеристики.  

В качестве многочастотной антенны комплекса радиосвязи может рассматриваться 

цилиндрическая антенная решетка (АР) щелевых излучателей, варианты построения которой 

представлены на рисунке 1. 

Варианты построения двухчастотной цилиндрической АР, представленные на рисунках 

1а и 1б, отличаются геометрическим расположением излучателей, формирующих кольцевые 

антенные решетки 1 и 2. 

 

1

2

r0

1

2

r0

 
 

а)                                                                      б) 

 

Рисунок 1 – Двухчастотная антенная решетка 

 

Предполагается, что на одной несущей конструкции можно будет расположить 3-4 

кольцевые антенные решетки, работающие в разных частотных диапазонах. При этом 

должны быть учтены все электродинамические особенности размещения излучателей в 

соседних решетках, и, в первую очередь, их взаимная связь в решетках. 
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Выбор цилиндрической формы несущей конструкции объясняется тем, что неплоские 

конструкции характеризуются следующими свойствами [4]: 

- наиболее полно отвечают совокупности требований по обеспечению сектора 

сканирования; 

- возможность быстрого углового перемещения главного максимума диаграммы 

направленности (ДН); 

- независимость характеристик излучения от направления излучения. 

Если необходимо иметь радиосвязь с большим числом пунктов управления, то 

организуется радиосеть, представляющая совокупность радиолиний, работающих на 

одной общей для всех абонентов, частоте или группе частот [2, 5]. Функционирование 

радиосети может организовываться по следующим алгоритмам. Одна радиостанция, 

называемая главной, может передавать сообщения как для одной, так и для нескольких 

подчиненных радиостанций. Оператор главной радиостанции следит за порядком в 

радиосети и устанавливает очередность работы на передачу подчиненным 

радиостанциям. Последние при соответствующем разрешении могут обмениваться 

сообщениями (информацией) не только с главной радиостанцией, но и между собой. 

Такая организация связи может быть реализована как на основе сложных дуплексного, 

так и симплексного каналов. B первом случае главная радиостанция ведет передачу на 

одной частоте, а принимает на нескольких (по числу подчиненных радиостанций). Во 

втором случае возможно использование совмещенных приемопередающих 

радиоустройств и общей рабочей частоты. При этом, может быть реализован и 

полудуплексный режим радиосвязи. 

При построении радиорелейных линий в используемых ретрансляторах разница 

уровней принимаемых и излучаемых антеннами радиосигналов весьма велика 

(превышает 150 дБ). Поэтому для исключения возможности возникновения паразитных 

связей между радиопередающими и радиоприемными трактами ретранслятора 

необходимо использовать две несущие частоты для каждого направления передачи. При 

этом для передачи радиосигналов в противоположных направлениях может быть 

использована либо одна и та же пара частот (f1 − f2), либо две разные пары (f1 − f2 и f3 − 

f4) [2]. 

Приведенные примеры подчеркивают актуальность использования многочастотных 

антенных систем при организации радиолиний и построении комплексов радиосвязи. 

Применение многочастотных антенн в радиотехнических системах различного назначения 

позволит повысить эффективность функционирования последних как по показателям 

надежности, так и по энергетическим параметрам. 
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Конструктивные элементы типа внезапного сужения являются широко 

распространенными составляющими трубопроводов, экструдеров, трубчатых реакторов и 

других машин и аппаратов для переработки высоковязких материалов. Изменения 

поперечного сечения рабочей зоны оказывают непосредственное влияние на характер потока 

и его кинематические и динамические параметры, что необходимо учитывать с целью 

обеспечения требуемого режима и условий течения. 

Рассматривается ламинарное стационарное изотермическое течение несжимаемой 

неньютоновской среды в цилиндрическом канале с внезапным сужением. Источники тепла 

отсутствуют, гравитационные силы и диссипативные члены не учитываются. 

Гидромеханическая модель течения формализована в виде уравнений сохранения удельного 

импульса и массы [1, 2]: 
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v v I v + v
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                                              (1) 

 

где   – плотность; v  – скорость; P – давление; I  – единичный тензор;   – вязкость. 

На стенках канала заданы условия прилипания, на оси симметрии выполняется условие 

симметрии. В выходном сечении задаётся нулевое значение избыточного давления. 

В качестве реологической модели принята модель Карро [3]: 
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где 0 ,   – соответственно, наибольшая и наименьшая вязкость; 2 :  S S  – скорость 

сдвига;  
1

2

T    
 

S v v  – тензор скорости деформации; m – показатель кривизны 

реологической кривой    ;  – величина, обратная скорости сдвига, при которой 

начинается «разжижение» структуры. 

Для анализа введены безразмерные геометрические и кинематические параметры: 

координата поперечного сечения канала 2z R  , аксиальная 2z ср   и радиальная 2r ср   

составляющие вектора скорости, максимальная скорость max 2ср  , где 2ср  – 

среднеобъемная скорость установившегося потока в выходном канале радиусом 2R . 
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                          а)                                                              б) 

Рис. 1 Распределение аксиальной (а) и радиальной (б) 

составляющей вектора скорости в сечениях, расположенных от 

внезапного сужения 

на расстоянии  : 1 – -6; 2 – -1; 3 – -0,02; 4 – 0; 5 – 0,2; 6 – 3 

2r ср
 

2
r R

2
r R

2z ср
 

Анализ распределения 

линий тока показал, что на 

достаточном удалении от 

внезапного сужения вниз и вверх 

по потоку формируются зоны 

одномерного течения, а вблизи 

сужения – зона двумерного 

течения. В окрестности 

внезапного сужения образуется 

циркуляционная зона. Эволюция 

профилей скорости вдоль канала 

представлена на рис. 1. В зоне 

одномерного течения, 

расположенном на значительном 

расстоянии от внезапного сужения, распределение аксиальной составляющей вектора 

скорости соответствует установившемуся движению жидкости в бесконечной круглой трубе, 

радиальная составляющая вектора скорости при этом отсутствует (кривые 1). По мере 

приближения к внезапному сужению вертикальная стенка начинает оказывать все 

большее влияние на периферийные слои жидкости, что приводит к переформированию 

потока. Профиль аксиальной составляющей вектора скорости при этом становится более 

наполненным вблизи оси симметрии и появляется радиальная составляющая вектора 

скорости (кривые 2, 3). В сечении, проходящем через внезапное сужение, наблюдаются 

аналогичные предыдущему сечению тенденции, при этом абсолютные значения 

аксиальной и радиальной составляющих скорости увеличиваются (кривые 4). После 

преодоления внезапного сужения поток постепенно трансформируется (кривые 5), и 

далее течение выходит на установившийся режим, при котором исчезает радиальная 

составляющая, а профиль аксиальной составляющей скорости перестает меняться 

(кривые 6). 

Анализ изменения максимальной скорости max 2ср   по 

длине канала позволяет определить положение сечений вх  и 

вых , в которых, соответственно, начинается и завершается 

перестройка профиля скорости потока (рис. 2). Установлено, 

что при 2Re 10  протяженность зон дестабилизированного 

течения до и после внезапного сужения (соответственно, вхl  

выхl ) не зависит от числа Рейнольдса, а определяются только 

радиусом канала: 

  11,5 1,8вхl R  ;           21,0 1,4выхl R  ,              (3) 

что находится в тесном согласии с известными результатами [1, 2]. 

Гидравлической характеристикой внезапного сужения является коэффициент местного 

сопротивления, равный отношению потерь гидродинамического давления на преодоление 

сужения к динамическому давлению. Установлено, что при 2Re 10  значение коэффициента 

местного сопротивления уменьшается с увеличением числа Рейнольдса 
1,04

26,65ReмсC  .                                                             (4) 

Установленные особенности течения указывают на необходимость их учета при 

расчете параметров переработки неньютоновских сред в рабочих зонах оборудования, 

содержащих конструктивные элементы в виде внезапного сужения. 

 

 

 

Рис. 2 Изменение 

максимальной 
скорости по длине канала 



max 2ср 

выхвх
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Одной из проблем, возникающих при хранении нефтяных суспензий, является процесс 

седиментации, вызванный наличием в жидком продукте дисперсной фазы[1]. В этих 

условиях актуальной задачей является разработка математической модели, позволяющей в 

динамике оценивать локальную концентрацию дисперсной фазы. Моделирование процесса 

осложняется интенсивной термоконвекцией в нефтепродуктах, которая обусловлена 

достаточно высокими значениями коэффициентов объемного расширения [2]. 

Подходы к моделированию течения многофазных систем можно условно разделить на 

два подхода: первый (метод решеточных уравнений Больцмана) рассматривает многофазную 

среду как объединение частиц, двигающихся в пространстве; второй (основанный на 

аппроксимации уравнениями Навье-Стокса) – как единую субстанцию с разными 

характеристиками различных фаз[3].Первый метод позволяет учесть особенности 

микродинамики исследуемой среды, однако его использование требует больших 

вычислительных затрат и не всегда обосновано для случаев малых скоростей течения. 

Наибольшее распространение при моделировании течения нефтяных суспензий получили 

модели второго подхода. Среди них выделяются модели раздельного многофазного течения, 

которые описывают поведение границы раздела фази континуальные дисперсные модели, 

которые позволяют рассчитать только объёмную долю одной фазы, диспергированной в 

другой фазе[3].  
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Рис. 1 Расчётная область 

Рассмотрен процесс седиментации двухфазной нефтяной 

суспензии в условиях термоконвекции в рамках модели 

взаимопроникающих континуумов с учетом проскальзывания 

фаз в прямоугольной каверне (рис. 1) без учёта взаимодействия 

частиц твёрдой фазы со стенками. 

Закон сохранения массы для дисперсионной фазы 

    0l l l l ls s
t
 


 


u ,                             (1) 

где l  – плотность дисперсионной фазы, кг/м
3
; ls  – объемная доля 

дисперсионной фазы, безразм.;ul– скорости движения 

дисперсионной фазы, м/с; t – время, с. При этом нет стока-притока 

фаз, то есть 1l ss s  , ss  – объемная доля дисперсной фазы. 

Граничные условия на стенках 1 и свободной поверхности 2 : отсутствие массового 

потока 0l l ls  n u , 0s s ss  n u , где n – вектор нормали к расчётной поверхности; 

начальное условие 0, 0,, 1s s l ls s s s   , где 0,ss – начальное содержание дисперсной фазы в 

среде. Плотность смеси рассчитывается усреднением как l l s ss s    . 

Предварительные расчёты показали, что число Грасгофа для гетерогенной системы 

«нефть-песок» не превышают значений 10
6
. Что говорит о ламинарном характере течения в 

пограничном слое. Так как в рассматриваемой области нагрева выполняется соотношение 

1  , примем действие массовых сил в приближении Буссинеска. 

Тогда уравнения сохранения импульса и массы запишутся так 
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Ошибка! Закладка не определена. 

где   – динамическая вязкость, Пас; u– вектор скорости движения смеси, м/с; p – давление, 

Па; g  – модуль ускорения свободного падения, м/с
2
; e  – орт направления силы тяжести. 

Граничные условия на стенках 1 задаются плотностью теплового потока q0: 0q  n q ; 

граничные условия на свободной поверхности 2 – отсутствие теплового потока 0  n q . 

Вязкость суспензии рассчитывается в соответствии законом Кригера-Догерти [4] 
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Ошибка! Закладка не определена. 

где с – динамическая вязкость дисперсионной фазы, Пас; max –максимальная степень 

упаковки, безразм. 

Граничные условия на стенках 1  задают условие прилипания к стенке: 0u ; 

граничные условия на свободной поверхности 2  задают проскальзывание среды 0 u n ; 

начальное условие – смесь находится в покое 
0

0
t

u ,Ошибка! Закладка не определена.

 00t
p p h y


     g , где p0 – давление в верхней точке расчетной области, Па; h – высота 

каверны, м; y– координата по вертикальной оси, м. 

Закон сохранения энергии для каждой фазы суспензии 
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где T – температура смеси, К; pс –удельная теплоёмкость смеси,  Дж/ кг К ; λ – 

коэффициент теплопроводности смеси,  Вт / м К . 

Граничные условия на стенках 1  задают плотность теплового потока hqq ; 

граничные условия на свободной поверхности 2  задают отсутствие теплового потока 0q ; 

начальное условие – заданная начальная температура 00t
T T


 .Ошибка! Закладка не 

определена. 
Теплоёмкость и коэффициент теплопроводности смеси рассчитываются как 
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Для корректного описания явления термоконвекции введена линейная зависимость 

плотности жидкой фазы от температуры 

 

   0 0l T a T T    ,                                                           (7) 

 

где 0 – плотность жидкости при температуре T0; а – температурная поправка [5]. 

Учет проскальзывания твердой фазы осуществлялся с помощью модели Шиллера-

Науманна [6]. 

Динамическая вязкость дисперсионной фазы нефтяной суспензии задана моделью 

Карро [7] 

 

 
1

2 2
0 1 ( )

m

c    


 
      ,                                                        (8) 

 

где 0 ,  – соответственно, наибольшая и наименьшая вязкость; 2 :  S S  – скорость 

сдвига;  
1

2

T    
 

S u u  – тензор скорости деформации; m – показатель кривизны 

реологической кривой    ; – величина, обратная скорости сдвига, при которой 

начинается «разжижение» структуры, с. 

Вычислительный эксперимент проводился на модельной смеси «нефть-песок». 

Использовались теплофизические характеристики нефтяной суспензии, представленные в 

[5]. Решение системы (1 – 7) осуществлялось методом конечных элементов в среде 

ComsolMultiphysics
TM

. Реологические параметры уравнения Карро (8) 0 17,228  Па·с, 

3,309  Па·с, 0,01   с,  0,405m   по данным [8]. 

Результаты математического моделирования представлены на рис. 2, на котором 

показаны поля модуля вектора скорости (рис. 2а), температуры (рис. 2б) и объемной доли 

твердой фазы (рис. 2в). На рис. 2г показана динамика изменения среднеинтегральной 

концентрации твердой фазы на дне резервуара при значениях плотности теплового потока на 

границе 1  0, 1000, 3000 и 5000 Вт/м
2
. На рис. 2д показано распределение концентрации 

твердой фазы по длине нижней границы резервуара в моменты времени 108, 120, 135 мин. 
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Поле модуля вектора скорости отражает циркуляционные потоки внутри резервуара 

(рис. 2а).Температурное поле обусловлено суперпозицией движения двух фаз, имеющих 

разные теплофизические характеристики и скоростные поля (рис. 2б). С течением времени в 

нижней части резервуара повышается концентрация твердой фазы (рис. 2в).Интенсивность 

роста концентрации твердой фазы зависит от теплопритоков со стороны боковых и нижней 

границ (рис. 2г). Наличие теплопритоков изменяет равномерность образования осадка. 

Вызванные термоконвекцией скоростные поля приводят к неоднородности концентрации 

твердой фазы на дне резервуара (рис. 2д). Несимметричность полей объясняется 

погрешностью геометрической дискретизации области при решении задачи методом 

конечных элементов. 

Таким образом, при организации хранения нефтепродуктов при прогнозировании 

седиментационных процессов следует учитывать теплообмен резервуара с окружающей 

средой и тепловую обстановку внутри резервуара, что позволит повысить точность 

прогнозирования как динамики процессов седиментации нефтепродуктов, так и параметров 

образующегося осадка. 
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Используются  обозначения и определения, принятые в работе[1].Ребра   графа   

имеют одинаковую длину и параметризованы отрезком  0,1 ;   множества граничных  

узлов графа; 0    объединение всех ребер, не содержащих концевых точек; 2 ( )L     

банахово пространство измеримых на 0  функций, суммируемых с квадратом; 
1

2 ( )W    

пространство функций из 2 ( )L  , имеющих обобщенную производную первого порядка 

также из 2 ( )L  .Обозначим через ( )a   множество непрерывных во всех внутренних узлах 

функций ( )u x  из класса 
1

2 ( )W  , удовлетворяющих соотношениям: 

( ) ( )

(1) (0)
(1) (0) ,

R r

du du
a a

dx dx

 

 
    

   

здесь ( )R   и ( )r    множества ребер  , соответственно ориентированных к узлу   и от узла 

 , пояснения для функции ( )a x  приведены ниже. Замыкание в норме 
1

2 ( )W   множества 

( )a   обозначим через 
1( , )W a  . При этом, если допустить, что функции ( )u x  из ( )a   

удовлетворяют еще и краевому условию ( ) | = 0u x  , то получим пространство 
1

0 ( , )W a  . 

Рассмотрим дифференциально-разностную систему 

 
1 ( )

( ( ) ( 1)) ( ) ( ) ( ) = ( ), =1,2,..., ,
d dy k

y k y k a x b x y k f k k M
dx dx

 
    

 
 (1) 

 (0) = ( ),   ( ) 0,   k=1,...,M,
x

y v x y k


  (2) 

где 0    действительное число, 

2 2( ) : ( ; ),   ( ) : ( ; ) ( ),  y(0):= ( ;0) ( ) ( )y k y x k f k f x k L y x v x L        (разрешимость системы (1), 

(2) и устойчивость ее решения подробно изучалось в работе [2]). Коэффициенты  

( ),   ( )a x b x фиксированные, измеримые и ограниченные на 0  функции, суммируемые с 

квадратом: 
*

* 00 ( ) ,  | ( ) | ,  .a a x a b x x   
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Определение. Слабым решением  дифференциально-разностного уравнения (1) с 

условиями (2) называются функции
1

0( ) ( , )y k W a  , 1, ,k M  , удовлетворяющие 

интегральному тождеству 

( ( ),
1

[ ( ) ( 1)] ( ) ( ) ( ) ,  y(0) ( ),)y k y k x dx f k x dx xy k   


 

      

для любой функции 
1

0( ) ( , )x W a   , где 
( )( ) ( )

( ( ), ) = ( ) ( )( ) ( ) .
dy k x d x

y k a x by k x x dx
dx dx


 



 
 

 
  

Состояние 
1

0( ) ( , )y k W a   системы (1), (2), определяемое как слабое решение задачи 

(1), (2) с начальным условием ( )v x , очевидно, зависит от функции ( )v x U , являющейся 

стартовым состоянием системы (1), (2), при этом U  – пространство стартовых состояний 

( )v x  системы (1), (2). Поэтому всюду ниже обозначение ( )y k  будет заменено на ( ; ( ))y k v x . 

 

Введем минимизирующий функционал: 
2

2

0 ( )( ) = ( ; ( )) ( ) ( , ) ,L UJ v y k v x z x Nv v  с 

заданными функциями 
1

0 0( ) ( , )z x W a  , при этом для положительно определенного 

линейного оператора :N U U   выполнены условия 
2( , ) ,U UNv v v > 0 , для 

произвольного ( ) ,v x U символами ( , )   и ( , )U   обозначены скалярные произведения в 

2 ( )L   и U , соответственно. Пусть далее область U  – выпуклое замкнутое подмножество 

множества U . 

Оптимизационная задача по стартовым условиям ддя дифференциально-

разностной системы(1), (2) определяется нахождением : min ( ).
v

J v




 

Теорема 1. Оптимизационная задачапо стартовым условиям длядифференциально-

разностной системы(1), (2) имеет единственный оптимум v U

 , т.е.: ( ) = min ( ).
v

J v J v




 

Теорема 2. Пусть множество U  ограничено. Для того чтобы элемент ( )u x U  был 

оптимальным управлением, необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялись следующие 

соотношения (k=1,...,M)  

 
1

( ; ( )) ( 1; ( ) ( ) ( ( ; ( )), ( )) ( ) ( ) ,y k u x y k u x x dx y k u x x f k x dx  


 

      

для любой 
1

0( ) ( , ),x W a    

   0

1
( ; ( )) ( 1; ( )) ( ) ( ( ; ( )), ( )) ( ; ( )) ( ) ( ) ,p k u x p k u x x dx p k u x x y k v x z x x dx  


 

       

для любой 
1

0( ) ( , ),x W a     

 
2 ( )( ; ( )) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )) 0,Lp k u x v x u x Nu x v x u x      

для любых ( )v x U . Здесь через ( ; ( ))p k u x  обозначено сопряженное состояние для 

системы(1), (2),
1

0( ; ( )) ( , )y k u x W a  ,
1

0( ; ( )) ( , )p k u x W a  и ( ; ( )) = 0.p M v x  

Доказательство утверждений теорем 1 и 2 аналогично приведенным в работе [3]. 

 

Литература 

1. Хоанг В. Н. Приближенное решение дифференциально-разностной параболической 

системы с распределенными параметрами на графе// Современные методы прикладной 

математики, теории управления и компьютерных технологий: сб. тр. XI междунар. конф. 

ПМТУКТ-2021.Воронеж:Изд-во Научная книга. 2021. С. 179–182. 



95 

2. A. P. Zhabko, V. V. Provotorov, A. I. Shindyapin. Optimal control of a differential-difference 

parabolic system with distributed parameters on the graph // Vestnik of Saint Petersburg University. 

Applied Mathematics. Computer Science. Control Processes. 2021.Vol. 17. iss. 4.P. 433–448. 

3.V. V. Provotorov, S. M. Sergeev, V. N. Hoang, Point control of diferential-diference system 

with distributed parameterson the graph // Vestnik of Saint Petersburg University. Applied 

Mathematics. Computer Science. Controlprocesses.2021.Vol. 17. No 3.P. 277–286. 

 

© Хоанг В.Н. 

 

 

УДК 004.67 

 

АНАЛИЗ ДАННЫХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФОРМУЛ И ФИЛЬТРОВ В 

СТАТИСТИЧЕСКОМ ПАКЕТЕ JAMOVI 

 

Хоменко И.Е. 

 

Санкт-Петербургский государственный университет, г. Санкт-Петербург 

 

Для оценивания уровня здоровья населения, прогнозирования заболеваемости и 

повышения качества обслуживания пациентов используется анализ медицинских данных [1]. 

В статистике развивается специальное направление, занимающееся анализом медицинских 

данных – медицинская статистика. В 2017 году появилась программа Jamovi с открытым 

кодом для анализа данных и выполнения статистических тестов [2]. В частности, идеей 

австралийских разработчиков,  было создать статистическую программу в образовательных 

целях. Jamovi проста в использовании и имеет специальные пакеты для обработки 

медицинских данных, вместе с тем она бесплатная, что делает ее альтернативой 

дорогостоящим статистическим продуктам SPSS и SAS. 

Jamovi – многофункциональная программа, в которой за короткий срок можно 

провести описательную статистику и t-тесты, однофакторный и многофакторный анализ, 

построить систему поддержки и принятия диагностических решений.  

После импорта таблицы в одном из наиболее часто встречающихся форматах выгрузки 

из медицинских информационных систем и оборудования – .csv, .xsl, .xlsx и др. в Jamovi, 

необходимо проделать несколько простых шагов, которые существенно упростят 

дальнейшую работу. В Jamovi наиболее часто используются три типа данных – 

, , , в одном из четырех типов измерений 

, ,  и . Типы мер 

обозначаются символом в заголовке столбца переменной. Некоторые комбинации типа 

данных и типа меры не имеют смысла, и Jamovi выдаст ошибку при их выборе. 

 тип данных используется для описания как дихотомических данных 

(сопоставляются ответам «да», «нет»), так и номинальных (нумерация, не подлежащая 

упорядочиванию);  – схож с номинальным, используется, как численное 

описание шкал, не имеющих фактической математической величины (например, как 

чувствует себя пациент от 0 до 10);  – тип данных, описывающий результаты 

анализов, возраст пациентов, и все величины, которые в дальнейшем будет необходимость 

упорядочивать или численно сравнивать;  – это тип для распознавания 

объекта, это могут быть номера полисов, имена. Благодаря наличию комбинации типа 

данных и измерения в Jamovi поддерживаются уровни вложенности, что удобно для анализа 

больших объемов данных. При исследовании выделяется столбец исхода, который 

необходимо прогнозировать по набору ковариат [3]. 
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После первичной подготовки таблицы можно приступать к анализу данных 

посредством формул и фильтров. Для того чтобы задать столбец-функцию необходимо 

добавить столбец «Вычисляемая переменная», внутри которой вычисляется новая 

логическая или числовая переменная. Для обзора встроенных функций Jamovi и выбора 

используемых в таблице переменных, необходимо нажать на . Программа использует 

различные типы функций: математические, статистические, логические, текстовые, ссылка, 

разное и симуляция. Все функции снабжены кратким описанием (Рис. 1).  

Фильтр задается идентичным способом – для создания первого фильтра необходимо 

перейти в поле , создание последующих фильтров возможно уже внутри появившегося 

окна, нажатием на . Отличительным фактором фильтра от функции является 

наглядность, если результатом работы фильтра являются значения «0», «1», то при нажатии 

на символ , в таблице будут отображены исключительно истинные строки. Пример 

работы фильтра ‘Возраст’>65 (рис.2). Фильтр можно отключить, переведя из   в 

 режим. При использовании двух фильтров, выводится результат их пересечения. 

В Jamovi функции и фильтры можно использовать совместно, делая переменными фильтра 

результаты функций, так, при их параллельном использовании, достигается эффективный и 

наглядный анализ.  

 
Рис. 1. Функции в Jamovi 

 
Рис. 2 Фильтры в Jamovi 

 

Таким образом, удобство работы, свободный доступ и наличие облачной версии 

привлекают все новых и новых  пользователей Jamovi. 
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Работа посвящена новым случаям интегрируемости систем на касательном расслоении 

к конечномерной сфере. К такого рода задачам приводятся системы из динамики 

многомерного твердого тела, находящегося в неконсервативном поле сил. Исследуемые 

задачи описываются динамическими системами с переменной диссипацией с нулевым 

средним. Обнаружены случаи интегрируемости уравнений движения в трансцендентных (в 

смысле классификации их особенностей) функциях и выражающихся через конечную 

комбинацию элементарных функций.  

Работа представляет собой развитие результатов по интегрированию уравнений 

движения маломерного твердого тела, находящегося в некотором поле сил, построенном при 

условии квазистационарного взаимодействия твердого тела со средой (например, [1, 2]).  

Построение неконсервативного силового поля, действующего на закрепленное многомерное 

твердое тело, опирается на результаты из динамики реальных закрепленных твердых тел, 

находящихся, в поле силы воздействия среды. Становится возможным изучение уравнений 

движения для многомерного тела в аналогично построенном поле сил и получение полного 

набора, вообще говоря, трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную 

комбинацию элементарных функций. Полученные результаты особенно важны в смысле 

присутствия в системе именно неконсервативного поля сил, поскольку ранее другими авторами 

использовалось поле сил лишь потенциальное [3, 4].  

Ранее автором была показана интегрируемость уравнений плоскопараллельного движения 

закрепленного маятника в потоке набегающей среды при учете зависимости момента сил от 

угловой скорости тела, когда у системы динамических уравнений был найден в явном виде 

первый интеграл, являющийся трансцендентной (в смысле комплексного анализа) функцией 

квазискоростей. При этом все взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части 

поверхности, которая имеет форму (одномерной) пластины. Позднее задача была обобщена на 

пространственный случай (сферический маятник), при этом был найден в явном виде полный 

набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже все взаимодействие среды с телом 

сосредоточено на той части его поверхности, которая имеет форму плоского (двумерного) диска. 

Также в дальнейшем исследовались уравнения движения закрепленных четырехмерных твердых 

тел различных типов динамической симметрии, где силовое поле сосредоточено на той части 

поверхности тела, которая имеет форму двумерного (трехмерного) диска, при этом силовое 

воздействие сосредоточено на двумерной плоскости (одномерной прямой), перпендикулярной 

данному диску. В работе показана интегрируемость в элементарных функциях совместных 

уравнений движения динамически симметричного закрепленного многомерного твердого тела под 

действием неконсервативной пары сил при наличии линейного демпфирующего момента 

(дополнительной зависимости силового поля от тензора угловой скорости тела).  

Получены новые случаи интегрируемости неконсервативных динамических систем, 

обладающих нетривиальными симметриями. При этом почти во всех случаях 

интегрируемости каждый из первых интегралов выражается через конечную комбинацию 

элементарных функций, являясь одновременно трансцендентной функцией своих 

переменных. Трансцендентность в данном случае понимается в смысле комплексного 

анализа, когда после продолжения данных функций в комплексную область у них имеются 

существенно особые точки. Последний факт обуславливается наличием в системе 
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притягивающих и отталкивающих предельных множеств (как, например, притягивающих и 

отталкивающих фокусов или узлов, предельных циклов).  

В начале систематизируются результаты по исследованию уравнений плоскопараллельного 

движения симметричного закрепленного твердого тела-маятника, находящегося в некотором 

неконсервативном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных закрепленных твердых 

тел, помещенных в однородный поток набегающей среды. Параллельно рассматривается задача о 

плоскопараллельном движении свободного твердого тела, также находящегося в подобном поле 

сил. При этом на данное свободное тело действует также неконсервативная следящая сила, либо 

заставляющая во все время движения величину скорости некоторой характерной точки твердого 

тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие в системе неинтегрируемой 

сервосвязи), либо заставляющая центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно (что 

означает присутствие в системе пары сил).  

Результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие однородного потока среды с 

закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму 

одномерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое 

перпендикулярно данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются в 

инвариантном виде.  

Далее систематизируются результаты по исследованию уравнений пространственного 

движения динамически симметричного закрепленного твердого тела-маятника, 

находящегося в некотором неконсервативном поле сил. Его вид также заимствован из 

динамики реальных закрепленных твердых тел, помещенных в однородный поток 

набегающей среды. Параллельно рассматривается задача о пространственном движении 

свободного твердого тела, также находящегося в подобном поле сил. При этом на данное 

свободное тело действует также неконсервативная следящая сила, либо заставляющая во все 

время движения величину скорости некоторой характерной точки твердого тела оставаться 

постоянной во времени (что означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи), либо 

заставляющая центр масс тела двигаться прямолинейно и равномерно (что означает 

присутствие в системе пары сил).  

Результаты относятся к случаю, когда все взаимодействие однородного потока среды с 

закрепленным телом сосредоточено на той части поверхности тела, которая имеет форму 

двумерного диска, при этом силовое воздействие сосредоточено в направлении, которое 

перпендикулярно данному диску. Данные результаты систематизируются и подаются в 

инвариантном виде.  

Далее моделируются многомерные аналоги [4, 5].  
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Пусть  2 0,1L  гильбертово пространство комплексных измеримых (классов) функций, 

суммируемых с квадратом модуля со скалярным произведением вида      
1

0

,x y x y d    . 

Через  2

2 0,1W  обозначим пространство Соболева    2 0,1 :x L x абсолютно непрерывна, 

 2 0,1x L . Рассматривается дифференциальный оператор 

     2 20,1 0,1 ,: LL D L L   

задаваемый выражением вида 

    
..

Ly t y t   

и нелокальными краевыми условиями 

     
1

0

0

0 ,y a t y t dt        
1

1

0

1 ,y a t y t dt   

где 0a  и  1a функции из  2 0,1 .L  

Так как собственные значения оператора L  и ему сопряжённого оператора *L  связаны 

соотношением ,   то для исследования спектра оператора L  рассматривается 

сопряжённый ему оператор 

 

            
.. . .

*

1 01 0L x t x t x a t x a t
 

     
 

 

 1  

с краевыми условиями    0 1 0.x x   

Методом изучения спектральных свойств данного класса является метод подобных 

операторов, рассматриваемый в работах [1-5].  

Для исследования спектральных свойств сопряжённого оператора  1  представим его в 

виде 
*

1 2 .L x Ax B x B x    Оператор A  порождается дифференциальным выражением вида 

..

,Ax x     ,x AD          2

2 0,1 , 0 1 0 .A x W x xD      Оператор A  является 

самосопряжённым оператором с дискретным спектром, собственные значения которого 
2 2 , ,n n n N    являются простыми, а соответствующие собственные функции 

  2 sin , ,ne t nt n N    образуют ортонормированный базис в  2 0,1 .L  

Будем считать оператор A  невозмущённым оператором, а оператор 1 2B B B  

возмущением. Операторы 1B  и 2B  на области определения  AD  задаются соотношениями 

      
.

1 11 ;B x t x a t          
.

2 00 ,B x t x a t    ,x AD   0,1 ,t   0 1 2, 0,1 .a a L  
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Методом подобных операторов получены асимптотические оценки собственных 

значений и собственных функций исходного оператора. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 16-01-00197. 
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Онкологические заболевания характеризуются появлением в организме бесконтрольно 

делящихся, в следствие генетических нарушений, клеток, способных к инвазии в 

прилежащие ткани и метастазированию в отдаленные органы. За последние несколько 

десятилетий, произошли значительные изменения в теоретическом, экспериментальном и 

клиническом подходах к пониманию динамики развития раковых клеток и их 

взаимодействия с иммунной системой [1]. Это привело к развитию различных методов 

лечения онкологических заболеваний, таких как, виротерапия, иммунотерапия, 

химиотерапия, молекулярно-таргетная терапия, и других различных методик. В то же время, 

появились новые разработки аналитических и вычислительных моделей, помогающих 

получить представление о клинических наблюдениях [2]. 

Один из наиболее современных методов лечения рака, иммунотерапия – это 

искусственная модуляция иммунной системы, помогающая организму больного 

естественным путем бороться с болезнью, поскольку она позволяет использовать 

собственный иммунитет организма для уничтожения опухолевых клеток. Математическая 

модель роста опухоли представлена задачей Коши для системы дифференциальных 

уравнений [3]:  
  

  
       

 

  
  

   

    
, 
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где                       – скорость реакции усиления эффекторных клеток, μ – 

удельная скорость роста популяции делящихся клеток; KT – объем функционального 

пространства делящихся клеток; β, λI , λE, g1, g2, g3 – параметры, характеризующее скорости 

изменения T(t) (делящиеся клетки), E(t) (эффекторные клетки) и I(t) (клетки иммунной 

системы). 

Этот вариант стабилизации числа делящихся клеток позволяет за счет введения 

химиопрепаратов Drug увеличить скорость реакции усиления эффекторных клеток. 

Параметр  i характеризует скорость внедрения препаратов Drug в биохимические 

реакции.Анализ возможных стационарных состояний позволяет определить диапазон 

изменения параметров, в границах которого возможно уничтожение раковых клеток. 

Математическое моделирование осуществлялось в математическом пакете Matlab [4]. 

На рисунке представлена динамика делящихся клеток в зависимости от времени при 

добавлении препаратов одинаковой дозировки и иммунотерапии для трех пациентов. Из 

полученных результатов можно заключить, что заболевание переходит в хроническую 

форму вне зависимости от параметров, соответствующих пациенту. 

 
Рис.1 Рост делящихся клеток в зависимости от времени при добавлении лекарств 

 

Полученные результаты могут быть полезными при принятии конкретных решений по 

выбору программы лечении заболевания [5]. 
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Становление, развитие и функционирование гражданского общества не возможны без 

социализации образования, то есть без решения наиболее важных задач в социокультурной  

сфере общества. Социализация образования позволяет преодолевать разобщенность, 

поляризацию взаимосвязанных компонентов культуры: естественнонаучного, технико-

технологического и социально-гуманистического. Одной из главных характеристик 

социализации образования можно считать  оптимальное сочетание уровня потенциальных 

способностей в реализации социально признанных ценностей и собственных творческих сил 

при решении конкретной учебно-воспитательной, производственной или управленческой 

задачи. Очевидно и то, что при формировании специалиста любого профиля приоритетным 

является не столько набор специальных знаний (хотя они крайне важны), сколько глубокая 

фундаментальная подготовка как "стартовая площадка" и необходимое условие 

саморазвития личности и профессионала, его творческой самореализации. Образование 

невозможно без обращения к личности. Дело лишь в том, какую роль играет личность в этом 

процессе - роль цели или средства. Традиционное образование, преследующее цели 

функциональной, предметно-вещной образованности человека, использует личность как раз 

в функции средства, опирается на механизмы мотивации, ценностной ориентировки, 

смыслопоиска как на своего рода движущие силы достижения заданных извне целей. 

Развитие же самих этих личностных “механизмов”, ”функций” совершается в данном случае 

попутно, в той мере и в тех аспектах, в каких они оказываются необходимыми, 

востребованными для социальной ориентации индивида. От состояния образовательной 

системы, ее способности удовлетворять потребности личности и общества в 

высококачественных образовательных услугах принципиально зависят перспективы 

общественного развития в мире. С самой общей точки зрения, образование – это 

естественное и наиболее оптимальное место встречи личности и общества, место 

продуктивного и взаиморазвивающего разрешения бытийных противоречий между ними. 

Образование все более предстает как своего рода “производство образованности”, в котором 

как и в других производствах, используются современные наукоемкие технологии, 

информационные продукты, квалифицированные специалисты. Становясь центральным 

феноменом культуры, образование все более ориентируется на утверждение сущностного 

личностного начала в человеке. 

 

© Юрьева А.А. 
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Аннотации и сведения об авторах 

 

 

Моделирование конфликта на примере «работник-работодатель», Антипова 

Екатерина Сергеевна 

Ключевые слова: конфликты, теория управления, моделирование конфликтов, 

математическое моделирование. 

В работе продемонстрирована модель конфликта на примере «работник-работодатель». 

Проведен анализ параметров модели и определен их смысл. Получены условия 

существования устойчивого бесконфликтного состояния системы. Показано, что для 

рассмотренной модели существует 3 вида завершения конфликта: компромисс, победное 

завершение одним из участников конфликта и проигрышное завершение, когда ни один из 

участников не получил того, что хотел.  

 

Антипова Екатерина Сергеевна, Государственный университет управления, г.Москва, 

Российская Федерация, старший преподаватель кафедры математических методов в 

экономике и управлении, e-mail: antipovaes@live.ru 

 

 

Об асимптотической близости решений дифференциальных уравнений высокого 

порядка, Асташова Ирина Викторовна 

Ключевые слова: уравнения типа Эмдена-Фаулера, асимптотика решений 

Для уравнения типа Эмдена-Фаулера высокого порядка с младшими производными 

получены достаточные условия асимптотической близости решений и их производных 

решениям и их производным соответствующих линейных уравнений. 

 

Асташова Ирина Викторовна, профессор, МГУ им. М. В. Ломоносова, РЭУ им. Г. В. 

Плеханова, доктор физико-математических наук, e-mail: ast.diffiety@gmail.com 

 

 

Об условии гармоничности при построении решений уравнения Лапласа методом 

обобщенных степеней, Афанасенкова Юлия Вячеславовна, Гладышев Юрий Александрович 

Ключевые слова: Обобщенные степени, уравнение Лапласа, симметрия, 

параметрические обобщенные степени. 

В сообщении исследуется симметрия решений многомерного уравнения Лапласа, 

полученных методом параметрических обобщенных степеней. 

 

Афанасенкова Юлия Вячеславовна, Калужский государственный университет г. 

Калуга, e-mail: dvoryanchikova_y@mail.ru 

Гладышев Юрий Александрович, Калужский государственный университет г. Калуга, 

кандидат физико-математических наук, e-mail: dvoryanchikova_y@mail.ru 

 

 

Об основных этапах развития нелинейного функционального анализа (1920-е-

1960-е гг.), Богатов Егор Михайлович 

Ключевые слова: нелинейный функциональный анализ, этапы развития, 

математикаXXвека, отечественная математика 

В работе предпринята попытка периодизации развития нелинейного функционального 

анализа  в промежуток с 1920-го по 1970-й гг., при этом более пристальное внимание 

уделяется достижениям отечественных математиков. Итогом явилось выделение трёх этапов 

указанного развития – начального (1920-й-1930-й гг.), периода роста и развития (1930-е гг. - 
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конец 1940-х гг.) и периода расцвета (конец 1940-х гг. - 1960-е гг.), а также осмысление 

предыстории обсуждаемого процесса. 

 

Богатов Егор Михайлович, Старооскольский технологический  институт им. А.А. 

Угарова (филиал) Национального исследовательского технологического университета 

«МИСИС», г. Старый Оскол, Россия, кандидат физико-математических наук, доцент 

кафедры высшей математики и информатики, email: embogatov@inbox.ru; Филиал 

Национального исследовательского технологического университета «МИСИС»  в городе 

Губкине Белгородской области, г. Губкин; Россия, кандидат физико-математических наук, 

доцент кафедры горного дела,email: embogatov@inbox.ru. 

 

 

Математическая модель теплообменного аппарата воздухоразделительной 

установки, Воробьев Александр Александрович, Хвостов Анатолий Анатольевич, Журавлев 

Алексей Александрович, Куксов Дмитрий Юрьевич 

Ключевые слова: воздухоразделительная установка, теплообменник, математическая 

модель, теплопередача. 

На основе тепловых балансовых соотношений синтезирована математическая модель 

основного теплообменника воздухоразделительной установки в виде системы скалярных и 

матричных однородных дифференциальных уравнений, дополненных начальными и 

граничными условиями. 

 

Воробьев Александр Александрович, ВУНЦ ВВС ВВА, г. Воронеж, Российская 

Федерация, кандидат технических наук, научный сотрудник 

Хвостов Анатолий Анатольевич, ВГТУ, г. Воронеж, Российская Федерация, доктор 

технических наук, профессор кафедры прикладной математики и механики, e-mail: 

Khvtol1974@yandex.ru 

Журавлев Алексей Александрович, ВУНЦ ВВС ВВА, г. Воронеж, Российская 

Федерация, кандидат технических наук, доцент, научный сотрудник 

Куксов Дмитрий Юрьевич, ВУНЦ ВВС ВВА, г. Воронеж, Российская Федерация, 

научный сотрудник 

 

 

К вопросу об определении понятия обобщенной степени,  Гладышев Юрий 

Александрович, Лошкарева Елена Анатольевна 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, обобщенные степени, оператор 

В работе предпринята попытка уточнить понятие обобщенной степени. Это связано с 

тем, что эта конструкция находит приложения в различных вопросах теории линейных 

дифференциальных уравнений. Введены определения последовательности не полностью 

определенных обобщенных степеней с коэффициентом С и последовательности полностью 

определенной обобщенных степеней. 

 

Гладышев Юрий Александрович, Калужский государственный университет г. Калука, 

Российская Федерация, кандидат физико-математических наук, профессор кафедры физики и 

математики, e-mail: gladyshev.yua@yandex.ru 

Лошкарева Елена Анатольевна, Калужский государственный университет г. Калука, 

Российская Федерация, кандидат технических наук, доцент кафедры физики и математики, e-

mail:  losh-lena@yandex.ru 
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Программное обеспечение для анализа медицинских данных,  Гончарова Анастасия 

Борисовна, Виль Мария Юрьевна 

Ключевые слова: анализ медицинских данных, программные средства, табличные 

данные, временные ряды, изображения, видео 

Анализ медицинских данных представляет собой сложную задачу, так как данные 

могут быть представлены в виде текста, изображений и видео. Кроме того, в зависимости от 

цели исследования, может применяться различное программное обеспечение. В статье 

представлен обзор существующих программных средств и их инструментальных 

возможностей в зависимости от типа анализируемой информации. 

 

Гончарова Анастасия Борисовна, Санкт-Петербургский государственный университет, 

г. Санкт-Петербург, Российская Федерация, кандидат физико-математических наук, доцент 

кафедры теории систем управления электрофизической аппаратурой, e-mail: 

a.goncharova@spbu.ru 

Виль Мария Юрьевна, Санкт-Петербургский государственный университет г. Санкт-

Петербург, Российская Федерация, аспирант, e-mail: st054723@student.spbu.ru 

 

 

Уравнения динамики боя при моделировании высокоорганизованного боя, 

Гунькина Анна Сергеевна 

Ключевые слова: уравнения динамики боя, марковские случайные цепи, размеченный 

граф состояний 

В данной статье рассматриваются  уравнения динамики боя, сущность которых состоит 

в методе динамики средних. Элементы рассматриваемой системы считаются однородными, 

интенсивности потоков которых являются независимыми от средних численностей 

состояний системы.  

 

Гунькина Анна Сергеевна, ВУНЦ ВВС «ВВА им. проф. Н.Е. Жуковского и Ю.А. 

Гагарина»  г.Воронеж, Российская Федерация, кандидат физико-математических наук, 

доцент кафедры математики, e-mail:volan100@mail.ru 

 

 

Об оценках снизу минимального собственного значения задачи Штурма--

Лиувилля с интегральными условиями на потенциал, Ежак Светлана Сергеевна, 

Тельнова Мария Юрьевна. 

Ключевые слова: краевые задачи, оценки собственных значений. 

Для задачи Штурма-Лиувилля с интегральным условием на потенциал полученыоценки 

снизу первого собственного значения в зависимости от параметров интегрального условия. 
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Задача о контактной теплопроводности двух периодически соприкасающихся 

стержней, Ерин Олег Леонидович, Кузнецов Станислав Александрович, Распопов Артем 

Дмитриевич. 

Ключевые слова: контактная теплопроводность, моделирование процесса, 

теплонапряженные узлы. 

Аналитическое решение задачи контактной теплопроводности даже для систем со 

статическими контактами представляется достаточно сложной операцией. Задача еще более 
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усложняется при рассмотрении систем с нестатическими контактами. В этом случае 

нахождение термосопротивления тепловому потоку между периодически контактирующими 

поверхностями двух стержней путем решения трехмерного уравнения теплопроводности 

практически невозможно из-за сложной геометрической формы поверхности контакта и 

многочисленных граничных условий. 
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Воронеж, Российская Федерация, кандидат технических наук, доцент, старший научный 

сотрудник, e-mail: ol-er85@mail.ru. 

Кузнецов Станислав Александрович, Военный учебно-научный центр Военно-

воздушных сил «Военно-воздушная академия имени профессора Н.Е. Жуковского и 

Ю.А. Гагарина», г. Воронеж, Российская Федерация, младший научный сотрудник, e-mail: 
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Теплообмен через периодически соприкасающиеся металлические поверхности 

при отсутствии контактного термосопротивления, Ерин Олег Леонидович, Кузнецов 

Станислав Александрович, Распопов Артем Дмитриевич. 

Ключевые слова: теплоперенос, контактное термосопротивление, частота 

контактов стержней, тепловой поток. 

При контактировании металлических поверхностей в теплонапряженных системах 

необходимо учитывать наличие контактных термосопротивлений, не является исключением 

и периодический контакт поверхностей. Вместе с тем в ряде случаев можно в первом 

приближении считать, что на пути теплового потока от одного тела к другому при их 

касании отсутствует контактное термосопротивление. 
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«Военно-воздушная академия имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина», г. 

Воронеж, Российская Федерация, кандидат технических наук, доцент, старший научный 
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Оптимальное по быстродействию управление параболической системой в классе 

суммируемых на графе функций, Жабко Алексей Петрович, Провоторова Елена 

Николаевна. 

Ключевые слова: Дифференциальная система, распределенные параметры на графе, 

оптимальное быстродействие. 

В работе рассматривается задача оптимального быстродействия для линейной 

дифференциальной системы с распределенными параметрами на графе. Представлены 

условия существования оптимального управления в пространствах типа С.Л. Соболева.  
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Решение задачи управления для динамической системы в частных производных 

разного порядка, Зубова Светлана Петровна, Раецкая Елена Владимировна 

Ключевые слова: динамическая система, функция состояния,  полная управляемость, 

система в частных производных. 

Аннотация. Рассматривается динамическая система в частных производных. Порядок 

производных по одной переменной функций состояния и функции управления отличается. 

Выявляются  свойства матричных коэффициентов, влекущих полную управляемость или 

неуправляемость системы. Для  полностью управляемой системы выводятся формулы для 

построения функции управления и соответствующей функции состояния.  
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Математическая модель биологического реактора, Казанцева Станислава 

Александровна, Колпак Евгений Петрович, Каримова Резеда Талгатовна 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, устойчивость, биомасса, субстрат, 

математическое моделирование 

Математическое описание роста микробных популяций в биологическом реакторе 

опирается на аппарат обыкновенных дифференциальных уравнений. Рост биомассы клеток 

описывается уравнением автокатализа. Учитывается, что удельная скорость роста биомассы 

может быть ограничена скоростью переработки субстрата с учетом субстратного угнетения. 

Основная задача – оценить значения пороговых скоростей подачи субстрата, превышение 

которых приводит к вымыванию биомассы из ректора. 
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Создание набора видеозаписей ультразвуковых исследований для 

диагностирования очаговых образований в печени с целью обучения сервисов 

искусственного интеллекта. Камгуя Феукви Херве, Козубова Ксения Вячеславовна, Бусько 

Екатерина Александровна, Гончарова Анастасия Борисовна. 

Ключевые слова: набор данных, УЗИ печени, покадровая разбивка видео, сервис 

искусственного интеллекта. 

Для исследования возможностей применения нейронных сетей для диагностирования 

очаговых образований в печени по ультразвуковым исследованиям первым этапом является 

создание набора данных из видеозаписей. Набор данных содержит текстовое описание к 

каждой видеозаписи. С целью дальнейшего извлечения признаков из каждого видео 

проведена покадровая разбивка видео файлов. 
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Аппроксимация эволюционных процессов переноса с распределенными 

параметрами на произвольной сети, Корчагина Олеся Руслановна, Кашников Владимир 

Иванович. 

Ключевые слова: эволюционные процессы переноса, аппроксимация, явная разностная 

схема, узлы сети, численные методы. 

В статье рассматривается аппроксимация математической модели сетеподобных 

эволюционных процессов переноса с распределенными параметрами на произвольной сети 

(графе). Аппроксимация математической модели на произвольной сети определяется 

классическими аппроксимациями дифференциальных выражений. Особенность структуры 

носителя – наличие особых точек графа (узлов), которые требуют отдельного подхода в 

вопросах аппроксимации. При аппроксимации соотношений используется явная разностная 

схема. 
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Численный анализ сетеподобных потоковых явлений со сложной структурой 

носителей, Корчагина Олеся Руслановна, Парт Анна Александровна 

Ключевые слова: потоковые явления, устойчивость и сходимость разносных схем, 

аппроксимация, численные методы. 

Работа посвящена обоснованию неклассических численных методов, адаптированных 

для использования при численном анализе сетеподобных потоковых явлений со сложной 

структурой носителей. Основным вопросом численного анализа математических моделей 

явлений является построение устойчивых разностных схем, применимых к 

дифференциальным системам с распределенными параметрами на сети и сетеподобных 

объектах. 
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Алгоритм построения поля скоростей на основе оптимизационного подхода,  
Котина Елена Дмитриевна, Харченко Данил Сергеевич 

Ключевые слова: поле скоростей, обработка изображений, оптимизация, вариация 

функционала 

В данной работе рассматривается алгоритм построения поля скоростей для 

последовательных изображений на основе оптимизационного подхода. В основе данного 

подхода лежит предположение о постоянстве яркости изображений вдоль траекторий 

рассматриваемой системы. Задача отыскания поля скоростей сводится к задаче минимизации 

целевого функционала градиентными методами. Также предложен новый подход к 

разделению исходных изображений на подобласти на основе морфологической обработки 

изображений. 
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Решение методом малого параметра системы уравнений Навье-Стокса задачи 

обтекание малого эллипсоида неоднородным потоком вязкой несжимаемой жидкости, 

Купцов Валерий Семенович, Катрахова Алла Анатольевна. 

Ключевые слова: Навье-Стокса, метод малого параметра, эллипсоид, нестационарный 

неоднородный поток, вязкая несжимаемая жидкость. 

В работе вычислено поле скоростей на эллипсоид, помещенный в нестационарный 

поток вязкой несжимаемой жидкости. Ввиду сложности задачи рассматривались 

линеаризованные уравнения Навье-Стокса, а также был применен метод малого параметра. В 

результате для решения вычислены нулевое и первое приближения задачи, а также сделана 

оценка точности решения задачи. 
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высшей математики и физико-математического моделирования, e-mail: 

vckuptsov@rambler.ru. 
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Разработка телемедицинского приложения для организации консультаций. 

Курниавати Анастасия Синтия Деви. 

Ключевые слова: телемедицина, разработка приложения, функциональные 

требования. 

В связи с пандемией коронавирусной инфекции все большую актуальность 

приобретают способы общения врача и пациента на основе телемедицинских технологий. 

Целью работы является анализ требований к телемедицинскому приложению и описание 

способа программной реализации такого приложения. 
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st098657@student.spbu.ru. 

 

 

Описательная статистика с использованием программного пакета JAMOVI,  
Легкова Ирина Анатольевна 

Ключевые слова: статистическая программа, Jamovi, описательная статистика, 

разведочный анализ. 

Описательная статистика один из важнейших этапов обработки данных. При помощи 

методов описательной статистики анализируются первичные данные, которые впоследствии  

исследуются с использованием различных тестов и анализа. Программный пакет Jamovi 

является отличным средством для предобработки электронных таблиц. Программа имеет 

простой и интуитивный интерфейс. 
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Поиск частного решения дифференциального уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами методами операционного исчисления, Мишина Дарья 

Геннадиевна 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения второго порядка, методы 

операционного исчисления, преобразования Лапласа. 

Положение поднятой научной проблемы актуально, рассмотренное интегральное 

преобразование Лапласа имеет широкий спектр приложений не только в математических 

науках, но и в других отраслях. Более подробно были рассмотрено приложение для поиска 

частного решения дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами. Подобранный пример показал, что интегральное преобразование Лапласа 

упрощает ход решения уравнений, сводя его к простому алгебраическому уравнению. 
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Некоторые свойства точек переключения управления нелинейной системы 

четвертого порядка, Моисеев Игорь Анатольевич 

Ключевые слова: оптимальное быстродействие, оптимальное управление, 

оптимальная траектория, курсовой угол, игра "шофер-убийца". 

В статье рассматривается задача перевода управляемого объекта из начального 

положения в начало координат с заданными значениями курсового угла и скорости объекта в 

конечной точке за минимальное время. Предполагается, что оптимальная траектория 

движения существует, и для решения задачи требуется одно переключение управления 

курсовым углом и три переключения управления скоростью. Исследуются свойства таких 

точек. 
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О разрешимости задачи преследования для одной дифференциальной игры 

дробного порядка, Мухсинов Едгор Мирзоевич 

Ключевые слова: задача преследования, дифференциальная игра с интегральными 

ограничениями, дробная производная Капуто. 

Аннотация. В гильбертовом пространстве рассматривается разрешимость задачи 

преследования для линейной дифференциальной игры, когда динамика игры описывается 

дифференциальным уравнением дробного порядка в смысле Капуто. Найдены множество 

начальных положений, из которых возможно завершение преследования. 
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Об одной задаче программного управления пучком траекторий, Овсянников 

Дмитрий Александрович, Котина Елена Дмитриевна 

Ключевые слова: программное управление, пучок траекторий, вариация функционала 

В данной работе рассматривается задача программного управления пучком траекторий. 

Исследуется задача минимизации функционала специального вида, характеризующего 

перевод центра тяжести одного множества в центр тяжести другого множества. Для 

исследуемого функционала получены аналитические представления вариаций. Даются 

необходимые условия оптимальности. Полученные результаты можно использовать при 

решении задач управления пучками заряженных частиц, а также для построения поля 

скоростей при обработке изображений. 
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Колебательные процессы в сетевидных антенных конструкциях, Парт Анна 

Александровна, Корчагина Олеся Руслановна 

Ключевые слова: граф, гиперболическое уравнение, начально-краевая задача, слабое 

решение. 

Построена устойчивая разностная схема для гиперболической начально-краевой задачи 

третьего типа с распределенными параметрами на сети. Учтены особенности, порождаемые 

структурой графа (наличие узлов). 
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Априорные оценки для дифференциально-разностной системы с 
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графе, оценки норм слабых решений 

Целью настоящего исследования является получение условий  разрешимости 

дифференциально-разностной системы  параболического типа в слабой постановке с 

пространственной переменной, изменяющейся на ориентированном геометрическом графе. 
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Алексеевна, Котина Елена Дмитриевна 

Ключевые слова: оптический поток, поле скоростей, блочные итерационные методы 

В работе рассматривается метод обработки последовательных изображений на основе 

построения оптического потока. Исследуется построение поля скоростей на основе решения 

соответствующих уравнений Эйлера Лагранжа. Анализируется влияние задания граничных 

условий на построение оптического потока. Рассмотренный метод может использоваться при 
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решении различных задач обработки изображений, в частности, медицинских 

диагностических изображений. 
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email: st077348@student.spbu.ru 

Котина Елена Дмитриевна, Санкт-Петербургский государственный университет г. 

Санкт-Петергбург, Российская Федерация, доктор физико-математических наук, профессор 

кафедры теории управления СПбГУ, e-mail: e.kotina@spbu.ru  

 

 

Статистическое оценивание заболеваемости ВИЧ инфекции, Полина Софья 

Геннадьевна, Колпак Евгений Петрович 

Ключевые слова: ВИЧ-инфекция, статистика, математическая модель, 

заболеваемость. 

Проведено статистическое оценивание заболеваемости ВИЧ инфекции в России. 

Проанализированы данные по темпам роста когорт лиц, стоящих на учете, по путям 

заражению, по темпам уменьшения числа впервые поставленных на учет. Дана оценка числа 

лиц, стоящих на учете. 

 

Полина Софья Геннадьевна, Санкт-Петербургский государственный университет, г. 

Санкт-Петербург, Российская Федерация, студент факультета прикладной математики-

процессов управления, st062259@student.spbu.ru 

Колпак Евгений Петрович, Санкт-Петербургский государственный университет, г. 

Санкт-Петербург, Российская Федерация, доктор физико-математических наук, профессор 

факультета прикладной математики-процессов управления, petrovich_pmpu@mail.ru. 

 

 

Математическая модель распространения ВИЧ-инфекции, Полина Софья Юрьевна, 

Каримова Резеда Талгатовна, Колпак Евгений Петрович 

Ключевые слова: математическое моделирование, заболеваемость, лечение, инфекция 

Разработана математическая модель распространения ВИЧ-инфекции. Модель 

учитывает гетеросексуальный и инъекционный пути распространения инфекции. из анализа 

равновесных состояние следует, что возможен вариант постоянного числа инфицированы 

лиц. Наиболее эффективным методом борьбы с эпидемией является, в рамках модели, 

уменьшение числа лиц, предрасположенных к инфекционному заражению 

 

Полина Софья Юрьевна, Санкт-Петербургский государственный университет, г. Санкт-

Петербург, Российская Федерация, студент факультета прикладной математики-процессов 

управления, st062259@student.spbu.ru 
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Анализ математической модели противоточного теплообменника 

воздухоразделительной установки, Приходько Инна Владимировна 

Ключевые слова: противоточный теплообменник, разность температур, 

теплопередача, массовые теплоёмкости. 
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В статье рассматривается анализ модели противоточного теплообменника с 

сосредоточенными параметрами методом формирования обобщённых уравнений, которые 

позволяют сформулировать математическую модель в виде отдельных дифференциальных 

уравнений и их систем. Данная модель позволяет повысить эффективность теплообменных 

устройств кислорододобывающих станций на основе выявления резервов конструкционного 

и параметрического анализа существующих схем. 

 

Приходько Инна Владимировна, Военнный учебно-научный центр Военно-воздушных 

сил «Военно-воздушная академия имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина», г. 

Воронеж, Российская Федерация, научный сотрудник, e-mail: prixodko84@mail.ru 

 

 

Построение моделей стабилизированных траекторий для динамической системы 

управления,  Раецкий Кирилл Александрович 

Ключевые слова: стабилизация,  полная управляемость, динамическая система, 

траектория системы, метод неопределенных коэффициентов, контрольные точки. 

Аннотация. Рассматривается линейная полностью  управляемая динамическая система. 

Решается задача моделирования стабилизированной траектории системы. Кроме 

экспоненциального сближения стабилизированной траектории и программной траектории с 

течением времени,  в данной работе накладывается требование полного их совпадения в 

контрольные моменты времени. Процесс построения стабилизированной траектории 

осуществляется методом неопределенных коэффициентов. Приводятся формулы для 

построения стабилизированного управления и стабилизированной траектории динамической 

системы.  
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kraetsky@mail.ru  

 

 

Теоремы о чередовании нулей для нелинейных уравнений типа Эмдена – Фаулера, 

Рогачев Владимир Викторович. 

Ключевые слова: уравнение Эмдена-Фаулера, колеблемость решений, теоремы типа 

Штурма. 

Рассматриваются теоремы о чередовании нулей для дифференциального уравнения 

произвольного порядка со степенной нелинейностью. Они расширяют полученные Штурмом 

и Кондратьевым результаты о чередовании нулей для линейного дифференциального 

уравнения произвольного порядка. 

 

Рогачев Владимир Викторович, МГУ имени М.В. Ломоносова, МГТУ имени Н.Э. 

Баумана, г. Москва, Российская Федерация, кандидат физико-математических наук. E-mail: 

valdakhar@gmail.com 

 

 

Математическая модель динамики образования кристаллической фазы 

парафиновых фракций нефтепродуктов, Таволжанский А.В., Хвостов А.А. 

Ключевые слова: математическое моделирование, выпадение парафина, хранение 

дизельного топлива. 

Формализована математическая модель процесса выпадения парафина в дизельном 

топливе. Математическая модель основана на уравнениях сохранений удельного импульса, 

массы и энергии. Показан неоднородный характер распределения концентрации областей 
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кристаллизации в условиях термоконвективных потоков вследствие оттока тепла через 

боковые стенки резервуара. 
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студент, e-mail: artyom.tavolzhanskiy@outlook.com 
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технических наук, профессор кафедры прикладной математики и механики, e-mail: 

Khvtol1974@yandex.ru 

 

 

Устойчивость операторно-разностной системы в классе суммируемых функций с 

носителями в сетеподобной области, Тимошенко Виктор Владимирович,  Перова Ирина 

Васильевна 

Ключевые слова: сетеподобная область, операторно-разностная система, слабые 

решения, априорные оценки, устойчивость 

В работе предложены пути получения априорных оценок норм слабых решений 

дифференциально-разностной системы для установления однозначной разрешимости этой 

системы. 

 

Тимошенко Виктор Владимирович, аспирант кафедра уравнений в частных 

производных и теории вероятностей математического факультета Воронежского 

государственного университета.  
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дифференциальных уравнений с «весовой» производной, Ткачева Светлана Анатольевна, 

Савченко Галина Борисовна, Забабурина Иулия Геннадьевна  

Ключевые слова: граничная задача, «весовые» производные,  символы 

дифференциального  оператора. 

Рассматривается граничная  задача с нелокальными граничными условиями для 

линейных дифференциальных уравнений с оператором, содержащим «весовые» 

производные. Исследуется корректность такой задачи  в пространствах интегрируемых 

функций. 
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Начально-краевая задача для математической модели колебаний с 

распределенными параметрами на сетеподобной области, Тран Зуй 

Ключевые слова: начально-краевая задача, сетеподобная область, упругая среда, 

разностная схема. 

В работе рассматривается широкий спектр вопросов, относящихся к решению 

начально-краевой задачи для уравнения в частных производных параболического типа с 

многомерной пространственной переменной, принадлежащей евклидову пространству 

( 2)n n   и изменяющейся на сетеподобной области. Математическая модель, описывающая 

процесс переноса упругой среды по сетевому носителю, определяется формализмами 

начально-краевой задачи. Разработана и тестирована ЭВМ-программа на тестовых задачах, 

ориентированных на задачи прикладного характера. 
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Российская Федерация, e-mail: tranduysp94@gmail.com. 

 

 

Использование метода суперпозиции для решения  краевой задачи на 

геометрическом графе с одной внутренней вершиной, Трибунских Олег Александрович 

Ключевые слова: метод суперпозиции, система дифференциальных уравнений, 

геометрический граф, краевая задача на графе. 

В докладе описан алгоритм, построенный на основе метода суперпозиции для решения 

краевой задачи на геометрическом графе. Рассмотрены два случая. В первом случае на графе 

задана система дифференциальных уравнений первого порядка, во  втором случае  на графе 

задано дифференциальное уравнение второго порядка. 
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Качественный анализ математической модели "лес-биомасса",  Тусупбекова 
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Ключевые слова: математические модели, модель «лес-биомасса» 

В данной работе проводится исследование и анализ динамической модели для 

сохранения лесного хозяйства, которое истощается из-за вырубки лесов, роста лесной 

промышленности, и климатических факторов. Были выявлены условия, при которых 

положения равновесия системы устойчивы. 
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Геннадий Владимирович, Федутинов Константин Александрович, Каплиева Наталья 

Алексеевна 

Ключевые слова: спонсорская поддержка; список вузов г. Воронежа, первокурсники, 

которых участвовали в соревнованиях; призовые места; информатика и программирование. 

Рассматривается организация и проведение соревнований студентов 1 курса по 

информатике и программированию, которые проводятся ежегодно в рамках Международной 

научной конференции «Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и 

механики» в 2021 году. 
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задачи Робена, Филиновский Алексей Владиславович 

Ключевые слова: задача Робена, асимптотика собственных значений. 

Для задачи Робена в звёздной области получены асимптотическиеразложения 

собственных значений задачи Робена и оценки коэффициентов этого разложения. 
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Кинематика течения высоковязкой неньютоновской среды в цилиндрическом 

канале с внезапным сужением, Хвостов Анатолий Анатольевич, Журавлев Алексей 

Александрович, Никитченко Анатолий Александрович, Григорьев Артем Алексеевич 

Ключевые слова: внезапное сужение, неньютоновская жидкость, модель Карро. 

Формализована математическая модель ламинарного изотермического течения 

неньютоновской среды в цилиндрическом канале с внезапным сужением. В качестве 

реологической модели принята модель Карро. Проведен анализ структуры течения и 

кинематических характеристик потока в зависимости от числа Рейнольдса. 

 

Хвостов Анатолий Анатольевич, ВГТУ, г. Воронеж, Российская Федерация, доктор 

технических наук, профессор кафедры прикладной математики и механики, e-mail: 

Khvtol1974@yandex.ru 
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Федерация, кандидат технических наук, доцент кафедры математики, email: 

zhuraa1@rambler.ru 

Никитченко Анатолий Александрович, ВУНЦ ВВС ВВА, г. Воронеж, Российская 

Федерация, кандидат технических наук, доцент кафедры изыскания аэродромов, email: 

nik.to77@mail.ru 
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Модель седиментации нефтяных суспензий в условиях термоконвекции, Хвостов 

Анатолий Анатольевич, Ряжских Виктор Иванович, Журавлев Алексей Александрович, 

Ряжских Александр Викторович, Семенихин Олег Александрович 

Ключевые слова: седиментация, нефтяные суспензии, математическое моделирование. 

Формализована математическая модель процесса седиментации твёрдых частиц в 

нефтяной суспензии. Математическая модель рассмотрена в рамках континуальной модели. 

Показан неоднородный характер распределения концентрации осадка в условиях 

термоконвективных потоков вследствие теплопритоков через боковые стенкирезервуара. 

 

Хвостов Анатолий Анатольевич, ВГТУ, г. Воронеж, Российская Федерация, доктор 

технических наук, профессор кафедры прикладной математики и механики, e-mail: 

Khvtol1974@yandex.ru 

Ряжских Виктор Иванович,ВГТУ, г. Воронеж, Российская Федерация, доктор 

технических наук, заведующий кафедрой прикладной математики и механики, e-mail: 

ryazhskih_vi@mail.ru 

Журавлев Алексей Александрович, ВУНЦ ВВС ВВА, г. Воронеж, Российская 

Федерация, кандидат технических наук, доцент кафедры математики, email: 

zhuraa1@rambler.ru 

Ряжских Александр Викторович, ВГТУ, г. Воронеж, Российская Федерация, кандидат 

технических наук, доцент кафедры прикладной математики и механики, e-mail: 

ryazhskih_vi@mail.ru 

Семенихин Олег Александрович, ВГТУ, г. Воронеж, Российская Федерация, кандидат 

технических наук, доцент кафедры прикладной математики и механики, e-

mail:semenihin72@yandex.ru 

 

 

 

 

mailto:Khvtol1974@yandex.ru
mailto:zhuraa1@rambler.ru
mailto:nik.to77@mail.ru
mailto:Khvtol1974@yandex.ru
mailto:ryazhskih_vi@mail.ru
mailto:zhuraa1@rambler.ru
mailto:ryazhskih_vi@mail.ru
mailto:semenihin72@yandex.ru


119 

Оптимизационная задача по стартовым условиям ддя дифференциально-

разностной системы с распределенными параметрами на графе, ХоангВанНгуен. 

Ключевые слова: оптимизационная задача по стартовым условиям, граф, 

дифференциально-разностная система, минимизирующий функционал. 

Аннотация. В работе рассматривается оптимизационная задача для дифференциально-

разностной системы с распределенными параметрами на графе. Получены условия 

существования и единственности оптимума функционала наблюдения при управлении по 

стартовым условиям. 
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аспирант кафедры уравнений в частных производных и теории вероятностей,  

e-mail: fadded9x@gmail.com. 

 

 

Анализ данных с использованием формул и фильтров в статистическом пакете 

jamovi,  Хоменко Ирина Евгеньевна 

Ключевые слова: статистическая программа, Jamovi, типы данных, вычисляемые 

переменные, функции, фильтр. 

Первичная статистическая обработка данных неотъемлемая часть работы с табличными 

данными. Программный пакет Jamovi является хорошим средством для первичной 

статистической обработки данных благодаря возможности применения функций и формул. 

Достоинствами Jamovi является интуитивный интерфейс, бесплатное использование и 

наличие облачной реализации. 
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Маломерные и многомерные маятники в неконсервативном поле: анализ и 

интегрируемость, Шамолин Максим Владимирович  

Ключевые слова: динамическая система маятникового типа, колебания, структурная 

устойчивость  

Работа посвящена новым случаям интегрируемости систем на касательном расслоении 

к конечномерной сфере. К такого рода задачам приводятся системы из динамики 

многомерного твердого тела, находящегося в неконсервативном поле сил. Исследуемые 

задачи описываются динамическими системами с переменной диссипацией с нулевым 

средним. Обнаружены случаи интегрируемости уравнений движения в трансцендентных (в 

смысле классификации их особенностей) функциях и выражающихся через конечную 

комбинацию элементарных функций.  
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Спектральные свойства одного дифференциального оператора с нелокальными 

краевыми условиями, Шелковой Александр Николаевич 

Ключевые слова: спектр оператора, дифференциальный оператор второго порядка, 

асимптотика спектра, метод подобных операторов. 
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В работе исследуются спектральные свойства дифференциального оператора второго 

порядка с нелокальными краевыми условиями. Получены асимптотические оценки 

собственных значений и собственных функций этого оператора. Методом исследования 

является метод подобных операторов. 
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Математическое моделирование иммунотерапии, Шмелева Анастасия Анатольевна, 

Колпак Евгений Петрович, Виль Мария Юрьевна 

Ключевые слова: математическое моделирование, заболеваемость, лечение, 

новообразование 

Разработана математическая модель иммунного ответа на появление в организме 

новообразования. Модель представлена задачей Коши для системы трех дифференциальных 

уравнений. Иммунотерапия рассматривается как изменение скоростей биохимических 

реакций за счет введения химических препаратов. 

 

Шмелева Анастасия Анатольевна, Санкт-Петербургский государственный университет, 

г. Санкт-Петербург, Российская Федерация, студент факультета прикладной математики-

процессов управления, st062238@student.spbu.ru 

Колпак Евгений Петрович, Санкт-Петербургский государственный университет, г. 

Санкт-Петербург, Российская Федерация, доктор физико-математических наук, профессор 
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Социально-личностные аспекта и социализация образования, Юрьева Анна 

Александровна. 

Ключевые слова: образование, общество, личность.  

Образование  имеет два стратегических ориентира:  на личность и на общество. 

Взаимодействие человека и общества  в сфере   образования осуществляется через: усвоение 

и переработка информации, знаний и социального опыта, соблюдение духовно-нравственной 

преемственности поколений, социализация личности, Описанию упомянутых аспектов 

посвящена доклад автора.  
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