
Àëãåáðà è ëîãèêà, 61, � 1 (2022), 93�97

ÑÎÎÁÙÅÍÈß

DOI: 10.33048/alglog.2022.61.105 ÓÄÊ 512.554

ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û �ÎÒÛ�ÁÀÊÑÒÅ�À ÍÅÍÓËÅÂÎ�Î ÂÅÑÀ

ÍÀ ÏÎËÍÎÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÀË�ÅÁ�Å ËÈ ÏÎ�ßÄÊÀ 2

∗)

Ì.Å. �ÎÍ×À�ÎÂ, Ä.Å.ÊÎÆÓÕÀ�Ü

Ïðåäñòàâëåíî Ïðîãðàììíûì êîìèòåòîì
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� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïåðàòîðû �îòû�Áàêñòåðà äëÿ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð âîçíèêëè â ðà-

áîòå �.Áàêñòåðà [1℄ â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âîçíè-

êàþùèõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Íåçàâèñèìî

îò ýòîãî, â íà÷àëå 80-õ ãã. îïåðàòîðû �îòû�Áàêñòåðà íà àëãåáðàõ Ëè åñòå-

ñòâåííî âîçíèêëè â ðàáîòàõ À.À.Áåëàâèíà è Â. �.Äðèí�åëüäà [2℄ ñ îäíîé

ñòîðîíû è Ì.À.Ñåìåíîâà-Òÿí-Øàíñêîãî [3℄ ñ äðóãîé ïðè èçó÷åíèè ðåøå-

íèé êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà�Áàêñòåðà � îäíîãî èç âàæíåéøèõ íà

äàííûé ìîìåíò óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Â [4℄ áûëà óñòàíîâëå-

íà ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðàìè �îòû�Áàêñòåðà íåíóëåâîãî âåñà íà àëãåáðàõ

Ëè è íåêîñîñèììåòðè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ßíãà�

Áàêñòåðà, ó êîòîðûõ ñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü ad-èíâàðèàíòíà. Êðîìå òîãî, ê

äàííîìó ìîìåíòó îáíàðóæåíû ãëóáîêèå ñâÿçè îïåðàòîðîâ �îòû�Áàêñòåðà

ñ òåîðèåé ÷èñåë, òåîðèåé îïåðàä, â ÷àñòíîñòè ïðå- è ïîñòàëãåáðàìè.
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�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ �ÀÍ, ïðîåêò
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ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F ,

R : A → A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, λ ∈ F � ñêàëÿð. Îòîáðàæåíèå R

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì �îòû�Áàêñòåðà âåñà λ, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A

âûïîëíåíî:

R(x)R(y) = R(R(x)y + xR(y) + λxy).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå λ 6= 0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû âå-

ñà 1, ò. ê. äëÿ ëþáîãî α 6= 0 îïåðàòîð αR ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì �îòû�

Áàêñòåðà âåñà αλ. Òàêèì îáðàçîì, äîìíîæàÿ íà ñêàëÿð, ìîæåì ïîëó-

÷àòü ëþáîé íåíóëåâîé âåñ. Äàííîå çàìå÷àíèå ñâîäèò èçó÷åíèå îïåðàòîðîâ

�îòû�Áàêñòåðà ê äâóì ðàçëè÷íûì ñëó÷àÿì, à èìåííî íóëåâîãî è íåíóëå-

âîãî âåñîâ.

Ñëåäóþùåå õîðîøî èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå äà¼ò âàæíûå ïðèìåðû

îïåðàòîðîâ �îòû�Áàêñòåðà íåíóëåâîãî âåñà íà ïðîèçâîëüíîé àëãåáðå A.

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 1. Ïóñòü A1, A2 � ïîäàëãåáðû â A, A1
⋂

A2 = 0

è A = A1
⊕

A2. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî R � îïåðàòîð ïðîåöèðîâàíèÿ

íà A1 ïàðàëëåëüíî A2, ò. å. R(a1 + a2) = a1 äëÿ ëþáûõ a1 ∈ A1 è a2 ∈ A2.

Òîãäà R � îïåðàòîð �îòû�Áàêñòåðà âåñà −1 íà àëãåáðå A.

Îïåðàòîðû �îòû�Áàêñòåðà èç óòâåðæäåíèÿ 1 íàçûâàþòñÿ ðàñùåïëÿ-

åìûìè.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â äàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïè-

ñàíèÿ îïåðàòîðîâ �îòû�Áàêñòåðà íà ðàçëè÷íûõ àëãåáðàõ. Â ÷àñòíîñòè,

îïåðàòîðû �îòû�Áàêñòåðà íà àëãåáðå sl2(C) èçó÷àëèñü â [5�7℄, íà àëãåá-

ðå ìàòðèö M2(C) � â [8, 9℄. Êëàññè�èêàöèþ îïåðàòîðîâ �îòû�Áàêñòåðà

íåíóëåâîãî âåñà íà àëãåáðå sl3(C) ïðèâ¼ë Â.Â.Ñîêîëîâ [10℄. Â [11℄ êëàññè-

�èöèðîâàíû íåðàñùåïëÿåìûå îïåðàòîðû �îòû�Áàêñòåðà íåíóëåâîãî âåñà

íà àëãåáðå ìàòðèö M3(F ), ãäå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàê-

òåðèñòèêè 0.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà, è R : A 7→ A � îïåðàòîð �îòû�

Áàêñòåðà ïðîèçâîëüíîãî âåñà λ, ϕ � àâòîìîð�èçì èëè àíòèàâòîìîð�èçì

àëãåáðû A. Òîãäà îïåðàòîð ϕ ◦ R ◦ ϕ−1
� ñíîâà îïåðàòîð �îòû�Áàêñòåðà

òîãî æå ñàìîãî âåñà λ íà A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïðîâîäèòü îïèñàíèå



Îïåðàòîðû �îòû�Áàêñòåðà íà gl2(C) 95

îïåðàòîðîâ �îòû�Áàêñòåðà íà àëãåáðå A ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû,

ïîðîæä¼ííîé àâòîìîð�èçìàìè è àíòèàâòîìîð�èçìàìè àëãåáðû A.

� 2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå àëãåáðû Ëè L ìû áåð¼ì ïîëíóþ ëèíåéíóþ

àëãåáðó Ëè gl2(F ) = (M2(F ), [·, ·]) íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F

ñ ëèåâûì óìíîæåíèåì

[x, y] = xy − yx.

Öåëü ñîñòîèò â îïèñàíèè îïåðàòîðîâ �îòû�Áàêñòåðà âåñà 1 íà gl2(F ). Çà-

ìåòèì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ àíòèàâòîìîð�èçìîì àëãåáðû Ëè,

òî è îòîáðàæåíèå −ϕ áóäåò àâòîìîð�èçìîì òîé æå àëãåáðû. Òàêèì îáðà-

çîì, êëàññè�èêàöèþ ìû áóäåì ïðîâîäèòü ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû

àâòîìîð�èçìîâ Aut (gl2(C)).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: E ∈ gl2(C) � åäèíè÷-

íàÿ ìàòðèöà, eij � îáû÷íûå ìàòðè÷íûå åäèíè÷êè, h = e11−e22. Â êà÷åñòâå

áàçèñà àëãåáðû gl2(C) âûáåðåì ìíîæåñòâî E, h, e12, e21.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè R(E)J � æîðäàíîâà �îðìà ìàòðèöû R(E), à T �

ìàòðèöà ïåðåõîäà, òî îòîáðàæåíèå ϕT : gl2(C) 7→ gl2(C), äåéñòâóþùåå êàê

ϕT (A) = T−1AT,

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì àëãåáðû ìàòðèö gl2(C). Ïðè ýòîì,

ϕT ◦R ◦ ϕT−1(E) = T−1R(TET−1)T = T−1R(E)T = R(E)J .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé àâòîìîð-

�èçìàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R(E) íàõîäèòñÿ â ñâîåé æîðäàíîâîé �îðìå.

Äëÿ R(E)J âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

R(E) = λE + e12, λ ∈ C � æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà 2;

R(E) = λ1e11+λ2e22, λ1 6= λ2 ∈ C � äâå êëåòêè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷-

íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì;

R(E) = λE, λ ∈ E � äâå êëåòêè, îòâå÷àþùèå îäíîìó ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ.
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Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü R � îïåðàòîð �îòû�Áàêñòåðà âåñà 1 íà ïîë-

íîé ëèíåéíîé àëãåáðå Ëè gl2(C). Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû

àâòîìîð�èçìîâ, R ðàâåí îäíîìó èç ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ:

R(E) = λE + e12, R(h) = R(e12) = R(e21) = 0; (1)

R(E) = λE + e12, R(e12) = −e12, R(e21) = −e21, R(h) = −h; (2)

R(E) = λE + h, R(h) = 0, R(e12) = R(e21) = 0; (3)

R(E) = λE + h, R(h) = −h, R(e12) = −e12, R(e21) = −e21; (4)

R(E) = λE + h, R(h) = α1E + α2h, R(e12) = −e12, R(e21) = 0; (5)

R(E) = λE, R(h) = R(e21) = 0, R(e12) = −e12 + th, t ∈ {0, 1}; (6)

R(E) = λE, R(h) = R(e21) = 0, R(e12) = −e12 + th+ E, t ∈ {0, 1}; (7)

R(E) = λE, R(h) = E, R(e12) = −e12 + h+ αE; R(e21) = 0; (8)

R(E) = λE, R(h) = E, R(e12) = −e12 + E, R(e21) = 0; (9)

R(E) = λE, R(h) = th, R(e21) = 0, R(e12) = −e12, t ∈ C
∗; (10)

R(E) = λE, R(h) = th+ E, R(e21) = 0, R(e12) = −e12, t ∈ C
∗; (11)

R(E) = λE, R(h) = −h+ αE, R(e21) = E, R(e12) = −e12; (12)

R(E) = λE, R(h) = th, R(e12) = te12, R(e21) = te21, t ∈ {0,−1}. (13)

Çäåñü λ, α, αi ∈ C.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Îïåðàòîðû (1)− (13) ëåæàò â ðàçíûõ îðáèòàõ îò-

íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû gl2(C).
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