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Введение

Гетерогенное формирование частиц новой 
фазы на нерастворимых наноразмерных твердых 
включениях — широко распространенное фун-
даментальное явление, которое может быть как 
желательным, так и нежелательным для практи-
ки. В данной статье обсуждаются условия гете-
рогенного формирования термодинамически 
устойчивых частиц новой фазы. С этой целью 
представлен авторский обзор результатов теоре-
тических исследований, проведенных как в рам-
ках феноменологического термодинамического 
подхода, так и с помощью различных вариантов 
метода функционала молекулярной плотности, 
термодинамических и структурных характери-
стик свободных капелек и пузырьков вокруг 
твердых наночастиц. Эти исследования прово-
дились с участием автора обзора более 25 лет 
с середины 90-х годов двадцатого века до 2022 г. 
В случае капельки, конденсирующейся в недо-
сыщенном или пересыщенном паре, твердая сфе-
рическая наночастица играет роль ядра конден-
сации, которое предполагается хорошо смачи-
ваемым жидкостью капельки (т.е. лиофильным). 
Такое ядро может нести электрический заряд. 
В случае формирования парового пузырька 
в растянутой жидкости (при пониженном давле-
нии относительно равновесия жидкость—пар) 
центральная частица предполагается несмачи-
ваемой окружающей жидкостью (т.е. лиофоб-
ной) и так же, как и в предыдущем случае, мо-
жет нести электрический заряд. Говоря ниже 
о термодинамических характеристиках, будем 
иметь в виду химический потенциал молекул 
в капельке или пузырьке как функцию внешне-
го радиуса жидкой или паровой оболочки 
на ядре, работу образования равновесной ка-
пельки или пузырька как функцию пересыще-
ния системы, поверхностное натяжение и рас-
клинивающее давление капелек или пузырьков 
как функцию их радиуса. Структура капелек или 
пузырьков в рамках метода функционала моле-
кулярной плотности описывается равновесны-
ми профилями молекулярной плотности.

Феноменологический подход 
к капелькам и пузырькам

Существование в паре термодинамически 
устойчивых свободных сферических малых ка-
пелек в виде жидких пленок вокруг лиофильных 
твердых ядер конденсации впервые обосновано 

в рамках термодинамической теории в рабо-
тах1—3. Поясним кратко основные идеи. Пусть 
в центре зарождающейся капельки жидкости ра-
диуса R находится смачиваемое нерастворимое, 
несжимаемое и незаряженное сферическое ядро 
радиуса Rn (рис. 1). Снаружи зарождающаяся ка-
пля окружена парогазовой средой. Предполагаем, 
что капля и среда находятся в механическом 
и тепловом равновесии, однако химическое рав-
новесие может и отсутствовать, т.е. химический 
потенциал молекул капли может отличаться 
от химического потенциала молекул пара.

В тонких пленках жидкости, в которых име-
ет место значимое внутреннее перекрытие по-
верхностных слоев с разных сторон пленки, су-
ществует расклинивающее давление (Π). Для 
плоской пленки Π равно4

Π = PN – Pl(μ),  (1)

где PN — нормальная компонента тензора дав-
ления в пленке, которая для плоской пленки со-
впадает с давлением Pg в газовой фазе, Pl(μ) — 
давление в объемной жидкости при том же зна-
чении химического потенциала μ и температу-
ры T, что и в пленке. Расклинивающее давление 
плоской пленки зависит от толщины пленки h 
и для устойчивой пленки положительно4. 

Обозначим через μR химический потенциал 
молекул конденсата в капле радиуса R. Рас-
смотрим зависимость μR от радиуса R в ситуа-
ции, изображенной на рисунке 1. Для достаточ-
но малых толщин h = R – Rn эта зависимость 
включает положительный вклад от капиллярно-
го давления искривленной поверхности капли 
и отрицательный вклад от положительного рас-

Жидкость

Пар

h

Rn

Лиофильная
частица R

Рис. 1. Капля радиуса R на смачиваемом твердом ядре ра-
диуса Rn; h = R – Rn — толщина жидкой пленки.
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клинивающего давления Π. В главном порядке 
по кривизне 1/R можем записать1—3

, (2)

где μ∞ — значение химического потенциала кон-
денсата, отвечающее равновесию жидкость—пар 
при плоской границе раздела, γ — механически 
определенное поверхностное натяжение на гра-
нице жидкость—пар, l — плотность числа мо-
лекул в жидкости. Зависимость Π(h) может быть 
взята такой же, как для плоской пленки. 

Характерное поведение μR проиллюстриро-
вано на рисунке 2. Здесь μ — заданный химиче-
ский потенциал молекул пара, Re — радиус устой-
чивой капельки в равновесии с паром, 
Rc — ра диус неустойчивой (критической) капель-
ки в равновесии с паром, Rth — радиус капель-
ки, при котором достигается максимальное зна-
чение μth химического потенциала капли (ради-
усы устойчивой и неустойчивой капелек при 
μ = μth совпадают с Rth). При μ  μth капли не мо-
гут быть в равновесии с паром, что означает их 
безбарьерное зарождение на ядрах и дальней-
ший необратимый рост.

Из рисунка 2 следует, что именно наличие 
в капле положительного расклинивающего дав-
ления (дающего восходящую ветвь химического 
потенциала μR) не только обеспечивает при за-
данном химическом потенциале пара два одно-
временно существующих равновесных радиуса 
капелек в пересыщенном паре (т.е. при μ > μ∞) 
и один радиус в насыщенном и недосыщенном 
паре (при μ ≤ μ∞), но и обусловливает существо-
вание порогового значения μth химического по-
тенциала молекул в паре и, соответственно, по-
рогового значения степени пересыщения пара, 

начиная с которого нуклеация на смачиваемых 
частицах происходит безбарьерным образом. 
Если в уравнении (2) использовать экспоненци-
альную Πexp или степенную Πpow аппроксима-
ции изотерм расклинивающего давления для 
плоских жидких пленок4

, , (3)

где λ — параметр, имеющий смысл корреляци-
онной длины в образующейся вокруг ядра жид-
кой пленке, K  s/λ — положительный параметр 
структурного отталкивания5, s — коэффициент 
растекания жидкости по плоской поверхности 
ядра конденсации, A — положительный пара-
метр, пропорциональный константе Гамакера, 
то можно показать6,7, что с ростом размера ядер 
конденсации это пороговое пересыщение пада-
ет. Это позволяет объяснить конденсацию в ат-
мосфере Земли при сверхнизких пересыщениях 
пара. 

Требуемые для формирования равномерно 
покрывающих ядро конденсации жидких пле-
нок совместные условия, касающиеся термоди-
намических параметров смачивания, изотерм 
расклинивающего давления и размеров ядра кон-
денсации, рассмотрены в работах5,8,9. Следует 
отметить появившуюся позже статью10, где так-
же обсуждался максимум химического потенци-
ала молекулы в капельке с использованием сте-
пенной изотермы расклинивающего давления.

Дальнейшее распространение термодинами-
ческого подхода1—3,6,7 на случай твердых смачи-
ваемых ядер конденсации с электрическими за-
рядами проведено в работе11, где рассмотрена 
ситуация, когда заряд равномерно распределен 
по поверхности ядра. В частности, получено вы-
ражение для зависимости химического потенци-
ала μR молекулы в сферической жидкой пленке 
из полярных молекул на равномерно заряжен-
ном ядре от толщины пленки, радиуса ядра кон-
денсации, величины и знака заряда ядра в виде11:

 (4)

где εg и εl — диэлектрические проницаемости га-
зовой и жидкой фаз, q — полный заряд ядра, k1 
и k2 — коэффициенты при линейном и квадра-
тичном вкладах индукции в избыточную 
поляризацию на границе жидкость—пар. 

R

R

th




Rn Re Rth Rc

 П1

21/R

Рис. 2. Зависимость химического потенциала μR от радиу-
са ка пли (см. пояснение в тексте).
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Соотношение (4) можно рассматривать как обоб-
щение классической формулы Дж. Дж. Томсона12, 
в которую это соотношение переходит, если по-
ложить k1 = 0, k2 = 0 и Π = 0. Качественное по-
ведение μR как функции радиуса капли R, опре-
деленной выражением (4), аналогично изобра-
женному на рисунке 2, но наличие центрально-
го заряда увеличивает размер устойчивой капли 
и понижает пороговое значение химического по-
тенциала μth. Если положить q = 0, то присут-
ствие в правой части уравнения (4) множителя 
Rn

2/R2 перед расклинивающим давлением Π(h) 
уточняет соответствующий вклад в формуле (2).

Распространение теории на интересный слу-
чай, когда заряд адсорбирован в виде иона на по-
верхности ядра, сделано в работах13,14. В этом 
случае нарушается сферическая симметрия кап-
ли и задача об определении несферического про-
филя r(θ) капли и химического потенциала мо-
лекулы в жидкой пленке становится существен-
но сложнее (рис. 3). В качестве уравнения для 
профиля капли было взято дифференциальное 
уравнение механического равновесия искрив-
ленной пленки15,16, которое в рассматриваемом 
случае может быть записано в виде дифферен-
циального уравнения:

 (5)

где rθ ≡ dr(θ)/dθ, rθθ ≡ d2r(θ)/dθ2, Pl(μ) и Pg(μ) — 
давления в объемной жидкости и газе в отсут-
ствие заряда, но при том же значении химиче-
ского потенциала μ и температуры T, что 
и в пленке в присутствии заряда, φl и φg — элек-
трические потенциалы в жидкой и газовой фа-
зах в присутствии адсорбированного иона в гео -
метрии, изображенной на рисунке 3, n — еди-
ничный вектор нормали к поверхности капли. 
Совместное численное решение уравнения (5) 
и уравнения Лапласа для электрического потен-
циала в случае малых отклонений |r(θ) – R|/R << 1, 
где R — эквивалентный радиус сферы, объем ко-
торой равен объему капли, позволило13,14 опре-
делить форму капли в нецентральном электри-
ческом поле и найти выражение для химическо-
го потенциала молекул конденсата в пленке как 

функции эквивалентного радиуса кривизны 
внешней поверхности пленки. В этих расчетах 
использованы экспоненциальная (Πexp) и сте-
пенная (Πpow) аппроксимации (3) изотерм рас-
клинивающего давления для плоских жидких 
пленок, а также двухэкспоненциальная аппрок-
симация4 Π2exp(h) = K1exp(–h/λ1) + K2exp(–h/λ2) 
с коэффициентами K1 и K2, имеющими проти-
воположные знаки, которая соответствует ча-
стичному смачиванию плоской твердой поверх-
ности в отсутствие электрического заряда. 

Рисунок 4 иллюстрирует полученные резуль-
таты для химического потенциала молекулы 
в капле в случае степенной аппроксимации Πpow, 
определяемой соотношением (3). При расчетах 
для рисунка 4 взяты следующие значения 
параметров14: T = 300 K, νl = 3.3•10–29 м3, 
γ = 0.07 Н•м–1, εg = 1, εl = 80, диэлектричес-
кая проницаемость ядра εn = 40, заряд ад-
сорбированного иона q = e = 4.8•10–10 ед. СГСЭ, 
A = 5•10–16 эрг. Согласно результатам расчетов 
в случае степенной аппроксимации Πpow 
расклинивающего давления наличие элементар-
ного заряда на поверхности или в центре ядра 
перестает влиять на величину максимума 
химического потенциала молекул конденсата уже 
для ядер радиусом 3.0—3.5 нм. Отличие эффектов 
центрального и адсорбированного элементарного 
заряда исчезает еще раньше — на радиусах 
2.0—2.5 нм. Для меньших частиц эффекты 

z

П(r() –Rn)

П(R –Rn)

Rn

a



R

r()

f()

Рис. 3. Капля на ядре конденсации с локализованным 
адсорбированным ионом; a — расстояние от иона до цен-
тра ядра конденсации, R – эквивалентный радиус сферы, 
объем которой равен объему капли, f(θ) ≡ r(θ) – R. 
Адсорбированный ион — кружок со знаком «+» внутри.

+
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адсорбированного заряда уже отличны от эф-
фектов центрального заряда; они состоят 
в снижении пороговых значений химического 
потенциала и пересыщения пара, отвечающих 
максимумам кривых на рисунке 4 для без-
барьерной нуклеации, а также в увеличении 
размера равновесных капелек, отвечающих 
восходящей ветви химического потенциала слева 
от максимума μR.

Перейдем теперь к рассмотрению гетероген-
ных паровых пузырьков в растянутой жидкости, 
включающих в себя центральную твердую лио-
фобную частицу (рис. 5). Очевидно, что интере-
сующая нас система (ядро—паровая прослой-
ка—жидкость) в определенном смысле противо-
положна изображенной на рисунке 1. Хорошо 
известно17, что пузырьки в контакте с гидрофоб-
ными и гидрофильными твердыми частицами 
играют важную роль при флотационном разде-
лении мелкодисперсных суспензий (в частности, 
при добыче минерального сырья) и что на фло-
тационные характеристики частиц минералов 
существенное влияние оказывают размер частиц 
и свойства их поверхности. Обсуждению этих 
характеристик посвящен ряд работ18,19, где рас-
сматривались достаточно большие пузырьки, на 
поверхности которых адсорбируются малые ли-
офильные или лиофобные твердые частицы. Нас 
же будут интересовать ультрамалые гетероген-

ные паровые пузырьки вокруг лиофобных ча-
стиц, так как в статье6 отмечалось, что услови-
ем существования устойчивого свободного пу-
зырька вокруг твердой частицы в растянутой или 
перегретой жидкости должно стать наличие силь-
ной лиофобности поверхности ядра. Однако до 
последнего времени более детального термоди-
намического рассмотрения свободных пузырь-
ков вокруг лиофобных частиц не было. В лите-
ратуре имеется обсуждение гомогенных устой-
чивых пузырьков в ограниченных системах20—28 
и устойчивых сидячих пузырьков в присутствии 
пиннинга29—33, однако общепринятого объясне-
ния стабильности объемных нанопузырьков пока 
не существует. 

Прямые расчеты структурных 
и термодинамических характеристик 

капелек и пузырьков

Очевидно, что возможности феноменологи-
ческого подхода к описанию капелек и пузырь-
ков ограничены тем, что в наноразмерных ча-
стицах новой фазы объемные свойства фазы мо-
гут быть недостижимы. В частности, использо-
вание табличных значений поверхностного на-
тяжения и изотерм расклинивающего давления 
для плоских пленок при рассмотрении пленок 
на смачиваемых сферических твердых частицах 
имеет пределы при уменьшении радиуса ча-
стиц15,16. Эти пределы, как и выход за них, мо-
гут быть установлены только в рамках молеку-
лярных моделей статистической термодинами-
ки. Одним из современных методов прямого рас-
чета структурных и термодинамических 
ха рактеристик нанокапелек и нанопузырьков яв-

Жидкость

Пар

h

Rn

Лиофобная
частица

R

Рис. 5. Пузырек радиуса R на лиофобном ядре радиуса Rn; 
h = R – Rn — толщина паровой прослойки.
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Рис. 4. Зависимости сдвига безразмерного химического 
потенциала молекулы в капле от эквивалентного радиуса 
пленки R для изотермы расклинивающего давления Πpow 
при различных значениях радиуса ядра конденсации 
Rn, отмеченных вертикальными линиями: 1, 1´, 1 — 
при фиксированном расстоянии a – Rn = 1•10–10 см 
адсорбированного иона от поверхности частицы; 2,  2´, 2 — 
для заряда той же величины, расположенного в центре ядра; 
3, 3´, 3 — для незаряженного ядра; 4 — учет только вклада, 
связанного с избыточным лапласовым давлением.
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ляется метод функционала молекулярной плот-
ности 34,35.

В рамках метода функционала молекулярной 
плотности задается явное выражение для боль-
шого термодинамического потенциала Ω[ρ(r)] 
системы капелька—пар или пузырек—жидкость 
как функционала локальной плотности ρ(r) чис-
ла молекул флюида в точке, задаваемой радиу-
сом r. В объемной части системы этот флюид 
может быть в состоянии пара или жидкости. 
Равновесные профили ρe(r) плотности флюида, 
получаемые в результате решения вариационной 
задачи δΩ[ρ(r)]/δρ(r)|ρ=ρe = 0 и отвечающие сед-
ловой точке большого термодинамического по-
тенциала системы, характеризуют неустойчивое 
равновесие частиц новой фазы. Эти частицы 
играют роль критических зародышей новой фазы 
при заданном значении химического потенциа-
ла молекул флюида и имеют малое время жизни. 
Если существуют равновесные профили плот-
ности ρe(r), отвечающие минимуму большого 
термодинамического потенциала системы, то 
они характеризуют устойчивое равновесие ча-
стиц новой фазы. Такие частицы, как мы виде-
ли в термодинамическом анализе гетерогенных 
капелек на смачиваемых ядрах конденсации в 
предыдущем разделе, могут существовать нео-
граниченно долго, в том числе и в недосыщен-
ном паре. 

Первые результаты, полученные с помощью 
метода функционала молекулярной плотности 
для гетерогенных капелек, представлены в рабо-
тах36—41. В статьях42,43 проведены численные 
расчеты радиальных профилей плотности для 
системы заряженная лиофильная частица—жид-
кая пленка—пар при разных значениях химиче-
ского потенциала пара. Использован градиент-
ный метод функционала молекулярной плотно-
сти39, в рамках которого большой термодинами-
ческий потенциал системы в присутствии жид-
кой пленки на заряженном ядре конденсации за-
давали как42,43

 (6)

Интегрирование в уравнении (6) не включа-
ет объем ядра. Здесь fhs() — плотность свобод-
ной энергии молекул, взаимодействующих как 
твердые сферы, ρe(r) — локальная плотность 
флюида в точке, задаваемой радиусом r в систе-
ме координат, центр которой совпадает с цен-

тром твердого ядра, a — параметр притяжения 
молекул флюида в приближении среднего поля, 
который связан с дальнодействующей частью 
межмолекулярного потенциала и, в частности, 
с энергетическим параметром εff  = a/σ3 для мо-
лекул флюида, μ — химический потенциал мо-
лекул флюида, C — параметр, зависящий от аб-
солютной температуры T и связанный с поверх-
ностным натяжением γ∞ на плоской границе раз-
дела жидкой и газовой фаз (может быть прибли-
женно вычислен как C = 14.00σ5kBT), kB — по-
стоянная Больцмана, Z — заряд ядра конденса-
ции в единицах элементарного заряда e, ε((r), 
T) — локальное значение статической диэлек-
трической проницаемости при ее задании как 
известной функции температуры и локальной 
плотности флюида, wnf(r) — полный потенциал 
взаимодействия ядра с молекулой флюида (ин-
тегральная сумма взаимодействий со всеми мо-
лекулами ядра). Заметим, что электрический 
вклад в уравнении (6) не описывает эффект зна-
кового предпочтения при нуклеации на положи-
тельно и отрицательно заряженных частицах, 
связанный с избыточной спонтанной поверхност-
ной поляризацией. Как показано11 ранее, для ча-
стиц нанометрового размера этот эффект мал.

Для плотности fhs() свободной энергии твер-
дых сфер выбраны42,43 модели Ван-дер-Ваальса39 

 (7)

и Карнахана—Старлинга44

, (8)

где ν0 — параметр исключенного объема, 

 — тепловая длина волны 
де Бройля (ћ — постоянная Планка, m — масса 
молекулы флюида), η = πd3/6 — безразмерная 
молекулярная плотность флюида (d — диаметр 
молекулы в модели твердых сфер). Потенциал 
взаимодействия ядра с молекулой флюида wnf(r) 
брали в следующем виде45: 

 (9)



301ISSN 1026-3500  Известия Академии наук. Серия химическая, 2023, том 72,  № 2

где εnf — энергетический параметр Леннард-
Джонса для взаимодействия молекул твердого 
тела и флюида, n — средняя молекулярная плот-
ность твердого тела, σ = (π/6)1/3d, Rn— радиус 
ядра. Для лиофильного ядра взяты43 n =
= 2.66•1028 м–3 (плотность кварца) и отношение 
энергетических параметров εnf/εff  = εnfσ3/a = 2. 

На рисунке 6 представлены результаты чис-
ленных расчетов профилей плотности в равно-
весных капельках аргона в присутствии капил-
лярных, электростатических и молекулярных 
сил43. При заданном значении химического по-
тенциала кривые 1 и 5 соответствуют двум про-
филям вокруг незаряженного ядра конденсации 
(Z = 0) с учетом потенциала wnf(r), кривые 2 
и 4 — двум профилям вокруг заряженного ядра 
при Z = 2, но при wnf(r) = 0, кривые 3 и 6 — двум 
профилям вокруг заряженного ядра при Z = 2 
в присутствии потенциала wnf(r), кривая 7 соот-
ветствует каплям без ядра при Z = 0, wnf(r) = 0, 
Rn = 0. На рисунке 6 также приведен профиль 
в виде классической ступеньки для капель, об-
разующихся при гомогенной нуклеации, при вы-
боре в качестве разделяющей эквимолекулярной 
поверхности. 

Профилям 1 и 3 на рисунке 6 соответствуют 
минимумы большого термодинамического по-
тенциала Ω (см. выражение (6)), и эти профили 
характеризуют устойчивые капельки на ядрах 
конденсации. Профили 5—7 относятся к макси-
мумам Ω и описывают критические капли, не-
устойчивые по отношению к изменению в них 
числа молекул. Из рисунка 6 видно, что профи-

ли устойчивых и критических капель при задан-
ном небольшом отклонении химического потен-
циала от его значения на бинодали практически 
совпадают при r/σ < 5, причем максимумы про-
филей заметно превышают плотность объемной 
жидкости. Это означает, что вблизи ядра кон-
денсации главным становится влияние молеку-
лярного взаимодействия с ядром.

Вместе с тем при учете только кулоновского 
электрического поля ядра при wnf(r) = 0 профиль 
плотности 2, формально отвечающий стабиль-
ной капельке, и профиль 4 для критической кап-
ли вблизи ядра конденсации не превышают объ-
емную концентрацию пара. Такую каплю нель-
зя рассматривать как равномерно покрывающую 
частицу. Таким образом, мы имеем противоре-
чие с предположением о радиальной симметрии 
системы, и, соответственно, профили 2 и 4 
не имеют физического смысла.

То, что максимум профиля 1 на рисунке 6 за-
метно превышает объемное значение плотности 
жидкой фазы при отношении энергетических 
параметров εnfσ3/a = 2, означает полное смачи-
вание поверхности ядра при наличии таких мо-
лекулярных сил. В работе46 исследовано влия-
ние отношения εnfσ3/a на поведение профилей 
равновесных капель. Результаты показаны 
на рисунке 7. Видим, что увеличение энергети-
ческого параметра εnf молекулярного взаимо-
действия частица—конденсат приводит к росту 
пика плотности в первом молекулярном слое 
вокруг ядра.
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Рис. 6. Равновесные профили безразмерной плотности η(r) 
числа молекул в каплях аргона в пересыщенном паре при 
температуре T = 90 K и безразмерном сдвиге (μ – μ∞)/kBT =
= 0.27 химического потенциала молекул аргона от бинодали43 
(см. пояснения в тексте). В расчетах принято σ = 2.53•10–10 м, 
Δσ = 0.62σ, Rn = 2σ, a = 3.58•10–49 Дж•м3.
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Рис. 7. Равновесные профили безразмерной плотности η(r) 
в капле аргона в пересыщенном паре при отсутствии 
электрического заряда ядра; εnf = 2a/σ3 (1), 6a/σ3 (2) 
и 12a/σ3 (3). Температура T = 90 K и (μ – μ∞)/(kBT) = 0.073. 
В расчетах принято σ = 2.53•10–10 м, Δσ = 0.62σ, Rn = 10σ, 
a = 3.58•10–49 Дж•м3. Горизонтальные линии соответству-
ют объемным значениям для газовой и жидкой фаз.



302 ISSN 1026-3500  Известия Академии наук. Серия химическая, 2023, том 72, № 2

С повышением химического потенциала про-
фили устойчивой и критической капель сближа-
ются и при некотором пороговом значении μth, как 
это и предсказывалось термодинамической теори-
ей5,11, сливаются. Выше значения μth решения ва-
риационной задачи δΩ[ρ(r)]/δρ(r)|ρ=ρe = 0 в виде 
профиля равновесной капли не существует, си-
стема лиофильное ядро—пересыщенный пар не-
устойчива по отношению к спонтанной конден-
сации на ядре. 

Если определить радиус Rem эквимолекуляр-
ной разделяющей поверхности капля—пар соот-
ношением

, (10)

то по равновесным профилям (r) при разных 
значениях μ с помощью уравнения (10) можно 
установить зависимость химического потенци-
ала молекулы в капле от эквимолекулярного ра-
диуса равновесной гетерогенной капли с учетом 
действия капиллярных, электростатических 
и молекулярных сил. Такая зависимость показа-
на на рисунке 8.46 

Из рисунка 8 видно, что все кривые химиче-
ского потенциала молекулы в равновесной гете-
рогенной капле лежат ниже кривой химическо-
го потенциала молекулы в гомогенной капле 

(случай Rn = 0, Z = 0, εnf = 0). При больших за-
рядах ядра без молекулярного поля ядра (Z = 20, 
εnf = 0) кривая химического потенциала прибли-
жается к кривой, задаваемой формулой Дж. Дж. 
Томсона12, но зависимости (μRem — μ∞)/(kBT) 
с учетом молекулярного поля с ростом смачива-
ния при увеличении εnf  ядра все сильнее откло-
няются от этой кривой. Из рисунка 8 также сле-
дует, что наличие электрического заряда и рост 
лиофильности ядра снижают максимум химиче-
ского потенциала для молекул флюида в капле 
и, соответственно, уменьшают пороговое значе-
ние μth химического потенциала пара для без-
барьерной гетерогенной нуклеации. 

В рамках феноменологической термодинами-
ческой теории существование устойчивых рав-
новесных гетерогенных капель обусловлено рас-
клинивающим давлением в тонких жидких плен-
ках. То, что найденные с помощью метода функ-
ционала плотности зависимости химического 
потенциала μRem от радиуса Rem капли качествен-
но совпадают с предсказаниями рассмотренной 
в предыдущем разделе термодинамической тео-
рии, позволило рассчитать46,47 изотермы рас-
клинивающего давления в сильно искривленных 
жидких пленках. При использовании соотноше-
ния (4) при k1 = 0, k2 = 0 и расчетной зависимо-
сти (μRem — μ∞)/(kBT) при εnfσ3/a = 6 и разных 
радиусах ядра Rn получены46 изотермы раскли-
нивающего давления (рис. 9). 

Из рисунка 9 видим, что расклинивающее дав-
ление спадает практически до нуля при h/σ > 18. 0.15
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Рис. 8. Зависимости сдвига безразмерного химического 
потенциала (μRem — μ∞)/(kBT) молекулы в капле аргона от 
эквимолекулярного радиуса Rem/σ при разных отношениях 
εnfσ3/a и зарядах ядра: εnf = 2a/σ3, Z = 0 (1); εnf = 6a/σ3, 
Z = 0 (2); εnf = 12a/σ3, Z = 0 (3); εnf = 0, Z = 20 (4); εnf = 2a/σ3, 
Z = 20 (5); εnf = 6a/σ3, Z = 20 (6); εnf = 12a/σ3, Z = 20 (7); 
εnf = 0, Z = 0, Rn = 0 (8); и зависимость, рассчитанная по 
формуле Дж. Дж. Томсона (9). В расчетах принято T = 90 K, 
Rn = 10σ, σ = 2.53•10–10 м, a = 3.58•10–49 Дж•м3.
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Рис. 9. Безразмерное расклинивающее давление Π/(kBTl) 
в капле аргона на незаряженном сферическом твердом ядре 
(Z = 0) как функция безразмерной толщины жидкой плен-
ки h/σ = (Rem – Rn)/σ при разных радиусах ядра: Rn = 10σ 
(1), 20σ (2), 30σ (3) и 50σ (4). В расчетах принято T = 90 K, 
σ = 2.53•10–10 м, a = 3.58•10–49 Дж•м3, смачивание ядра за-
давалось отношением εnfσ3/a = 6. На вставке — увеличен-
ный фрагмент графика.

125(h/)–3

21exp[–h/(1.89)]
8exp[–h/(2.41)]
13exp[–h/(2.11)]
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Такое быстрое уменьшение расклинивающего 
давления для капель на малых незаряженных 
и заряженных твердых ядрах рассматрива-
лось6,11,48—50 ранее как удовлетворяющее термо-
динамической теории. Подобное поведение изо-
терм Π(h) получено37,40 и для капель на незаря-
женных ядрах в рамках нелокального метода 
функционала молекулярной плотности.

Как следует из рисунка 9, кривые расклини-
вающего давления для более крупных ядер прак-
тически совпадают. Этот факт можно объяснить 
тем, что расклинивающее давление при таких 
размерах твердого ядра приближается к пределу 
плоской границы твердое тело—конденсат 
и не меняется при дальнейшем увеличении раз-
мера ядра конденсации. Для больших толщин 
все точки при Rn > 20σ можно аппроксимиро-
вать степенной аппроксимацией Πpow(h) =
= 125kBT l(h/σ)–3. Для меньших толщин 
при 5σ < h < 9σ наилучшее соответствие дает экс-
поненциальная аппроксимация Πpow(h) =
= 13kBTlexp[–h/(2.11σ)]. Отметим, что смена 
экспоненциального спада расклинивающего дав-
ления для малых толщин капель степенным спа-
дом для больших толщин находится в соответ-
ствии с предсказаниями термодинамической те-
ории6,7.

Согласно работам15,16 условие механическо-
го равновесия сферической смачивающей плен-
ки жидкости на сферической твердой подложке 
при выборе в качестве внешней разделяющей 
поверхности пленки эквимолекулярной поверх-
ности можно записать в виде

, (11)

где PN(ri) — нормальная составляющая тензора 
давления внутри искривленной пленки во вну-
тренней точке ri жидкой части пленки вблизи 
твердой подложки, γem — поверхностное натя-
жение для эквимолекулярной поверхности; все 
величины определены при заданном химическом 
потенциале для молекул в пленке. Разность 
(PN(ri) – Pl(μ))15,16,51 предложено отождествить 
с механическим определением расклинивающе-
го давления для сферической пленки:

. (12)

Заметим, что наряду с механическим опреде-
лением у нас имеется возможность термодина-
мического определения расклинивающего дав-

ления по вытекающему из уравнения (11) соот-
ношению

. (13)

Нормальную компоненту тензора давления 
PN(r) в сферической жидкой пленке в рамках ме-
тода функционала плотности можно вычислить 
независимо, а следовательно, и независимо най-
ти Π(m)(Rem – Rn) как функцию толщины плен-
ки h = Rem – Rn. В качестве радиуса ri в уравне-
нии (12) целесообразно выбрать положение rm 
максимума PN(ri), достигаемого вблизи поверх-
ности твердого ядра, или точку rd, где профиль 
плотности пересекает линию объемной плотно-
сти жидкости (см. рис. 7). Результаты расчетов47 
по соотношению (12) для аргона при нескольких 
значениях химического потенциала μ (и соответ-
ствующих значениях Rem, rm и rd) представлены 
на рисунке 10. Для сравнения здесь также пока-
зано расклинивающее давление пленки аргона 
на плоской твердой подложке. Как видно из ри-
сунка 10, результаты для механического (при ис-
пользовании уравнения (12)) и термодинамиче-
ского (при использовании уравнения (13)) опре-
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Рис. 10. Безразмерное расклинивающее давление Πσ3/(kBT) 
в капле аргона на незаряженном сферическом твердом ядре 
как функция безразмерной толщины жидкой пленки h/σ =
= (Rem – Rn)/σ в зависимости от выбора ri и механического 
(см. уравнение (12)) или термодинамического (см. уравне-
ние (13)) определения: плоская пленка (1); Π(m) и ri = rm (2);  
Π(m) и ri = rd (3); Π(t) и ri = rm (4); Π(t) и ri = rd (5). В рас-
четах принято T = 90 K, Rn = 10σ, σ = 2.53•10–10 м, 
a = 3.58•10–49 Дж•м3, смачивание ядра задано отношени-
ем εnfσ3/a = 6.
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делений расклинивающих давлений очень близ-
ки. Расклинивающее давление в устойчивой ка-
пле зависит от размера твердого ядра и при каж-
дом размере ядра меньше, чем расклинивающее 
давление для плоской пленки жидкости. Чем 
меньше Rn, тем меньше расклинивающее давле-
ние при той же толщине пленки. Зависимость 
величины Π от выбора точки ri, как и ожидалось, 
слабая.

В случае равновесной устойчивой капельки 
вокруг смачиваемого ядра разделение поверх-
ностных слоев ядро—жидкость и жидкость—пар 
объемной жидкой прослойкой заведомо отсут-
ствует. Для капель на ядрах нанометрового раз-
мера основной вклад в учет перекрытия поверх-
ностных слоев дает расклинивающее давление 
и зависимостью поверхностного натяжения кап-
ли от внешнего радиуса на фоне расклиниваю-
щего давления можно пренебречь. Для ядер мо-
лекулярного размера понятие расклинивающе-
го давления теряет смысл и зависимость поверх-
ностного натяжения капли от ее радиуса может 
быть существенной. Однако и здесь возникает 
проблема определения радиуса сольватной обо-
лочки для ядра в капле. Расчеты профилей плот-
ности и термодинамически определенного по-
верхностного натяжения для равновесной и кри-
тической капли при нескольких размерах неза-
ряженных и заряженных ядер конденсации, как 
меньших, так и больших размера молекулы кон-
денсирующегося вещества, в рамках градиент-
ного метода функционала молекулярной плот-
ности проведены в работе52. Расчеты были сде-
ланы для капель аргона при разных значениях 
химического потенциала молекул. В случае иона 
дополнительно учитывался дальнодействующий 
кулоновский потенциал электрических сил. 
Полученные зависимости поверхностного натя-
жения таких капель от их размера сравнены с за-
висимостью поверхностного натяжения от раз-
мера капли без ядра конденсации. В частности, 
показано52, что при определении границы пер-
вого сольватного слоя вокруг ядра конденсации 
как точки пересечения профиля плотности (r) 
с линией плотности l жидкой фазы при задан-
ном значении химического потенциала молекул, 
кривые зависимости поверхностного натяжения 
от радиуса эквимолекулярной поверхности ма-
лой капли без ядра и с ядром конденсации соот-
ветствуют квадратичной по кривизне капли c = 
1/Rem аппроксимации53,54

, (14)

где γ∞ — значение поверхностного натяжения 
для плоской границы жидкость—пар. В отсутствие 

ядра для капли аргона при T = 90 K толменовская 
длина (δ∞) равна δ∞ = –0.19σ и константа 
эффективной жесткости (κ)55,56 поверхностного 
слоя равна κ = –1.58σ2. Для частицы радиуса 
Rn = 0.4σ при той же температуре и лиофильно-
сти ядра, задаваемой отношением εnfσ3/a = 12, 
получено52 при кратности заряда Z = 0: δ∞ =
= –0.25σ  и κ = –3.70σ2; при Z = 1: δ∞ = –0.23σ  
и κ = –2.90σ2; при Z = 2: δ∞ = –0.21σ и κ =
= –2.12σ2. Видим, что влияние молекулярного 
поля и электрического поля ядра на толменов-
скую длину мало, но заметно изменяет констан-
ту эффективной жесткости поверхностного слоя.

Перейдем теперь к результатам исследований 
в рамках теории функционала молекулярной 
плотности сферических оболочечных паровых 
прослоек (или концентрических нанопузырьков) 
вокруг лиофобных поверхностей. Такие иссле-
дования и расчеты структуры и термодинамиче-
ских характеристик нанопузырьков вокруг лио-
фобных поверхностей в растянутой жидкости 
недавно проведены в работах57—60. Были рассчи-
таны равновесные профили молекулярной плот-
ности вокруг лиофобных наночастиц (без элек-
трического заряда и с электрическим зарядом) в 
растянутой аргоноподобной жидкости (μ < μ∞). 
Как и для расчета профилей гетерогенных капе-
лек42—47,52, большой термодинамический потен-
циал системы Ω в присутствии пленки пара во-
круг заряженного ядра задавали функционалом 
(6), при этом использовались комбинация моде-
ли Карнахана—Старлинга (8) и модели средне-
го поля для взаимодействия молекул флюида, 
а также полный потенциал Леннард-Джонса вза-
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Рис. 11. Равновесные профили безразмерной плотности η(r) =
= σ3(r) в пузырьке вокруг лиофобной частицы в растяну-
той жидкости при отсутствии электрического заряда ядра 
при трех значениях сдвига b = (μ –μ∞)/(kBT) химического 
потенциала молекул флюида: b = –0.174 (1, 6); –0.225 (2, 5) 
и –0.235 (3, 4); εnf/εff  = 0.2, Rn = 10σ. На вставке — область 
малых плотностей вблизи поверхности лиофобного ядра. 
Температура 90 K. В расчетах принято σ = 2.53•10–10 м, 
a = 3.58•10–49 Дж•м3, Δσ = 0.62σ.
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имодействия между ядром и молекулой флюида 
(9). Лиофобность частицы контролировалась от-
ношением энергетических параметров εnf/εff  при-
тяжения молекул ядра и молекул флюида.

Для лиофобного ядра были взяты57 n =
= 1.07•1027 м–3 (плотность парафина) и отно-
шение энергетических параметров εnf/εff   0.2. 
Результаты расчетов57 для молекулярных про-
филей в случае незаряженного ядра (Z = 0) при 
εnf/εff  = 0.2 приведены на рисунке 11.

Из рисунка 11 видно, что при каждом из трех 
рассмотренных значений химического потенци-
ала флюида ниже его значения для равновесия 
жидкость—пар с плоской границей раздела име-
ются два равновесных радиальных профиля 
плотности, соответствующие двум разным кон-
центрическим паровым оболочкам вокруг твер-
дого ядра. При меньших значениях |μ – μ∞|/(kBT) 
один из этих профилей узкий, а другой широ-
кий, но с ростом |μ – μ∞|/(kBT) разница 
в ширинах становится меньше. Подстановка най-
денных профилей в выражение (6) для большо-
го термодинамического потенциала Ω показала, 
что более узкая оболочка связана с минимумом 
Ω = Ωmin и представляет собой устойчивый на-
нопузырек, а более широкая оболочка соответ-
ствует максимуму Ω = Ωmax и относится к неу-
стойчивому критическому нанопузырьку. С точ-
ки зрения теории гетерогенной нуклеации6,7 раз-
ность Ωmax – Ωmin является важнейшей характе-
ристикой, так как она определяет активацион-
ный барьер для спонтанного зарождения крити-
ческого пузырька на лиофобном ядре. Тот факт, 
что существует значение химического потенци-
ала, при котором эта разность достигает нуля, 
означает, что начиная с этого значения актива-
ционный барьер для зарождения гетерогенных пу-
зырьков на лиофобных частицах исчезает (рис. 12).

Эквимолекулярные радиусы стабильных и не-
стабильных концентрических нанопузырьков 
определены57 симметрично выражению (10) как

. (15)

Эти радиусы растут с увеличением радиуса 
лиофобного твердого ядра. С помощью уравне-
ния (15) результаты для профилей равновесной 
плотности при различных значениях химическо-
го потенциала флюида можно преобразовать 
в зависимость сдвинутого химического потен-
циала bRem = (μRem – μ∞)/(kBT), приходящегося 
на одну молекулу в концентрической паровой 
оболочке, от радиуса Rem (рис. 13)57. Видим, что 
кривая зависимости химического потенциала 
молекул в пузырьке с лиофобным ядром от ра-
диуса пузыря имеет минимум, ниже которого ге-
терогенное зарождение пузырьков становится 
термодинамически безбарьерным. Появление 
электрического заряда на ядре смещает мини-
мум химического потенциала конденсата ниже 
и препятствует зарождению пузырьков. 

Кроме того, в работе57 исследована зависи-
мость поверхностного натяжения пузырька γ 
от радиуса эквимолекулярной разделяющей по-
верхности Rem и заряда центрального лиофоб-
ного ядра для пузырька при гетерогенном зарож-
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Рис. 12. Безразмерная разность (Ωmax – Ωmin)/(kBT) как 
функция сдвинутого безразмерного химического потенци-
ала b ≡ (μ – μ∞)/(kBT) в жидком аргоне вокруг незаряжен-
ной лиофобной частицы при T = 90 K, Rn = 10σ, εnf/εff  = 0.2, 
σ = 2.53•10–10 м, a = 3.58•10–49 Дж•м3.
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Рис. 13. Сдвиг безразмерного химического потенциала bRem 
молекулы пара аргона в пузырьке вокруг незаряженной ли-
офобной частицы в зависимости от радиуса пузырька, вы-
численный при T = 90 K и при значениях радиуса ядра: 
Rn = 5σ и εnf/εff  = 0.2 (1), 0.002 (2); Rn = 10σ и εnf/εff  = 0.2 (3), 
0.002 (4), 0 (5); Rn = 15σ и εnf/εff  = 0.2 (6), 0.002 (7). Сплошная 
линия показывает поведение капиллярного приближения 
для сдвинутого химического потенциала при Rn = 0. 
Вертикальные пунктирные линии разделяют случаи с раз-
ными радиусами ядер Rn. На вставке — увеличенный фраг-
мент графика.
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дении. Наблюдалось монотонное уменьшение 
поверхностного натяжения для критических пу-
зырьков с уменьшением радиуса в диапазоне, где 
результаты для профилей гомогенно и гетеро-
генно образованных пузырьков очень близки. 
Однако для устойчивых пузырьков отмечено за-
медление снижения поверхностного натяжения 
и даже его рост для самых малых устойчивых пу-
зырьков. После удаления результатов для самых 
малых стабильных пузырьков, относящихся 
к очень тонким прослойкам, где границы разде-
ла твердое тело—пар и пар—жидкость существен-
но перекрываются, показано57, что зависимость 
γ(Re) описывается соотношением (14) при отри-
цательной для пузырьков кривизне c = –1/Rem. 
При Rn = 0 (гомогенный пузырек) получены сле-
дующие значения толменовской длины и кон-
станты жесткости: δ∞ = –0.19σ и κ = –1.42σ2, что 
достаточно близко к значениям этих величин52 
при той же температуре T = 90 K и тех же значе-
ниях термодинамических параметров для гомо-
генных капелек аргона. При Rn = 10σ, Z = 0 и εnf/
εff  = 0.2 (гетерогенный пузырек) найдены δ∞ =
= –0.076σ и κ = –4.41σ2; при Rn = 10σ, Z = 4 
и εnf/εff  = 0.2 (гетерогенный пузырек) — δ∞ =
= –0.076σ и κ = –9.53σ2 и при Rn = 10σ, Z = 8 
и εnf/εff  = 0.2 (гетерогенный пузырек) — δ∞ =
= –0.076σ и κ = –25.2σ2. Отмечено57, что если 
брать только точки, относящиеся к более круп-
ным пузырькам, то величины δ∞ и κ становятся 
ближе к таковым для пузырька при гомогенном 
зарождении. В общем случае можно ожидать, что 
влияние центрального электрического поля 
на поверхностное натяжение парового пузырь-
ка сильнее, чем в случае капли жидкости52, так 
как в пузырьке отсутствует экранирование поля. 
Как следует из приведенных результатов57, вли-
яние электрического заряда на толменовскую 
длину δ∞ отсутствует, однако на константу 
эффективной жесткости κ увеличение электри-
ческого заряда центральной частицы влияет уже 
сильно. Такое поведение согласуется с теорети-
ческими предсказаниями в рамках метода раз-
деляющих поверхностей Гиббса61.

Влияние расклинивающего давления на рав-
новесную форму свободного или закрепленно-
го на плоской подложке нанопузырька в газопе-
ресыщенных растворах рассматривалось в рабо-
те62 в рамках метода функционала толщины 
пленки, в котором большой термодинамический 
потенциал системы подложка—пузырек—жид-
кость записывается как функционал профиля 
формы пузырька для заданной изотермы раскли-
нивающего давления. Обнаруженная в работе57 

радиальная анизотропия молекулярной плотно-
сти в тонких равновесных паровых прослойках 
закономерно поднимает вопросы об анизотро-
пии тензора давления в устойчивых гетероген-
ных пузырьках и о существовании расклинива-
ющего давления в таких пузырьках. Ответы на 
эти вопросы в рамках градиентного метода функ-
ционала молекулярной плотности даны в рабо-
тах58,59, где рассчитаны и проанализированы 
профили нормальной и тангенциальной состав-
ляющих тензора локального давления в паровых 
прослойках аргона вблизи плоской подложки и 
вокруг сферического ядра в растянутом жидком 
аргоне при нескольких значениях химического 
потенциала молекул аргона и параметров, опре-
деляющих лиофобность твердого тела. Расчеты 
показали значительную анизотропию нормаль-
ной и тангенциальной компонент тензора дав-
ления в паровых прослойках вблизи лиофобных 
твердых поверхностей. Были рассчитаны меха-
нически (Π(m)) и термодинамически (Π(t)) опре-
деленные величины расклинивающего давления, 
которые в отличие от выражений (12) и (13) за-
писаны для паровой сферической прослойки 
в виде 

 (16)

и

. (17)

Механически и термодинамически определя-
емые значения расклинивающего давления со-
впадают в пределах погрешности, которая 
в основном определяется использованием ап-
проксимации γem = γ∞ и фиксированным выбо-
ром точки ri = Rn + d/2. Результаты расчетов59 
безразмерного механически определенного рас-
клинивающего давления Π~ = Π(m)σ3/(kBT) 
в плоском (Rn = ∞) и сферическом паровом слое 
аргона на незаряженном сферическом лиофоб-
ном ядре при трех значениях радиуса ядра Rn 
приведены на рисунке 14. Уменьшение раскли-
нивающего давления с увеличением толщины 
слоя (как в плоском, так и в сферическом случа-
ях) свидетельствует об устойчивости паровых 
слоев. Интересно, что чем меньше радиус лио-
фобной частицы, тем больше расклинивающее 
давление в сферическом пузырьке на лиофоб-
ном ядре. Поэтому расклинивающее давление 
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в плоском слое пара наименьшее среди прочих. 
Это прямо противоположно случаю расклини-
вающего давления в пленках жидкости вокруг 
лиофильной частицы (см. рис. 10). В зависимо-
сти от степени лиофобности изотермы раскли-
нивающего давления изменяются от немонотон-
ных до монотонных функций толщины парово-
го слоя.

Сам по себе градиентный вариант метода 
функционала молекулярной плотности являет-
ся хорошо проверенным инструментом теорети-
ческого исследования неоднородных систем 
с поверхностными слоями между твердой, жид-
кой и газовой фазами63,64. Градиентный метод 
интересен и тем, что его результаты могут быть 
распространены не только на молекулярные си-
стемы с центральным потенциалом взаимодей-
ствия, но и на системы с полярными молекула-
ми и нецентральными взаимодействиями. 
Однако в рамках градиентного метода в его при-
ложении для очень тонких паровых прослоек все 
же остается ряд принципиальных вопросов, ко-
торые связаны с граничными условиями на про-
филь плотности вблизи твердой поверхно-
сти41,65—68, с погрешностью градиентного мето-
да в зависимости от толщины прослойки, с ро-
лью явного представления для межмолекуляр-

ного химического потенциала. Часть ответов 
на эти вопросы получены в статье60 при иссле-
довании экстремумов большого термодинами-
ческого потенциала системы твердое лиофобное 
ядро—паровая прослойка—растянутая жидкость 
с помощью метода упругой ленты69—73 и инте-
грального нелокального метода функционала 
плотности34,35. 

В приложении к задаче нуклеации метод под-
талкивания упругой ленты — это способ иссле-
дования рельефа большого термодинамическо-
го потенциала как функционала на пространстве 
профилей плотности через оптимизирование це-
почек состояний системы, которые характери-
зуются принимаемыми в них значениями боль-
шого термодинамического потенциала при пе-
реходе oт состояния исходной метастабильной 
фазы к конечному состоянию с частицей новой 
фазы72,73. Начальные состояния системы и со-
ответствующие начальные значения большого 
термодинамического потенциала при каждом но-
мере i задаются своим стартовым профилем 
плотности. В этом подходе решение соответству-
ющего уравнения Эйлера для функционала боль-
шого термодинамического потенциала не требу-
ется и, соответственно, задание граничных усло-
вий на профиль плотности на поверхности ядра 
не нужно. В итоге данный метод позволяет най-
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Рис. 14. Безразмерное механически определенное раскли-
нивающее давление Π~ = Π(m)σ3/(kBT) как функция безраз-
мерной толщины прослойки h~ = (Rem – Rn)/σ в плоском 
(Rn = ∞) (1) и в сферическом паровом слое аргона на неза-
ряженном сферическом лиофобном ядре при трех значени-
ях радиуса ядра Rn: 5σ (2), 10σ (3) и 15σ (4). Значками ука-
заны результаты расчетов, кривые — аналитические аппрок-
симации. В расчетах принято T = 90 K, лиофобность ядра 
задавалась отношением εnf/a = 0.2, σ = 2.53•10–10 м, a =
= 3.58•10–49 Дж•м3. На вставке — увеличенный фрагмент 
графика.
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Рис. 15. Начальная, две промежуточные (3000 и 10000 ша-
гов) и финальная (50000 шагов, путь минимального пере-
пада) цепочки состояний для пузырька вокруг лиофобной 
частицы (N = 21 — число состояний в цепочке, T = 90 K, 
Rn = 10σ, εnf = 0.01a/σ3, n = 1.07•1027 м–3, (μ – μ∞)/(kBT) =
= –0.193, σ = 2.53•10–10 м, a = 3.58•10–49 Дж•м3.
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ти путь минимального перепада большого тер-
модинамического потенциала, который «прохо-
дит» система при переходе от исходного неста-
бильного состояния к конечному стабильному 
состоянию. Выход на такой путь минимального 
перепада согласно расчетам в работе60 показан 
на рисунке 15. Здесь большой термодинамиче-
ский потенциал Ω системы твердое лиофобное 
ядро—паровая прослойка—растянутая жидкость 
задан соотношениями (6)—(9) и расчеты сдела-
ны для аргона и ядра из парафина. Как видно 
из рисунка 15, оптимальная кривая Ω(i) имеет 
локальные минимум и максимум, соответству-
ющие минимуму и максимуму функционала Ω. 
Таким образом, устойчивый пузырек пара во-
круг лиофобной частицы существует и в методе 
упругой ленты. Согласие равновесных профи-
лей плотности, соответствующих экстремумам 
на оптимальной кривой Ω(i) и решениям в гра-
диентном методе функционала плотности, очень 
хорошее, различие полученных обоими метода-
ми величин Ω в минимуме и седловой точке 
не превосходит 0.001. Хотя граничные условия 
в методе упругой ленты не задаются, но получен-
ные в рамках этого метода профили плотности 
в результате удовлетворяют граничным услови-
ям (Rn + d/2) = 0 и (r)|r→∞ = l. 

В работе74 в рамках метода упругой ленты рас-
смотрена более общая задача о нахождении рав-
новесных профилей пузырьков на твердых ча-
стицах произвольной лиофобности. В этом ис-
следовании не обнаружено минимума в виде пу-
зырька на полученной оптимальной кривой Ω(i). 
Следует, однако, заметить, что в этой работе ис-
пользован нелокальный интегральный метод 
функционала плотности совместно с учетом кор-
реляций твердых сфер. Чтобы проверить, не яв-
ляется ли наличие минимума артефактом гради-
ентного метода функционала молекулярной 
плотности, были найдены60 профили плотности 
для свободного концентрического пузырька во-
круг лиофобной частицы с помощью нелокаль-
ного интегрального метода. Отличие интеграль-
ного метода функционала плотности состоит 
в том, что в приближении случайной фазы боль-
шой термодинамический потенциал Ω для си-
стемы частица—оболочка—жидкость может быть 
представлен как 

. (18)

В расчетах в работе60, в пренебрежении кор-
реляциями твердых сфер, которые не должны 

быть существенны для образования пузырьков 
на лиофобных частицах, плотность свободной 
энергии твердых сфер fhs() и потенциал wnf(r) 
взаимодействия ядра с молекулой флюида взя-
ты такими же, как в уравнениях (8) и (9). 
Центральный потенциал притяжения между 
молекулами флюида w(|r – r´|) взят в виде по-

тенциала Юкавы , где d — диаметр 
молекулы и a — параметр притяжения молекул 
флюида в приближении среднего поля (такой же, 
как и в уравнении (6)), и в виде потенциала 
Леннард-Джонса в форме Викса—Чендлера—
Андерсона34,35:

 (19)

где ε и σLJ — параметры потенциала Леннард-
Джонса (σLJ ≠ σ). Параметры a и C в выражении 
(6) связаны через второй и четвертый интеграль-
ные моменты дальнодействующего центрально-
го потенциала соответственно60,76. Если взять 
εff   0.630a/d3 и σLJ  0.5856d, то оба межмолеку-
лярных потенциала дают одинаковые вклады 
в большой термодинамический потенциал Ω 
в градиентном методе функционала плотности.

Сравнение профилей плотности паровой про-
слойки и объемной жидкости, полученных при ре-
шении60 вариационной задачи δΩ[(r)]/δ(r) = 0 
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Рис. 16. Профили плотности стабильных (кривые 1—3) 
и критических (кривые 4—6) паровых прослоек для флюи-
дов с потенциалом Юкавы (1, 5), с потенциалом Леннард-
Джонса (2, 4) в сравнении с профилями для градиентного 
метода (3, 6). В расчетах принято T = 90 K, Rp = 10d, εnf =
= 0.01a/σ3, n = 1.07•1027 м–3, (μ – μ∞)/(kBT) = –0.275, 
a = 3.58•10–49 Дж•м3.
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с функционалами (6) и (18), представлено на ри-
сунке 16. Видим, что устойчивые паровые про-
слойки, соответствующие минимуму большого 
термодинамического потенциала системы, су-
ществуют в рамках интегрального метода для 
обеих моделей межмолекулярного потенциала. 
Градиентный метод увеличивает радиус пузырь-
ка и делает его профиль плотности более поло-
гим. Профили критических паровых прослоек 
практически не отличаются от профилей гомо-
генных пузырьков. Профили устойчивых паро-
вых прослоек, полученные в рамках интеграль-
ного метода, не достигают нуля при r = Rp + d/2, 
как это происходит для градиентного метода. 
Такое различие замечено ранее41 при рассмотре-
нии флюида вблизи плоской стенки, обладаю-
щей только бесконечно большим отталкиваю-
щим потенциалом. 

При описании нанокапелек или нанопузырь-
ков в рамках метода функционала молекулярной 
плотности для учета отталкивания молекул не-
обходимо задавать с высокой точностью локаль-
ную плотность свободной энергии для равновес-
ной системы твердых сфер как функцию локаль-
ной плотности числа частиц. Возникают вопро-
сы: как сильно отличаются профили молекуляр-
ной плотности в радиально неоднородных сфе-
рических малых капельках и пузырьках и како-
ва зависимость поверхностного натяжения ка-
пель и пузырьков от их размера при использова-
нии различных уравнений состояния для описа-
ния локальных вкладов твердых сфер в большой 
термодинамический потенциал молекулярного 
флюида? Недавно в работе76 для аргона прове-
дено сравнение профилей молекулярной плот-
ности в радиально неоднородных сферических 
малых капельках и пузырьках и поверхностного 
натяжения малых капелек и пузырьков, получен-
ных в рамках интегрального метода функциона-
ла молекулярной плотности для нескольких вы-
сокоточных моделей плотности свободной энер-
гии твердых сфер. Были рассмотрены модели, 
вытекающие из уравнения состояния Карна-
хана—Старлинга44, усеченного уравнения 
Русанова 6-го порядка77 и вириального разло-
жения с восемнадцатью коэффициентами78. 
Показано, что выбор уравнения состояния 
сказывается на величинах, характеризующих 
двухфазное равновесие, например на значе-
нии химического потенциала или поверхност-
ного натяжения при плоской границе раздела 
между фазами, и может сдвигать размер кап-
ли или пузырька. 

Заключение

В представленном обзоре рассмотрены ре-
зультаты теоретического исследования термоди-
намических и структурных характеристик сво-
бодных капелек и пузырьков вокруг твердых на-
ночастиц, полученные как в рамках феномено-
логического термодинамического подхода, так 
и с помощью различных вариантов метода функ-
ционала молекулярной плотности. Показано, 
что при конденсации в недосыщенном или пе-
ресыщенном паре хорошо смачиваемая твердая 
сферическая наночастица играет роль ядра кон-
денсации, на котором возможно образование 
термодинамически устойчивой капельки из тон-
кой жидкой пленки вокруг ядра благодаря рас-
клинивающему давлению в жидкой пленке. 
Присутствие электрического заряда на ядре кон-
денсации усиливает его нуклеационную актив-
ность, понижает химический потенциал моле-
кул в капле и увеличивает толщину жидкой плен-
ки устойчивой капельки. Имеется хорошее со-
гласие между феноменологической теори-
ей1—3,6—11 и результатами, получаемыми с помо-
щью метода функционала молекулярной плот-
ности42,43,46,47 для устойчивых капелек с неза-
ряженным и равномерно заряженным ядром кон-
денсации. При этом показано, что классическая 
теория нуклеации на заряженных ядрах, осно-
ванная на формуле Дж. Дж. Томсона12, непри-
годна при сильном смачивании ядра. В случае 
пузырьков расчеты в рамках метода функциона-
ла плотности подтверждают роль сильно лио-
фобных частиц в качестве ядер для устойчивых 
паровых пузырьков в растянутой жидкости57,60. 
Термодинамическое и механическое определе-
ния расклинивающего давления в устойчивых 
тонких прослойках при расчетах на основе про-
филей плотности и нормальной компоненты тен-
зора давления практически совпадают. При этом 
величины расклинивающего давления в устой-
чивых сферических жидких каплях растут47 с ро-
стом размера ядра, а в паровых пленках — убы-
вают58,59. Показано60, что найденные в рамках 
градиентного метода функционала молекуляр-
ной плотности устойчивые равновесные профи-
ли плотности в концентрических паровых обо-
лочках вокруг несмачиваемых наночастиц в жид-
кой фазе существуют также в рамках интеграль-
ного метода функционала плотности и метода 
упругой ленты. Конкретный выбор различных 
уравнений состояния для системы твердых сфер 
при задании явного вида большого термодина-
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мического потенциала в методе функционала мо-
лекулярной плотности сказывается76 на величи-
нах, характеризующих двухфазное равновесие, 
но мало влияет на рассчитанные профили плот-
ности и коэффициенты зависимости поверхност-
ного натяжения устойчивых капелек или пузырь-
ков от кривизны их поверхности.

Перспективным направлением дальнейших 
исследований устойчивых нанокапелек и нано-
пузырьков является переход в рамках различных 
вариантов метода молекулярной плотности к за-
дачам с сидячими капельками и пузырьками, 
в которых профили плотности перестают быть 
сферически симметричными74. Интерес здесь 
представляют твердые частицы, которые могут 
обладать произвольной смачиваемостью. 

Исследования выполнены при финансовой 
поддержке Российского научного фонда (проект 
№ 22-13-00151, https://rscf.ru/project/22-13-
00151/).

Настоящая статья не содержит описания ис-
следований с использованием в качестве объек-
тов животных и людей.

Автор заявляет об отсутствии конфликта ин-
тересов в финансовой или какой-либо иной 
сфере.
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