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ÓÄÊ 531.8

Âîñòîêîâ Ñ.Â.,1 Ôðàíóñ Ä.Â.,2 Íîâèêîâà Å.Â.3

Ðàçâèòèå è ïîïóëÿðèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû
ïðè ïîääåðæêå ÷àñòíûõ ïîæåðòâîâàíèé

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ àêòóàëüíûå âîïðîñû ïîïóëÿðèçàöèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, âîïðîñû ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ øêîëüíèêîâ è ó÷àñòèå â äàííîé äåÿòåëüíîñòè áëàãîòâîðèòåëüíûõ ôîí-
äîâ è ÷àñòíûõ ëèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ïîïóëÿðèçàöèÿ ìàòåìà-

òèêè.

1. Ââåäåíèå. Ìàòåìàòèêà çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî â íàóêå, êóëü-
òóðå è îáùåñòâåííîé æèçíè, ÿâëÿÿñü îäíîé èç âàæíåéøèõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ ìèðîâîãî íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà. Èçó÷åíèå
ìàòåìàòèêè èãðàåò ñèñòåìîîáðàçóþùóþ ðîëü â îáðàçîâàíèè, ðàç-
âèâàÿ ïîçíàâàòåëüíûå ñïîñîáíîñòè ÷åëîâåêà, â òîì ÷èñëå ê ëîãè-
÷åñêîìó ìûøëåíèþ, âëèÿÿ íà ïðåïîäàâàíèå äðóãèõ äèñöèïëèí.
Êà÷åñòâåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå íåîáõîäèìî êàæäîìó
äëÿ åãî óñïåøíîé æèçíè â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå. Óñïåõ íàøåé
ñòðàíû â XXI âåêå, ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðèðîäíûõ
ðåñóðñîâ, ðàçâèòèå ýêîíîìèêè, îáîðîíîñïîñîáíîñòü, ñîçäàíèå ñî-
âðåìåííûõ òåõíîëîãèé çàâèñÿò îò óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íà-
óêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîò-
íîñòè âñåãî íàñåëåíèÿ, îò ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðå-
ìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Áåç âûñîêîãî óðîâíÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íåâîçìîæíû âûïîëíåíèå ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è ïî ñîçäàíèþ èííîâàöèîííîé ýêîíîìèêè, ðåàëèçàöèÿ äîë-
ãîñðî÷íûé öåëåé è çàäà÷ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ìîäåðíèçàöèÿ 25 ìëí. âûñîêîïðîèçâîäè-
òåëüíûõ ðàáî÷èõ ìåñò. Ðàçâèòûå ñòðàíû è ñòðàíû, ñîâåðøàþùèå
â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåõíîëîãè÷åñêèé ðûâîê, âêëàäûâàþò ñóùå-
ñòâåííûå ðåñóðñû â ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ.

Ðîññèÿ èìååò çíà÷èòåëüíûé îïûò â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçî-
âàíèè è íàóêå, íàêîïëåííûé â 1950�1980 ãîäàõ. Ôîðñèðîâàííîå
ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè, îáåñïå÷èâàþ-
ùåå ïðîðûâ â òàêèõ ¼ìêèõ ñòðàòåãè÷åñêèõ íàïðàâëåíèÿõ, êàê

1ä.ô-ì.í., Ïðåçèäåíò Ôîíäà Ýéëåðà, Ïðåäñåäàòåëü ïðàâëåíèÿ Ôîíäà ¾ÓíèØàíñ¿
2ê.ô.-ì.í., èñïîëíèòåëüíûé äèðåêòîð ÍÎ Ôîíäà ¾ÓíèØàíñ¿, e-mail:

franusd@gmail.com
3êîîðäèíàòîð Ôîíäà Ýéëåðà
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èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, ìîäåëèðîâàíèå â ìàøèíîñòðîåíèè,
ýíåðãåòèêå è ýêîíîìèêå, ïðîãíîçèðîâàíèå ïðèðîäíûõ è òåõíî-
ãåííûõ êàòàñòðîô, áèîìåäèöèíà, áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü óëó÷øå-
íèþ ïîëîæåíèÿ è ïîâûøåíèþ ïðåñòèæà Ðîññèè â ìèðå. Ñèñòåìà
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ñëîæèâøàÿñÿ â Ðîññèè, ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé íàñëåäíèöåé ñîâåòñêîé ñèñòåìû. Íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü
å¼ äîñòîèíñòâà è ïðåîäîëåòü ñåðü¼çíûå íåäîñòàòêè. Ïîâûøåíèå
óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàçîâàííîñòè ñäåëàåò áîëåå ïîëíîöåí-
íîé æèçíü ðîññèÿí â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå, îáåñïå÷èò ïîòðåá-
íîñòè â êâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòàõ äëÿ íàóêî¼ìêîãî è
âûñîêîòåõíîëîãè÷íîãî ïðîèçâîäñòâà [1].

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòèêà íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ ãîñóäàðñòâåí-
íûì ïðèîðèòåòîì ðàçâèòèÿ, íî è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ
ôàêòîðîâ ðàçâèòèÿ ïîçíàâàòåëüíûõ ñïîñîáíîñòåé êàæäîãî êîí-
êðåòíîãî èíäèâèäóóìà, â òîì ÷èñëå ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ. Ýòî
ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíûì â ýïîõó öèôðîâîé òðàíñôîðìà-
öèè, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â óáåðèçàöèè è ãåéìèôèêàöèè îòíîøåíèé
ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãðàìîòíîñòü ñòàíî-
âèòñÿ îáÿçàòåëüíûì àòðèáóòîì ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà æèçíè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ êóëüòóðà ëè÷íîñòè � ýòî ñèñòåìà îáðåòåí-
íûõ ëè÷íîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, ôîðì è ìåòîäîâ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, à òàêæå ñïîñîáîâ èõ ïðèñâîåíèÿ, êîòî-
ðûå, ñîâåðøåíñòâóÿñü â ñîöèîêóëüòóðíîì ïðîöåññå, îêàçûâàþò
âëèÿíèå íà ñòðóêòóðó è âíóòðåííèé ìèð ëè÷íîñòè [2].

Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íûå àñïåêòû îïðåäåëåíèé ñóùíîñòè, ïðè-
çíàêîâ, êîìïîíåíòîâ, óñëîâèé, áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ðàñ-
ñìàòðèâàþò ìàòåìàòè÷åñêóþ êóëüòóðó øêîëüíèêîâ êàê ëè÷íîñò-
íîå îáðàçîâàíèå. Îòìåòèì òàêæå è òîò âàæíûé ôàêò, ÷òî ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ êóëüòóðà â îïðåäåëåíèÿõ ó÷¼íûõ íåðàçðûâíî ñâÿçà-
íà ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè çíàíèÿìè, óìåíèÿìè è íàâûêàìè, à òàê-
æå, ÷òî îñîáåííî âàæíî, ñ ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòüþ øêîëü-
íèêîâ, ñ óìåíèåì ïåðåíîñèòü ïîëó÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå çíà-
íèÿ â ðàçëè÷íûå æèçíåííûå ïîâñåäíåâíûå ñèòóàöèè, ñ òâîð÷å-
ñêîé è èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòüþ [3].

Ïðè ýòîì ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû è ïîïóëÿðèçà-
öèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ âîçìîæíà òîëüêî ïðè àêòèâ-
íîì ó÷àñòèè ÷ëåíîâ ïðîôåññèîíàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîá-
ùåñòâà.

Áîëüøèíñòâî áëàãîòâîðèòåëüíûõ ôîíäîâ íà÷èíàëèñü èìåí-
íî ñ ÷àñòíîé èíèöèàòèâû ÷åëîâåêà, êîòîðûé ñàì ïðîøåë ÷åðåç
òðóäíóþ æèçíåííóþ ñèòóàöèþ. Ïðè ýòîì î÷åíü öåííî, êîãäà çà-
ðîäèâøàÿñÿ ÷àñòíàÿ èíèöèàòèâà ñòàíîâèòñÿ ïðîôåññèîíàëüíîé
îðãàíèçàöèåé, êîòîðàÿ ìîæåò óæå íå òîëüêî îêàçàòü àäðåñíóþ
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ïîìîùü, íî è äîáèâàòüñÿ ñèñòåìíûõ èçìåíåíèé.
Èìåííî òàê ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå áëàãîòâîðèòåëüíûå ôîíäû, êî-

òîðûå ñòàâÿò ñâîåé öåëüþ ïîâûñèòü óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû, êîòîðûå ñ÷èòàþò, ÷òî
ìàòåìàòèêà â Ðîññèè äîëæíà ñòàòü ïåðåäîâîé è ïðèâëåêàòåëü-
íîé îáëàñòüþ çíàíèÿ è äåÿòåëüíîñòè, à ïîëó÷åíèå ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çíàíèé - îñîçíàííûì è âíóòðåííå ìîòèâèðîâàííûì ïðîöåñ-
ñîì.

Äàëåå â äàííîé ñòàòüå ðå÷ü ïîéä¼ò èìåííî ïðî òàêèå áëàãî-
òâîðèòåëüíûå íåêîììåð÷åñêèå ôîíäû, ñîçäàííûå è ðàáîòàþùèå
ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè.

2. Èñòîðèÿ è îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû Ôîíäà
Ýéëåðà. Ìåæäóíàðîäíûé áëàãîòâîðèòåëüíûé ôîíä ïîääåðæ-
êè ìàòåìàòèêè èìåíè Ëåîíàðäà Ýéëåðà áûë ñîçäàí ê ïðàçäíî-
âàíèþ 300-ëåòèÿ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âåëèêîãî ó÷¼íîãî Ëåîíàðäà
Ýéëåðà â 2006 ãîäó è îáúåäèíåíèë ëþäåé, æåëàþùèõ è èìåþ-
ùèõ âîçìîæíîñòü îêàçàòü ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó Ïåòåðáóðã-
ñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â å¼ ñòðåìëåíèè ê ïðîñâåòèòåëüñêîé
è îáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Îñíîâó ôîíäà ñîñòàâèëè âûïóñêíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñ-
êîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà (ÑÏáÃÓ, ËÃÓ) ðàçíûõ ëåò. Ñîçäàíèå Ôîíäà, íàâåðíîå,
áûëî áû íåâîçìîæíî áåç àêòèâíîé îðãàíèçàöèîííîé äåÿòåëüíî-
ñòè ïðîôåññîðà ÑÏáÃÓ Ñ.Â. Âîñòîêîâà, êîòîðûé áûë èçáðàí
Ïðåçèäåíòîì Ôîíäà è ïåðåèçáèðàëñÿ íà ýòîò ïîñò â òå÷åíèå
ìíîãèõ ëåò âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè.

Ó÷ðåäèòåëÿìè Ôîíäà òàêæå âûñòóïèëè: ïðîôåññîð À.Ì. Âåð-
øèê, â òî âðåìÿ ïðåçèäåíò Ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà, àêàäåìèê È.À. Èáðàãèìîâ, äèðåêòîð ÏÎÌÈ ÐÀÍ,
àêàäåìèê Ë.Ä. Ôàääååâ, äèðåêòîð ÌÌÈ èì. Ë. Ýéëåðà.

Â Ïîïå÷èòåëüñêèé ñîâåò Ôîíäà âîøëè âèäíûå ó÷¼íûå, êñòà-
òè, íå òîëüêî ìàòåìàòèêè � À.Ì. Âåðøèê, Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷,
Ë.À. Âåðáèöêàÿ, Ã.À. Ëåîíîâ è äðóãèå.

Çíà÷èòåëüíóþ ôèíàíñîâóþ è îðãàíèçàöèîííóþ ïîääåðæêó
îêàçàëè: ÷ëåíû Ïðàâëåíèÿ Ôîíäà À.À. Åâíåâè÷, Â.Ì. Ñåðáèí
è Ô.Â. Äëèí, à òàêæå Ð.Ñ. Ëåîíòüåâ, Ä.Â. Ôðàíóñ è äðóãèå.

Ôîíä àêòèâíî ó÷àñòâîâàë â îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèè Ìà-
òåìàòè÷åñêîãî Ýéëåðîâñêîãî êîíãðåññà â 2007 ãîäó, óñòàíîâêå
áþñòà Ë. Ýéëåðà îêîëî çäàíèÿ Ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî èíñòèòóòà èìåíè Ëåîíàðäà Ýéëåðà, âûïóñêå äîêóìåíòàëüíûõ
ôèëüìîâ, ïîñâÿù¼ííûõ æèçíè è òâîð÷åñòâó Ë. Ýéëåðà è Ýéëå-
ðîâñêîìó êîíãðåññó.
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Ôîíä âåä¼ò ìíîãîîáðàçíóþ ðàáîòó â îáëàñòè ïîääåðæêè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî (è íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêîãî) îáðàçîâàíèÿ è íà-
óêè, ðåøàåò çàäà÷è ðàçâèòèÿ èíòåðåñà ê òî÷íûì íàóêàì, â òîì
÷èñëå ëèö, ïðîæèâàþùèõ â îòäàë¼ííûõ ðàéîíàõ, èìåþùèõ îãðà-
íè÷åííûå ìàòåðèàëüíûå âîçìîæíîñòè ëèáî îãðàíè÷åíèÿ ïî ñî-
ñòîÿíèþ çäîðîâüÿ; ïîääåðæêè ïåðñïåêòèâíûõ ñòóäåíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷¼íûõ; ïîääåðæêè íóæäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ è ÷ëåíîâ
èõ ñåìåé.

Ó Ôîíäà íåò ÷¼òêèõ ãåîãðàôè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé: ñòóäåí÷å-
ñêèå ïðîãðàììû è î÷íûå êðóæêè ðàáîòàþò â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå,
òîãäà êàê â îëèìïèàäàõ è ìíîãîïðîôèëüíûõ ëàãåðÿõ ìîãóò ïðè-
íèìàòü ó÷àñòèå øêîëüíèêè âñåãî ìèðà.

Çà âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Ôîíäà ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììû äëÿ
øêîëüíèêîâ, ñòóäåíòîâ, ïðåïîäàâàòåëåé, ó÷¼íûõ è èõ ñåìåé. Äëÿ
ñîõðàíåíèÿ èñòîðè÷åñêîé ïàìÿòè Ôîíä ïîääåðæèâàåò ïóáëèêà-
öèþ èñòîðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, âûñòóïèë îðãàíèçàòîðîì óñòà-
íîâêè ìåìîðèàëüíîé äîñêè Ãåîðãó Êàíòîðó íà 11-îé ëèíèè Âà-
ñèëüåâñêîãî îñòðîâà ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà.

Ïðîåêòû ¾Óñïåøíûé àáèòóðèåíò¿, ¾Ñòèïåíäèÿ óñïåøíîãî ïåð-
âîêóðñíèêà¿, ¾Ñòèïåíäèÿ ìàòåìàòèêà-àêòèâèñòà ñîîáùåñòâà ðàç-
ðàáîò÷èêîâ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ñ îòêðûòûì èñõîäíûì
êîäîì è îòêðûòûõ ñòàíäàðòîâ¿ çàðàáîòàëè ñ ïåðâûõ ëåò ñó-
ùåñòâîâàíèÿ Ôîíäà. Ýòè ïðîãðàììû ïðåäóñìàòðèâàëè âûïëà-
òû ñòèïåíäèé ñîîòâåòñòâóþùèì êàòåãîðèÿì ñòóäåíòîâ â òå÷åíèå
ó÷åáíîãî ãîäà. Â äàëüíåéøåì âîçíèêëè ïðîãðàììû ïîääåðæêè
ñòóäåíòîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî ñîñòîÿíèþ çäîðîâüÿ.

Ïîä ýãèäîé Ôîíäà Ýéëåðà ñ 2010 ïî 2020 ãîä îñóùåñòâëÿë-
ñÿ ïðîåêò ¾Ñòèïåíäèè èìåíè Â.À. Ðîõëèíà äëÿ ìîëîäûõ ìà-
òåìàòèêîâ¿, îðãàíèçîâàííûé ïðîôåññîðîì À.Ì. Âåðøèêîì, áåñ-
ñìåííûì ïðåäñåäàòåëåì æþðè êîíêóðñà. Ïðîåêò ïðåäíàçíà÷àë-
ñÿ äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà. Íà îñíîâå êîíêóðñíîãî îòáîðà íàçíà÷àëèñü ñòèïåí-
äèè è îïëà÷èâàëèñü ïîåçäêè íà çàðóáåæíûå êîíôåðåíöèè äëÿ
íàó÷íûõ äîêëàäîâ.

Íà÷èíàÿ ñ 2007 ãîäà åæåãîäíî ïðîâîäÿòñÿ Îëèìïèàäû Ýéëå-
ðà äëÿ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà, Ëåíèíãðàäñêîé
îáëàñòè è Ñåâåðî-Çàïàäà. Ïðîâåäåíî 15 îëèìïèàä, ïîáåäèòåëè
íàãðàæäàþòñÿ äåíåæíûìè ïðåìèÿìè íà òîðæåñòâåííûõ çàñåäà-
íèÿõ Çàêîíîäàòåëüíîãî ñîáðàíèÿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà è Çàêîíîäà-
òåëüíîãî ñîáðàíèÿ Ëåíèíãðàäñêîé îáëàñòè. Òàêæå Ôîíä ïðèíè-
ìàåò ó÷àñòèå â îðãàíèçàöèè Îëèìïèàäû èìåíè Ëåîíàðäà Ýéëåðà
äëÿ ó÷àùèõñÿ 8 êëàññîâ øêîë Ðîññèè.

Ñ 2012 ãîäà â Ôîíäå Ýéëåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîöèàëüíî-ïåäà-
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ãîãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà ¾Ôîðìóëà Åäèíñòâà¿, áåññìåííûì ðóêî-
âîäèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîôåññîð ÑÏáÃÓ È.Á. Æóêîâ.
Ïðîãðàììà âêëþ÷àåò îðãàíèçàöèþ ñåçîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ
ëàãåðåé, ïðîâåäåíèå îëèìïèàäû ¾Ôîðìóëà Åäèíñòâà¿/¾Òðåòüå
òûñÿ÷åëåòèå¿ ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, õèìèè è àíãëèéñêîìó ÿçû-
êó, äèñòàíöèîííûå êðóæêè, êðóæîê ¾ÓíèâåðñÓì¿ äëÿ ìëàä-
øèõ øêîëüíèêîâ, Øêîëó Ïåäàãîãè÷åñêîãî Ìàñòåðñòâà, îòêðû-
òûå áåñïëàòíûå îíëàéí-êóðñû.

Ñ 2017 ãîäà â Ôîíäå Ýéëåðà çàðàáîòàëà ïðîãðàììà ïîìîùè
íóæäàþùèìñÿ ìàòåìàòèêàì è ÷ëåíàì èõ ñåìåé, ïðîãðàììà ïîä-
äåðæêè ó÷àùèõñÿ Àêàäåìè÷åñêîé ãèìíàçèè è ìóçåÿ ãèìíàçèè.

Â 2020 ãîäó ïîÿâèëñÿ ïðîåêò ¾Ïåðåäâèæíàÿ ìîäóëüíàÿ ìà-
ñòåðñêàÿ¿, íàïðàâëåííûé íà âîñïîëíåíèå äåôèöèòà äîñòóïíîñòè
ðåìåñëåííîãî òðóäà, ðàçâèâàþùåãî ìåëêóþ ìîòîðèêó, êîîðäèíà-
öèþ, îáðàçíîå è íàãëÿäíî-äåéñòâåííîå ìûøëåíèå, èçîáðåòàòåëü-
íîñòü è ñìåêàëêó äëÿ äåòåé ñ îãðàíè÷åíèÿìè â ðàçâèòèè, à òàêæå
äëÿ íåáîëüøèõ ãðóïï äåòåé 7�14 ëåò, ëèøåííûõ äîñòóïà ê ïî-
äîáíûì ìàñòåðñêèì â ñâÿçè ñ èõ óäàë¼ííîñòüþ èëè ôèíàíñîâîé
íåäîñòóïíîñòüþ äëÿ ñåìüè.

Â 2021 ãîäó îðãàíèçîâàí êëóá ¾Çíàê ðàâåíñòâà¿. Â êëóáå
ïðîâîäÿòñÿ òåìàòè÷åñêèå âñòðå÷è: Çàãàäî÷íîå Ñðåäíåâåêîâüå,
Êîñìîñ, Ó÷èòåëÿ ÷åëîâå÷åñòâà è äðóãèå; ðàáîòàþò êðóæêè ïî
ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, ëèíãâèñòèêå, àñòðîíîìèè è èíôîðìàòèêå,
à òàêæå ìàñòåðñêèå äëÿ äåòåé ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿ-
ìè çäîðîâüÿ, èç ìíîãîäåòíûõ è ìàëîîáåñïå÷åííûõ ñåìåé è äëÿ
âñåõ æåëàþùèõ. Êëóáíûå âñòðå÷è ïðîõîäÿò â îáðàçîâàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå Ôîíäà Ýéëåðà.

Ôîíä Ýéëåðà ñóùåñòâóåò áëàãîäàðÿ ïîñòîÿííîé ïîääåðæêå
ñî ñòîðîíû ãîñóäàðñòâåííûõ îðãàíîâ, êîììåð÷åñêèõ êîìïàíèé,
÷àñòíûõ ëèö. Ôîíä Ýéëåðà øåñòü ðàç ïîëó÷àë ãðàíòû Ïðåçè-
äåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà ðàçâèòèå ãðàæäàíñêîãî îáùå-
ñòâà, ïðåäîñòàâëåííûå Ôîíäîì Ïðåçèäåíòñêèõ Ãðàíòîâ. Âñå ãî-
äû ñóùåñòâîâàíèÿ Ôîíä ïîëó÷àë ïîääåðæêó ÎÎÎ ¾Ìàêñèäîì¿.
Áîëüøóþ ïîääåðæêó îêàçàëè ÎÀÎ ¾ÐÂÊ¿, èíâåñòèöèîííàÿ êîì-
ïàíèÿ ¾Åâðîèíâåñò¿, ÎÎÎ ¾Â Êîíòàêòå¿ è äð.

3. Èñòîðèÿ è îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû ¾ÓíèØàíñ¿.
Â 2007 ãîäó ãðóïïîé ýíòóçèàñòîâ è åäèíîìûøëåííèêîâ, ñîòðóä-
íèêîâ è âûïóñêíèêîâ ÑÏáÃÓ, ïî èíèöèàòèâå Ñ.Â. Âîñòîêîâà áû-
ëî ðåøåíî ðàñøèðèòü áëàãîòâîðèòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü ïî ïîä-
äåðæêå øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ, óâëåêàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîé.
Òàê âîçíèê íîâûé ïðîåêò Èíòåðíåò-øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿, êîòî-
ðûé âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èë ðàçâèòèå â âèäå Íåêîììåð÷åñêîé Îð-
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ãàíèçàöèè Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ è
èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê ¾ÓíèØàíñ¿ (ÍÎ Ôîíä
¾ÓíèØàíñ¿) â 2009 ãîäó. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåëü ñîçäàíèÿ øêîëû
¾ÓíèØàíñ¿ çàêëþ÷àëàñü â ïîìîùè ñòàðøåêëàññíèêàì â ïîäãî-
òîâêå ê âñòóïèòåëüíûì ýêçàìåíàì (äî ââåäåíèÿ ÅÃÝ) ïî ìàòåìà-
òèêå â ÂÓÇû ñ ó÷¼òîì òðàäèöèé è êóëüòóðû ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ðàçîâàíèÿ Ïåòåðáóðãñêîé øêîëû ìàòåìàòèêè. Ôîíä Ýéëåðà ïîä-
äåðæàë ñîçäàíèå Èíòåðíåò-øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿ è âçÿë íà ñåáÿ
íà ïåðâûõ ïîðàõ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîå è îðãàíèçàöèîííîå ñîïðî-
âîæäåíèå ýòîãî ïðîåêòà. Ðóêîâîäèòåëåì Èíòåðíåò-øêîëû ñòàë
ïðîôåññîð Ñ.Â. Âîñòîêîâ, îí æå âîçãëàâèë Ïðàâëåíèå Ôîíäà.
Ñðåäè èíèöèàòîðîâ è ïåðâûõ ïðåïîäàâàòåëåé Èíòåðíåò-øêîëû
ñëåäóåò îòìåòèòü ïðîôåññîðà ÑÏáÃÓ Î.À. Èâàíîâà, Çàñëóæåí-
íîãî ó÷èòåëÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè Â.Á. Íåêðàñîâà, ýêñïåðòà-
êîíñóëüòàíòà ÅÃÝ, ïîáåäèòåëÿ êîíêóðñà ¾Ïåäàãîãè÷åñêèé äå-
áþò¿ (Ìîñêâà, 2010) Ã.È. Âîëüôñîíà, ïðîôåññîðà ÑÏáÃÓ Ô.Â.
Ïåòðîâà, àñïèðàíòà êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë
ÑÏáÃÓ Å.Â. Ñîðîöêîãî.

Íà ïåðâîì ýòàïå æèçíè øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿ áûëà ñîçäàíà
ïëàòôîðìà îíëàéí îáó÷åíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ëþáîé æåëàþùèé
øêîëüíèê, íåçàâèñèìî îò ìåñòà ïðîæèâàíèÿ, èìåë âîçìîæíîñòü
èçó÷àòü ìàòåìàòèêó è ãîòîâèòüñÿ ê ïîñòóïëåíèþ â ëó÷øèå ìà-
òåìàòè÷åñêèå ÂÓÇû ñòðàíû. Äëÿ ýòîãî áûëà ðàçðàáîòàíà ïðî-
ãðàììà îáó÷åíèÿ íà÷èíàÿ ñ 8-ãî êëàññà. Â ðàìêàõ ïîøàãîâîãî
ïðîõîæäåíèÿ ïðîãðàììû îáó÷àåìûé ïðîõîäèë êàê òåîðåòè÷å-
ñêèå çàíÿòèÿ, òàê è ïðàêòè÷åñêèå. Ïðè÷¼ì â ñëó÷àå ñîâåðøåíèÿ
îøèáêè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ, îáó÷àåìûé ïîëó÷àë îáðàòíóþ ñâÿçü
îò ïåäàãîãà ñ óêàçàíèåì ìåñòà è ïðè÷èíû îøèáêè. Ñòèìóëè-
ðîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ïðîãðàììû, êàê ýëåìåíò ãåéìèôèêàöèè
ïðîöåññà îáó÷åíèÿ è ïîâûøåíèÿ âîâëå÷¼ííîñòè îáó÷àåìîãî, îñó-
ùåñòâëÿëîñü ÷åðåç ñèñòåìó ïðèñâîåíèÿ ðåéòèíãîâ (â çàâèñèìî-
ñòè îò ñêîðîñòè è êà÷åñòâà ðåøåíèÿ) ñðåäè ó÷àùèõñÿ è îáùèì
ïðîöåíòîì ïðîõîæäåíèÿ ïðîãðàììû. Ïðè ýòîì ðåéòèíã áûë îá-
ùåäîñòóïíûì, ÷òî ïîçâîëÿëî ó÷àùåìóñÿ èìåòü ïðåäñòàâëåíèå
îá óðîâíå ñâîèõ çíàíèé è íàâûêîâ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Íà
ïåðâîì ýòàïå æèçíè ïðîåêòà ¾ÓíèØàíñ¿ îñíîâíîé óïîð â ðà-
áîòå äåëàëñÿ íà óãëóáëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé è óñèëåíèå
ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû øêîëüíèêîâ.

Â ñâÿçè ñ ââåäåíèåì ÅÃÝ ïðîãðàììà ïîäãîòîâêè øêîëüíèêîâ
ê âñòóïèòåëüíûì ýêçàìåíàì óñòàðåëà è áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå î
ñìåíå ôîðìàòà ðàçâèòèÿ è ïîïóëÿðèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíà-
íèé è ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû. Ñ 2009 ãîäà Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿
íà÷àë ïðîãðàììó î÷íîãî îáó÷åíèÿ øêîëüíèêîâ Ëåíèíãðàäñêîé
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îáëàñòè è Ñåâåðî-Çàïàäà Ðîññèè. Íåñêîëüêî ðàç â ñåìèíàðàõ
ïðèíèìàëè ó÷àñòèå ó÷èòåëÿ è øêîëüíèêè èç ðåñïóáëèêè Êðûì,
Ñâåðäëîâñêîé îáëàñòè (ã. Åêàòåðèíáóðã). Ïîñòîÿííûìè ó÷àñò-
íèêàìè ñåìèíàðîâ ÿâëÿþòñÿ øêîëüíèêè è ó÷èòåëÿ èç Âîëîãäû,
Àïàòèò, Ïåòðîçàâîäñêà. Â ðàìêàõ ýòîãî ôîðìàòà ñåìèíàðû ó÷è-
òåëåé è øêîëüíèêîâ ïðîâîäÿòñÿ â äíè îñåííèõ è âåñåííèõ øêîëü-
íûõ êàíèêóë íà áàçå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà â Îçäîðîâèòåëüíîì êîìïëåêñå ¾Óíèâåðñèòåòñêèé¿
Ïðîôñîþçíîãî êîìèòåòà ÑÏáÃÓ [4]. Çà ïåðèîä ñ 2009 ïî 2022 ãîä
áûëî ïðîâåäåíî 26 î÷íûõ ñåìèíàðîâ, äåñÿòü Ëåòíèõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ êðóæêîâ ¾Ãåîãåáðà¿, äåâÿòü Çèìíèõ øêîë ïî ìàòåìàòèêå,
ôèçèêå, èíôîðìàòèêå è õèìèè, è òðè Ìåæðåãèîíàëüíûå íàó÷íî-
ïðàêòè÷åñêèå êîíôåðåíöèè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Î÷-
íûé ôîðìàò îáó÷åíèå ðàñøèðÿåò öåëåâóþ àóäèòîðèþ ïðîåêòà
¾ÓíèØàíñ¿:

• ¾Ãåîãåáðà¿ ïîçâîëÿåò çíàêîìèòüñÿ ñ ãåîìåòðèåé è êîìïüþ-
òåðîì â þíîì âîçðàñòå íà÷èíàÿ ñ 7 ëåò;

• Î÷íûå ñåìèíàðû äàþò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü çàíÿòèÿ äëÿ
ó÷èòåëåé ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ èõ êâàëèôèêàöèè â îáëàñòè
ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè;

• Íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèå êîíôåðåíöèè ïîçâîëÿþò ó÷èòåëÿì
ðàñøèðèòü êðóãîçîð, îáìåíÿòüñÿ îïûòîì, íàéòè åäèíîìûø-
ëåííèêîâ, îáñóäèòü îñòðûå âîïðîñû ðàçâèòèÿ ñèñòåìû ÅÃÝ
è ÈÃÀ;

• Øêîëüíèêè ïîãðóæàþòñÿ â àòìîñôåðó âóçîâñêîãî ïðåïî-
äàâàíèÿ, èìåþò âîçìîæíîñòü ïðîòåñòèðîâàòü ñâîè çíàíèÿ,
ñäðóæèòüñÿ ñ ðåáÿòàìè ðàçíûõ ðåãèîíîâ, ñìåíèòü øêîëü-
íóþ îáñòàíîâêó ñòðîãîãî ðåãëàìåíòà íà ñâîáîäíóþ è òâîð-
÷åñêóþ.

Íà÷èíàÿ ñ 2015 ãîäà Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ ôèíàíñèðóåò ïóáëè-
êàöèþ òðóäîâ ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå Ìåòîäû â Ìåõàíèêå
Ñïëîøíîé Ñðåäû¿ [5]. Ñåìèíàð ïðîâîäèòñÿ êàôåäðîé òåîðåòè-
÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòîì ÑÏáÃÓ ñîâìåñòíî ñ Èíñòèòóòîì ïðîáëåì ìàøèíîâå-
äåíèÿ Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê. Äàííûé íàó÷íûé ñåìèíàð
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷¼íûõ, ñ âîçìîæíîñòüþ óäàë¼ííîãî ó÷àñòèÿ ñ îí-ëàéí äîêëà-
äîì è ïîñëåäóþùåé íàó÷íîé äèñêóññèåé ïî òåìå äîêëàäà, à òàê-
æå âîçìîæíîñòüþ îïóáëèêîâàíèÿ ñòàòüè â èíäåêñèðóåìûé ñáîð-
íèê òðóäîâ. Òàêèì îáðàçîì, Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ îêàçûâàåò ïîä-
äåðæêó ìîëîäûì ó÷¼íûì â ïóáëèêàöèè íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â
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èíäåêñèðóåìîì ñáîðíèêå,ïîëó÷àÿ â èòîãå ìíåíèå ïðîôåññèîíà-
ëîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà ïðè ïîäãîòîâêå äèññåðòàöèé.

Íà÷èíàÿ ñ 2018 ãîäà Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ òàêæå çàêëþ÷èë äîãî-
âîð ñ ÑÏáÃÓ, â ðàìêàõ êîòîðîãî ðåãóëÿðíî ïðîõîäÿò êîíêóðñû
íà èìåííûå ñòèïåíäèè Ôîíäà ¾ÓíèØàíñ¿ ñðåäè áàêàëàâðîâ,
ñïåöèàëèñòîâ è ìàãèñòðîâ, îáó÷àþùèõñÿ â óíèâåðñèòåòå ïî ïðî-
ãðàììàì ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìåõàíèêà¿ è ¾Ìåõàíèêà è ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿. Òàêàÿ ïîääåðæêà ïîçâîëÿåò ìîëîäûì
ñïåöèàëèñòàì ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà îáó÷åíèè è çà ñ÷¼ò áîëü-
øåé âîâëå÷¼ííîñòè â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïîâûñèòü êà÷åñòâî îáùåé
èíæåíåðíîé ïîäãîòîâêè è ïîëó÷àåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.

Êîëëåêòèâ ïðåïîäàâàòåëåé Ôîíäà ¾ÓíèØàíñ¿ ñôîðìèðîâàë-
ñÿ èç ïðîôåññîðîâ è äîöåíòîâ ÑÏáÃÓ è ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî, ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòîâ è ôàêóëüòåòà ÏÌ-ÏÓ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñîñòàâå ïðåïîäàâàòåëåé ñòóäåíòû è àñ-
ïèðàíòû íåñêîëüêèõ âóçîâ ãîðîäà, òàêèõ êàê ÈÒÌÎ, Ãîðíûé
óíèâåðñèòåò,Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
òåëåêîììóíèêàöèé èì. ïðîô. Ì.À. Áîí÷-Áðóåâè÷à, Ïîëèòåõ èì.
Ïåòðà Âåëèêîãî, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò àýðîêîñìè÷åñêîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ. Ñòóäåíòû è àñïèðàí-
òû ïðîõîäÿò ïåäàãîãè÷åñêóþ ïðàêòèêó íà áàçå Ôîíäà, çàíèìà-
ÿñü ìàòåìàòèêîé, ôèçèêîé, õèìèåé è èíôîðìàòèêîé ñî øêîëüíè-
êàìè Ëåíèíãðàäñêîé îáëàñòè. Êðîìå ýòîãî, â ïåðèîä 2020�2022
ãîäîâ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ îíëàéí îáó÷åíèå øêîëüíèêîâ. Ïðå-
ïîäàâàòåëè Ôîíäà À. Ãîëóáåâà è Ê. Íåêðàñîâ ñèñòåìàòè÷åñêè
âåäóò çàíÿòèÿ â 4-õ ãðóïïàõ øêîëüíèêîâ 8�11 êëàññîâ.

Äåÿòåëüíîñòü Ôîíäà èìååò ýôôåêò âîâëå÷åíèÿ â ìàòåìàòè-
÷åñêóþ êóëüòóðó è îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ ìîëîäûõ ñïåöè-
àëèñòîâ è áóäóùèõ ó÷¼íûõ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Áîëåå òî-
ãî ïîÿâëÿåòñÿ ñèíåðãåòè÷åñêèé ýôôåêò îò âîâëå÷åíèÿ ìîëîäûõ
ñïåöèàëèñòîâ ê îáó÷åíèþ øêîëüíèêîâ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ìîëîäûå ñïåöèàëèñòû (ó÷¼íûå) ïîâûøàþò óðîâåíü ñâî-
åé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû îäíîâðåìåííî ñ ïîïóëÿðèçàöèåé
ìàòåìàòèêè ñðåäè øêîëüíèêîâ. Çäåñü èíòåðåñíî îòìåòèòü îò-
ñóòñòâèå âîçðàñòíîãî áàðüåðà (ïî ñðàâíåíèþ ñî øêîëüíûìè ó÷è-
òåëÿìè) ìåæäó ñòóäåíòàìè-ïðåïîäàâàòåëÿìè è øêîëüíèêàìè. Â
èòîãå øêîëüíèêè ëåã÷å èäóò íà îáùåíèå, âèäÿò ðåàëüíûå èòîãè
îáó÷åíèÿ â âóçå, ìîãóò çàäàòü ¾òðóäíûé¿ âîïðîñ, íàïðèìåð, î
ñîáñòâåííîì ðàçâèòèè, î øàíñàõ ïîñòóïëåíèÿ â òîò èëè èíîé
âóç. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî îáùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé
ýôôåêò ïñèõîëîãè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áóäóùåãî àáèòóðèåíòà.

Çà 15 ëåò äåÿòåëüíîñòè Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ îáúåäèíèë áîëåå
ïÿòè òûñÿ÷ øêîëüíèêîâ, áîëåå ñîòíè íåðàâíîäóøíûõ è óâëå÷åí-
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íûõ ó÷èòåëåé. Âûïóñêíèêè øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿ óñïåøíî ïîñòó-
ïàþò â âóçû ãîðîäà, â òîì ÷èñëå è â ÑÏáÃÓ, à íåêîòîðûå èç íèõ
óæå â êà÷åñòâå ñòóäåíòîâ ïðèõîäÿò â Ôîíä è óñïåøíî ïîïîëíÿþò
êîëëåêòèâ ïðåïîäàâàòåëåé [6].

Âñ¼ ýòî áûëî áû íåâîçìîæíî áåç ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæ-
êè è ÷àñòíûõ ïîæåðòâîâàíèé. Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ àäìèíèñòðà-
òèâíî ïîääåðæèâàåòñÿ Çàêîíîäàòåëüíûì Ñîáðàíèåì Ëåíèíãðàä-
ñêîé îáëàñòè, ÑÏáÃÓ, Ïðîôñîþçíûì êîìèòåòîì ÑÏáÃÓ, à òàê-
æå ïðîôåññèîíàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà. Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ ñ 2013 ãîäà ðàáîòàåò ïî ñîâìåñò-
íîìó Äîãîâîðó î ñîòðóäíè÷åñòâå è ïîääåðæêå ïðîôîðèåíòàöè-
îííîé äåÿòåëüíîñòè ñ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèì ãîñóäàðñòâåííûì
óíèâåðñèòåòîì.

Ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ÍÎ Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ åäèíîëè÷íî
îñóùåñòâëÿåò Èíâåñòèöèîííî-ñòðîèòåëüíàÿ ãðóïïà êîìïàíèé
¾ÌÀÂÈÑ¿. Â ðàìêàõ ñâîåé êîðïîðàòèâíîé ñîöèàëüíîé îòâåò-
ñòâåííîñòè ¾ÌÀÂÈÑ¿ ñ÷èòàåò, ÷òî áëàãîòâîðèòåëüíîñòü â îá-
ëàñòè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ïîïóëÿðèçàöèè
ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà òðó-
äîâûõ ðåçåðâîâ â íàøåé ñòðàíå â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåííûìè
âûçîâàìè öèôðîâîé òðàíñôîðìàöèè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ
îòíîøåíèé ñòðàíû.

4. Çàêëþ÷åíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãîñóäàðñòâà Ôîíä Ýéëåðà è
Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ ÿâëÿþòñÿ èíñòðóìåíòàìè â äîñòèæåíèè öåëè
â ðàìêàõ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà æèçíè è öèôðîâîé òðàíñôîðìà-
öèè ýêîíîìèêè, â òîì ÷èñëå àâòîìàòèçàöèè ðàáî÷èõ ìåñò, ðîáî-
òèçàöèè ïðîìûøëåííîñòè è ïðîèçâîäñòâ, öèôðîâèçàöèè óñëóã
è ñåðâèñîâ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷àñòíûõ ñïîíñîðîâ, îñóùåñòâëÿþ-
ùèõ áëàãîòâîðèòåëüíîñòü, � ýòî ïîâûøåíèå îáðàçîâàííîñòè è
êîìïåòåíòíîñòè ìîëîäûõ ëþäåé â íàøåé ñòðàíå è ñîöèàëüíàÿ
ñïðàâåäëèâîñòü íà ðûíêå òðóäà.
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Öèôðîâàÿ òðàíñôîðìàöèÿ ñîöèàëüíî-òðóäîâûõ
îòíîøåíèé â ðàçðåçå òåîðèè ïîêîëåíèé

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ñîöèàëüíî-
òðóäîâûõ îòíîøåíèé íîâîãî òðóäîâîãî ïîêîëåíèÿ ïðè óñòðîéñòâå íà ìåñòî ðà-
áîòû ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îáðàçîâàíèÿ. Îòäåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì
öèôðîâîé òðàíñôîðìàöèè êîðïîðàòèâíîé êóëüòóðû. Ñôîðìóëèðîâàíû íîâûå
ïîäõîäû äëÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ è ê îáðàçîâàíèþ, è ê îáó÷åíèþ, è ê ôîðìèðî-
âàíèþ íîâûõ óñëîâèé òðóäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öèôðîâàÿ òðàíñôîðìàöèÿ, òåîðèÿ ïîêîëåíèé, óáåðèçàöèÿ, ãåé-

ìèôèêàöèÿ, ýêîíîìèêà âïå÷àòëåíèé.

1. Ââåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû î ñî-
âðåìåííûõ òåíäåíöèÿõ èçìåíåíèé îòíîøåíèé ìîëîäîãî ðàáîòíè-
êà íîâîãî ïîêîëåíèÿ (âûïóñêíèêà ÂÓÇà) è ðàáîòîäàòåëÿ ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè ïîêîëåíèé â ðàìêàõ ðàçâèòèÿ öèôðîâûõ òåõíîëî-
ãèé è öèôðîâîé êóëüòóðû. Ïðàêòè÷åñêè âñ¼, î ÷åì ïîéä¼ò ðå÷ü
ïðèìåíèìî è ê øêîëüíèêàì, è ê âûïóñêíèêàì âóçîâ; îñíîâíûì
îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ëèøü óðîâåíü ôîðìèðîâàíèÿ ëè÷íîñòè, íà
êîòîðîì íàõîäèòñÿ ÷åëîâåê äî ïîñòóïëåíèÿ â ÂÓÇ è ïîñëå åãî
îêîí÷àíèÿ.

1ÍÎ Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿, e-mail: franusd@gmail.com
2Èíâåñòèöèîííî-ñòðîèòåëüíàÿ ãðóïïà ¾ÌÀÂÈÑ¿, e-mail: murtazova@mavis.ru
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Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå íîâûõ
ïîäõîäîâ è ðåêîìåíäàöèé ê òðóäîâûì îòíîøåíèÿì ñ íîâûì òðó-
äîâûì ïîêîëåíèåì, êîòîðîå ïðåäúÿâëÿåò ïðèíöèïèàëüíî íîâûå
òðåáîâàíèÿ ê ðàáîòîäàòåëþ è ìåõàíèçìàì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîë-
ëåãàìè ñòàðøèõ ïîêîëåíèé. Îñîáåííîñòüþ ïðîöåññà ¾âëèâàíèÿ¿
íîâîãî ïîêîëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëåíàïðàâëåííîå èçìåíåíèå íåêî-
òîðûõ ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ ëè÷íîñòè ñòàðøèõ ïîêîëåíèé. Â
÷àñòíîñòè, ó ñòàðøèõ òðóäîâûõ ïîêîëåíèé ìåíåå ðàçâèò â ðàì-
êàõ ëè÷íîñòè íàâûê îáó÷åíèÿ � îäíà ïðîôåññèÿ íà âñþ æèçíü.
Â òî âðåìÿ êàê äëÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ ñâîéñòâåííî ïîñòîÿííîå
îáó÷åíèå íîâûì ïðîôåññèîíàëüíûì íàâûêàì â ïîèñêàõ òîãî, ÷òî
èì ¾äåéñòâèòåëüíî¿ íðàâèòñÿ. Êàê ñêàçàë ïðèçíàííûé ïðîôåñ-
ñèîíàë â îáëàñòè ìåíåäæìåíòà Ïèòåð Äðóêåð: ¾Åäèíñòâåííûé
íàâûê, êîòîðûé áóäåò èìåòü çíà÷åíèå â XXI âåêå, � ýòî íàâûê
ïðèîáðåòåíèÿ íîâûõ íàâûêîâ. Âñå ïðî÷èå ñî âðåìåíåì óñòàðå-
þò¿. Òàêèì îáðàçîì, îí ïîä÷¼ðêèâàë âàæíîñòü íåïðåðûâíîãî
îáó÷åíèÿ â ýïîõó àêòèâíîãî ðàçâèòèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèé è öèôðîâîé òðàíñôîðìàöèè.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ñèë, êîðåííûì îáðàçîì èçìåíÿþùåé ïðà-
âèëà ãëîáàëüíîãî áèçíåñà, ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ ðåâîëþöèÿ,
ïîäïèòûâàåìàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì ãëîáàëüíûõ îáúåìîâ
äàííûõ è öèôðîâûõ òåõíîëîãèé.

Ãëîáàëèçàöèÿ ïåðåõîäèò íà öèôðîâîé óðîâåíü. Äàííûå ïåðå-
òåêàþò ìåæäó ñòðàíàìè, à èõ îáú¼ì óäâàèâàåòñÿ êàæäûå äâà
ãîäà, âñ¼ áîëåå ñòèðàÿ íàöèîíàëüíûå ãðàíèöû:

• Â 2020 ãîäó ìèðîâûå ïîòîêè äàííûõ, ñîãëàñíî ïðîãíîçàì,
ïðåâûñÿò 60000 Ãá â ñåêóíäó � âòðîå áîëüøå, ÷åì â 2015
ãîäó. Îæèäàåòñÿ, ÷òî òðàíñãðàíè÷íûå ïîòîêè äàííûõ áóäóò
óäâàèâàòüñÿ êàæäûå äâà ãîäà, êàê ìèíèìóì, âïëîòü äî 2025
ãîäà [1].

• Ñ 2013 ïî 2020 ãîä êîëè÷åñòâî ïîñòîÿííî ïîäêëþ÷¼ííûõ ê
ñåòè óñòðîéñòâ óâåëè÷èëîñü íà 400%.

• Â 2020 ãîäó ÷èñëî àêòèâíûõ ïîëüçîâàòåëåé èíòåðíåòà äî-
ñòèãëî 66% íàñåëåíèÿ Çåìëè [2].

• Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèå ñåáåñòîèìîñòü ïðîâîäíîãî øèðî-
êîïîëîñíîãî äîñòóïà â èíòåðíåò ñîêðàòèëàñü áîëåå, ÷åì íà
40% [3].

• Ê 2022 ãîäó êîëè÷åñòâî ïîñòîÿííî ïîäêëþ÷¼ííûõ ê ñåòè
óñòðîéñòâ, ãåíåðèðóþùèõ äàííûå, äîñòèãíåò 29 ìèëëèàð-
äîâ [4].



16 Ñåêöèÿ 1

• Ñåáåñòîèìîñòü îáëà÷íîé èíôðàñòðóêòóðû ñîêðàòèëàñü çà
ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå íà 66% [5].

• Ñ 2011 ãîäà îáú¼ì ãåíåðèðóåìûõ â ìèðå äàííûõ óäâàèâàåòñÿ
êàæäûå òðè ãîäà è ê 2025 ãîäó äîñòèãíåò 175 òðèëëèîíîâ
ÃÁ [6].

Íà ýòîì ôîíå â ðàçâèòèè êðóïíåéøèõ êîìïàíèé ìèðà ïîÿâè-
ëèñü íîâûå ñòðàòåãèè, êàñàþùèåñÿ âîïðîñîâ ðàçâèòèÿ òðóäîâûõ
ðåñóðñîâ:

• ôîðìèðîâàíèå ãëîáàëüíîé àðõèòåêòóðû äàííûõ è àíàëèòè-
÷åñêèõ íàâûêîâ,

• îòêàç îò òðàäèöèîííîé ìàòðè÷íîé îðãàíèçàöèîííîé ìîäåëè
â ïîëüçó ãèáêèõ è àäàïòèâíûõ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ïîòðå-
áèòåëÿ êîìàíä,

• ïîñòðîåíèå êóëüòóðû íåïðåðûâíîé òðàíñôîðìàöèè âçàìåí
òðàäèöèîííûõ îáîñîáëåííûõ èíèöèàòèâ ïðîâåäåíèÿ èçìå-
íåíèé,

• ïðèâëå÷åíèå, óäåðæàíèå, âäîõíîâåíèå è ðàçâèòèå òåõíîëî-
ãè÷åñêè ïîäêîâàííûõ è çàèíòåðåñîâàííûõ ñîòðóäíèêîâ-
öèôðîâûõ òàëàíòîâ.

Ñåãîäíÿ, êîãäà ìåíÿåòñÿ ñàìî îïðåäåëåíèå òàëàíòà, à êîíêó-
ðåíöèÿ çà òîëêîâûõ ñïåöèàëèñòîâ îñòðà, êàê íèêîãäà, æåëàíèÿì
è ïîòðåáíîñòÿì íîâîãî ïîêîëåíèÿ ðàáîòíèêîâ íåîáõîäèìî óäå-
ëÿòü ãîðàçäî áîëüøå âíèìàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ ðàííèõ ýòàïîâ
ñòàíîâëåíèÿ ëè÷íîñòè öèôðîâîãî òàëàíòà.

Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ ýòàïîâ ñòàíîâëåíèÿ ëè÷íîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðâè÷íîå óñòðîéñòâî íà ðàáîòó ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îáðàçî-
âàíèÿ. Ýòà âåõà ðàçâèòèÿ ëè÷íîñòè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñîöè-
àëüíàÿ îáñòàíîâêà/îêðóæåíèå ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ. Âìåñòî
îäíîêóðñíèêîâ ïîÿâëÿþòñÿ êîëëåãè, êîòîðûå î÷åíü ñèëüíî ðàç-
ëè÷àþòñÿ, êàê ìèíèìóì, ïî âîçðàñòó, ñîîòâåòñòâåííî, ïî êóëüòó-
ðå, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó ïîêîëåíèþ. Ìû âèäèì î÷åðåäíîé
ñäâèã ñîöèàëüíîé è êóëüòóðíîé ïàðàäèãìû ëè÷íîñòè ÷åëîâåêà.
Áîëåå òîãî, åñëè ñìîòðåòü íà èçìåíåíèÿ îêðóæåíèÿ ïðè ïåðåõîäå
÷åëîâåêà îò ó÷åáû ê òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè, òî ìîæíî óâèäåòü
ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå è â ¾àâòîðèòåòíîì¿ êðóãå. Ïîä ¾àâ-
òîðèòåòíûì¿ êðóãîì îáùåíèÿ â óíèâåðñèòåòå ïîäðàçóìåâàåòñÿ,
êàê àâòîðèòàðíîå, òàê è ñîöèàëüíî-ïåäàãîãè÷åñêîå âëèÿíèå, êî-
òîðîå îùóòèìî ñêàçûâàåòñÿ íà ðàçâèòèè ëè÷íîñòè. Ïðè óñòðîé-
ñòâå íà ðàáîòó ëè÷íîñòü ÷åëîâåêà òàêæå èñïûòûâàåò ñäâèã ïà-
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ðàäèãìû â ðàìêàõ ¾àâòîðèòàðíîãî¿ êðóãà, â êîòîðîì ðàíåå íà-
õîäèëèñü òîëüêî áîëåå âçðîñëûå, óìíûå è òèòóëîâàííûå (ó÷¼íûå
ñòåïåíè è íàó÷íûå çâàíèÿ). Ïîñëå ñäâèãà â ýòîò êðóã ïîïàäàþò
ðóêîâîäèòåëè, êîòîðûå î÷åíü ÷àñòî èìåþò ìåíüøå çíàíèé ïî
òîé ñïåöèàëüíîñòè, íà êîòîðóþ óñòðàèâàåòñÿ ÷åëîâåê; ïðè ýòîì
ðóêîâîäèòåëè îáëàäàþò çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèì êðóãîì íà-
âûêîâ è êîìïåòåíöèé. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó ÷åëîâåêà â ðàìêàõ ¾àâ-
òîðèòåòíîãî¿ êðóãà ïðîèçîøåë ñäâèã ñ î÷åíü ãëóáîêèõ çíàíèé, è
óìåíèé åãî èñïîëüçîâàíèÿ, â ñòîðîíó øèðîêèõ çíàíèé è íàâûêîâ
èõ ïðèìåíåíèÿ [7].

Ïåðå÷èñëèì íîâûå àñïåêòû âõîæäåíèÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ â
òðóäîâûå îòíîøåíèÿ:

• Öèôðîâàÿ òðàíñôîðìàöèÿ, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â óáåðèçàöèè è
ãåéìèôèêàöèè îòíîøåíèé ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ;

• Íåïðåðûâíîñòü ðàçíîïðîôèëüíîãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáó-
÷åíèÿ.

2. Òåîðèÿ ïîêîëåíèé. Îñíîâû òåîðèè ïîêîëåíèé, â ýññå ¾Ïðî-
áëåìà ïîêîëåíèé¿ (¾Das Problem der Generationen¿) [8], êîòî-
ðîå áûëî îïóáëèêîâàíî â 1928 ãîäó, çàëîæèë íåìåöêèé ó÷¼íûé
Êàðë Ìàííõåéì. Îí âûäåëÿë ïîêîëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîãîðòîâ
(ñì. ðèñ.1) íà îñíîâå èñòîðè÷åñêèõ ñîáûòèé, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðûõ ôîðìèðîâàëèñü ïîêîëåíèÿ ñâåðñòíèêîâ ñî ñõîæèìè ÷åð-
òàìè [9]. Ñëåäóþùèé îñíîâíîé òðóä ïî òåîðèè ïîêîëåíèé áûë
îïóáëèêîâàí â ÑØÀ â 1991 ãîäó ó÷¼íûìè Óèëüÿìîì Øòðàóñîì
(William Strauss) è Íèëîì Õàó (Neil Howe) â êíèãå ¾Ïîêîëåíèÿ¿
(Generations). Èõ èññëåäîâàíèå îõâàòûâàåò âðåìåííîé ïåðèîä ñ
1584 äî 2069 ãîä â ðàìêàõ èñòîðèè ÑØÀ. Îíè âûäåëèëè öèêëè÷-
íîñòü ñìåíû ïîêîëåíèé èç 4 ñòóïåíåé (àðõèòèïîâ), äëÿ êîòîðûõ
îïðåäåëèëè ñâîè ðîëè. Ïðè ýòîì öèêëè÷åñêàÿ ñìåíà 4-õ àðõè-
òèïîâ îáðàçóåò áîëüøèé öèêë äëèíîé â ÷åëîâå÷åñêóþ æèçíü îò
80 äî 100 ëåò. Àâòîðû ðàñøèðèëè îïðåäåëåíèå ïîêîëåíèÿ òðåìÿ
êðèòåðèÿìè:

1. Èñòîðè÷åñêèå ñîáûòèÿ è ñîöèàëüíûå âåÿíèÿ, â òîì ÷èñëå
ðàçâèòèå òåõíîëîãèé;

2. Îáùèå óáåæäåíèÿ è ìîäåëè ïîâåäåíèÿ;

3. ×óâñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ê êîíêðåòíîìó ïîêîëåíèþ.

Àâòîðû âûäåëèëè öèêëè÷íîñòü ñìåíû ïîêîëåíèé â ðàìêàõ
÷åòûðåõ ôàç æèçíè: äåòñòâî (ðîæäåíèå íîâîãî ïîêîëåíèÿ), ìî-
ëîäîñòü, ñðåäíèé âîçðàñò, è ñòàðîñòü. Â íàøåì èññëåäîâàíèè ìû
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Ðèñ. 1. Âðåìåííàÿ øêàëà ïîêîëåíèé â çàïàäíîì ìèðå.

îáðàùàåì âíèìàíèå íà äâå ôàçû � ýòî ìîëîäîñòü è ñðåäíèé
âîçðàñò, ïîñêîëüêó ýòî ìàêñèìàëüíî àêòèâíûå ðàáî÷èå ïåðèîäû
æèçíè êàæäîãî ÷åëîâåêà � îñíîâû òðóäîâîãî ðåñóðñà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âðåìåííûå ðàìêè òð¼õ ïîñëåäíèõ âçðîñëûõ
ïîêîëåíèé, èñêëþ÷àåòñÿ ñàìîå ìîëîäîå ïîêîëåíèå Alpha (Àëü-
ôà) ñ 2012 ãîäà ðîæäåíèÿ è ïîçæå, òàê êàê îíè åù¼ íå ñôîðìè-
ðîâàëèñü, êàê ëè÷íîñòè, è íå âñòóïèëè â òðóäîâûå îòíîøåíèÿ.
Óñòàíîâëåíèå ÷¼òêèõ ãðàíèö â òåîðèè ïîêîëåíèé � íåòðèâè-
àëüíàÿ çàäà÷à. Íà äàííûå ðàçãðàíè÷åíèÿ âëèÿåò ñîâîêóïíîñòü
ýêîíîìè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ, ïîëèòè÷åñêèõ è êóëüòóðíûõ ôàê-
òîðîâ. Â òàêîì êîíòåêñòå, à òàêæå â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûì íàó÷íûì
ïîäõîäîì ãðàíèöû ìîãóò ñäâèãàòüñÿ íà äåñÿòèëåòèÿ â ðàçëè÷-
íûõ ñòðàíàõ. Íàïðèìåð, ðàçâèòèå Èíòåðíåòà â íàøåé ñòðàíå
ïðîèñõîäèëî íà 10-15 ëåò ïîçæå, ÷åì â ÑØÀ.

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâèòåëåé ïîêîëåíèé X, Y, Z.

1. Ïîêîëåíèå Õ, ëîçóíã ¾Ìîé äîì � ìîÿ êðåïîñòü¿.

Ëþäè, ðîäèâøèåñÿ â 1963�1983 ãã. ïðîøëè ýïîõó ãëîáàëü-
íûõ èçìåíåíèé â ïîëèòè÷åñêîé è ýêîíîìè÷åñêîé îáëàñòè.
Ëþäè, ïåðåæèâøèå íåêîòîðûå îáùèå ñîáûòèÿ, òàêèå êàê
õîëîäíàÿ âîéíà, âîéíà â Àôãàíèñòàíå, ïåðåñòðîéêà, ÑÏÈÄ,
Áåðëèíñêàÿ ñòåíà, ðàñïàä ÑÑÑÐ ïðèîáðåòàþò îáùèé îïûò,
êîòîðûé ñêàçûâàåòñÿ íà èõ öåííîñòÿõ. Ïàäåíèå æåëåçíîãî
çàíàâåñà â 90-õ ïîêàçàëî, ÷òî âåñü ìèð æèâ¼ò èíà÷å, äðóãè-
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ìè ïðèîðèòåòàìè è äðóãèìè öåííîñòÿìè, à òàêæå ïîðîäèëî
íàñòîÿùèé ñóáêóëüòóðíûé áóì.

Â èòîãå, ñîâîêóïíîñòü ãëîáàëüíûõ ôàêòîðîâ ñôîðìèðîâàëà
õàðàêòåðíûå öåííîñòè ïîêîëåíèÿ � ãîòîâíîñòü ê èçìåíåíè-
ÿì, ãëîáàëüíàÿ èíôîðìèðîâàííîñòü, òåõíè÷åñêàÿ ãðàìîò-
íîñòü, èíäèâèäóàëèçì, ñòðåìëåíèå ó÷èòüñÿ â òå÷åíèå âñåé
æèçíè, ïðàãìàòèçì è íàäåæäà òîëüêî íà ñåáÿ, âûæèâàíèå,
ñåìåéíîå áëàãîïîëó÷èå. ¾Èêñû¿ ïðèâûêëè ñòðîèòü êàðüåðó
âñþ æèçíü, ïîñòåïåííî è ïîñëåäîâàòåëüíî äâèãàÿñü ê íàìå-
÷åííîé öåëè. Îñíîâíûå ÷åðòû Ïîêîëåíèÿ Õ ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýòî àïîëèòè÷íûå è ñòîéêèå äóõîì ëþ-
äè, òðóäîëþáèâûå è íàöåëåííûå íà ðåçóëüòàò, ãîòîâûå ê
äëèííîìó ïóòè â êàðüåðå è äîñòèæåíèþ èíäèâèäóàëüíîãî
óñïåõà. Âî ìíîãèõ æèçíåííûõ àñïåêòàõ êîíñåðâàòèâíû, ëåã-
÷å äðóãèõ ïåðåæèâàþò ïåðåìåíû, íî ïëîõî àäàïòèðóþòñÿ â
ïåðèîäû ñòàáèëüíîñòè. Ïðåäïî÷èòàþò ÷¼òêèé è ôèêñèðî-
âàííûé ãðàôèê ðàáîòû, áåç óùåðáà äëÿ ëè÷íîé è ñåìåéíîé
æèçíè. Ìîãóò ðàáîòàòü àáñîëþòíî àâòîíîìíî, òàêæå îáëà-
äàþò õîðîøèìè îðãàíèçàòîðñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè.

Ïðåäñòàâèòåëè ýòîãî ïîêîëåíèÿ ñïîñîáíû âîñïðèíèìàòü
áîëüøîé îáúåì èíôîðìàöèè, ìîãóò îöåíèòü ïðåèìóùåñòâà
è íåäîñòàòêè öèôðîâèçàöèè, òàê êàê çíàþò æèçíü âíå èí-
òåðíåòà, ïðåäïî÷èòàþò îáùåíèå îôô-ëàéí, ñ÷èòàþò, ÷òî æè-
âîå îáùåíèå íèêîãäà íå çàìåíèò âñòðå÷è â Zoom è ïåðå-
ïèñêè â ìåññåíäæåðàõ. Ïðåäñòàâèòåëè ïîêîëåíèÿ X ñòàëè
ïðàðîäèòåëÿìè ïëàòôîðìåííîé ýêîíîìèêè. Òàêèå êîìïà-
íèè êàê Tesla, Google, Uber, Ñàìîêàò, ßíäåêñ áûëè ñîçäàíû
èìåííî ¾Èêñàìè¿. Íåñìîòðÿ íà òàêèå äîñòèæåíèÿ, ïî äàí-
íûì American Association of Retired Person (AARP), 76%
ïðîôåññèîíàëîâ äàííîé âîçðàñòíîé ãðóïïû èñïûòûâàëè íà
ñåáå äèñêðèìèíàöèþ ïî âîçðàñòó â îòíîøåíèè òðóäîâîé çà-
íÿòîñòè.

2. Ïîêîëåíèå Y, ëîçóíã � ¾Æèçíü � èãðà¿.

Ïîêîëåíèå ìèëëåíèàëîâ èëè ñåòåâîå ïîêîëåíèå ðîäèëèñü
ïðèìåðíî ñ 1984�1999 ãã. Îñîáåííîñòüþ ïîêîëåíèÿ ¾Èãðå-
êîâ¿ ñòàëè òåðàêòû â ðàçíûõ ãîðîäàõ ÐÔ, âîåííûå êîí-
ôëèêòû, àòèïè÷íàÿ ïíåâìîíèÿ. Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêà-
çàëè ðàçâèòèå öèôðîâûõ òåõíîëîãèé, ñîòîâîé ñâÿçè, èíòåð-
íåòà, ñìàðòôîíû, ÷òî ïîçâîëÿåò âñåãäà áûòü îíëàéí è áûòü
â èíôîðìàöèîííîì ïîòîêå 24/7. Ïîêîëåíèå ìèëëåíèàëîâ
ñòàëî öèôðîâûìè ýìèãðàíòàìè. Èìåííî â ýòó ýïîõó ïîÿâè-
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ëèñü òåðìèíû ¾ãåéìèôèêàöèÿ¿, ¾óáåðèçàöèÿ¿ è ò.ä. Ïðåä-
ñòàâèòåëü äàííîãî ïîêîëåíèÿ ñîçäàë Facebook è VK.

Öåííîñòè è õàðàêòåðíûå ÷åðòû ñëîæèëèñü ïîä âëèÿíèåì
ýêîíîìè÷åñêîãî ïîäúåìà, íî èç îïûòà äåòñòâà ó ¾Èãðåêîâ¿
ïðèñóòñòâóåò îãðîìíûõ ñòðàõ áåäíîñòè. Ðîäèòåëè èõ ó÷è-
ëè, ÷òî âñ¼ äîñòàåòñÿ òÿæåëûì òðóäîì, çíàíèÿìè è âðå-
ìåíåì, ïîýòîìó ýòè ëþäè ãîòîâû ðàáîòàòü 24/7, áåç âû-
õîäíûõ è îòïóñêîâ. Èìåííî â ïåðèîä àêòèâíîé òðóäîâîé
äåÿòåëüíîñòè ¾Èãðåêîâ¿ ïîÿâèëñÿ òåðìèí ýìîöèîíàëüíîå
è ïðîôåññèîíàëüíîå âûãîðàíèå, òàê êàê êîãäà ñàäèøüñÿ â
ïîåçä ¾äîñòèãàòîðà¿, îñòàíîâèòüñÿ óæå íåâîçìîæíî. Âñëåä-
ñòâèå ïîäîáíîãî îòíîøåíèÿ ê ðàáîòå, ìèëëåíèàëû õîòÿò
âñ¼ è ñðàçó, áîëüøèå çàðïëàòû è ïî÷¼òíûå äîëæíîñòè èìå-
þò êðàéíå áîëüøîå çíà÷åíèå. Òåì íå ìåíåå, âäîõíîâåíèå è
ñâîáîäà ìûñëè îäíè èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîêîëåíèÿ
ìèëëåíèàëîâ, èõ ìîæíî è íóæíî ÷åðïàòü â ïóòåøåñòâèÿõ è
èçó÷åíèè âñåãî íîâîãî, ïîýòîìó ïîÿâèëèñü ñâîáîäíûé ãðà-
ôèê, ôðèëàíñ è òåîðèÿ âå÷íîé ìîëîäîñòè. Íå âàæíî, ãäå
òû íàõîäèøüñÿ, êàê òû âûãëÿäèøü è êàê òû îðãàíèçóåøü
ñâîé ðàáî÷èé ãðàôèê, ãëàâíîå � äîñòèãàòü öåëè.

Âìåñòå ñ ïîêîëåíèåì ìèëëåíèàëîâ â íàøó æèçíü êðåïêî
âîøëè ñîöèàëüíûå ñåòè è êîìïüþòåðíûå èãðû. Æèçíü â
ñåòè èíîãäà ñòàëà âàæíåé è ïðèâëåêàòåëüíåé ðåàëüíîé æèç-
íè. Â äàííîì êîíòåêñòå ïîÿâëÿåòñÿ ðèñê áûñòðîé ïîòåðè
èíòåðåñà â ñëó÷àå ¾çàòÿãèâàíèÿ¿ äåéñòâèÿ èëè ïðîöåññà,
ïîýòîìó èì òÿæåëî ðàáîòàòü â îäíîé ñôåðå è â îäíîé êîìïà-
íèè âñþ æèçíü. Â ðàáîòå íàä ëþáûì ïðîåêòîì èëè çàäà÷åé
äëÿ ïîêîëåíèÿ ìèëëåíèàëîâ âàæíî ñàìîóòâåðäèòüñÿ, âûðà-
çèòü ¾ñâîþ¿ òî÷êó çðåíèÿ è áûòü óñëûøàííûì. Â ðåøåíèè
ñëîæíûõ çàäà÷ è â ñïîðíûõ âîïðîñàõ îíè ïðåäïî÷èòàþò
êîìïðîìèññû. Îòëè÷àþòñÿ ãèáêîñòüþ è òîëåðàíòíîñòüþ ê
èçìåíåíèÿì.

Îñíîâíûì îòëè÷èåì ïîêîëåíèÿ ìèëëåíèàëîâ ñòàëî ïîÿâëå-
íèÿ ñåòåâîãî ìûøëåíèÿ. Äî âðåìåí ìèëëåíèàëîâ ãîâîðèëè
î èåðàðõèè, ñòðóêòóðíîì ïîäõîäå è òîëüêî ñ ìèëëåíèàëàìè
ïîÿâèëîñü ïîíÿòèå ñåòè, íå òîëüêî â ðàçðåçå èíòåðíåò-ñåòè,
íî è ïðî ñåòåâîé ïîäõîä â ïîñòðîåíèè áèçíåñ-ìîäåëåé, òðó-
äîâûõ îòíîøåíèé, ñèñòåìû îáó÷åíèÿ è òàê äàëåå. Êîìàíä-
íûé ïîäõîä â ðåøåíèè çàäà÷ ñòàë âàæíåå èíäèâèäóàëüíûõ
çàñëóã, êîëëåêòèâíûé ðàçóì ïîçâîëÿåò äîñòèãíóòü ðåçóëü-
òàòîâ áûñòðåå è ýôôåêòèâíåå.
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3. Ïîêîëåíèå Z � 2000�2011 ãîäà ðîæäåíèÿ.

Åñëè ìèëëåíèàëû ïîìíÿò êàêóþ-òî æèçíü áåç Èíòåðíåòà,
ïîêîëåíèå Z ðîäèëèñü ñ òåëåôîíîì â ðóêàõ. Zåòû ÿâëÿþò-
ñÿ êîðåííûìè æèòåëÿìè öèôðîâîãî ìèðà. Öèôðîâîé ìèð
äëÿ Zåòîâ ïðèíèìàåòñÿ îñíîâíûì, â ñåòè ñòðîÿòñÿ îòíîøå-
íèÿ, ïðîõîäèò îáó÷åíèå è äîáûâàþòñÿ çíàíèÿ, öèôðîâûå
ðàçâëå÷åíèÿ òàêæå âûòåñíÿþò æèâîå âçàèìîäåéñòâèå. Ðàç-
âèòèå öèôðîâûõ òåõíîëîãèé â æèçíè Zåòîâ çàñòàâëÿåò èõ
áûòü âñåãäà ¾â òðåíäå¿ è íå îòñòàâàòü îò ïîñëåäíèõ íîâè-
íîê, ïîýòîìó åùå äåòüìè Zåòû èíîãäà ëó÷øå ðîäèòåëåé ðàç-
áèðàþòñÿ â öèôðîâûõ óñòðîéñòâàõ è èìåþò âîçìîæíîñòü
î÷åíü ðàíî íà÷èíàòü çàðàáàòûâàòü ñâîè ïåðâûå äåíüãè. Ýòî
ïîêîëåíèå î÷åíü îñòðî ÷óâñòâóåò ¾ëåãêèå äåíüãè¿ è óìååò
ìîíåòèçèðîâàòü ñâîè óâëå÷åíèÿ. Áëîãåðû è îáçîðû ïëîòíî
âîøëè â èõ æèçíü. Îáðàç â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ è äîñòèæåíèÿ
â âèðòóàëüíîì ìèðå èìåþò îãðîìíîå çíà÷åíèå äëÿ îùóùå-
íèÿ öåëîñòíîñòè ëè÷íîñòè. Ïåðåæèâ íå îäèí ýêîíîìè÷åñêèé
êðèçèñ, öåííîñòü âëàäåíèÿ è ìàòåðèàëüíûõ áëàã îòîøëà
íà âòîðîé ïëàí. Èìåííî ñ Zåòàìè ïîÿâèëàñü øåðèíãîâàÿ
ýêîíîìèêà. Zåòû, â áîëüøèíñòâå ñâîåì, íà÷àëè ñòðåìèòüñÿ
ê áàëàíñó öåííîñòåé:

� çàðïëàòà âàæíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì ôàêòîðîì ïðè
ïðèíÿòèè ðåøåíèè èëè âûáîðå êîìïàíèè;

� ðàáîòà âàæíà, íî íå äîëæíà çàíèìàòü âñå âðåìÿ, ðàáîòà
óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì óñïåøíîñòè;

� îáó÷åíèå è ðàçâèòèå âàæíî, íî äîëæíî áûòü àäàïòèðîâàíî
ïîä ãðàôèê è èíòåðåñ è ò.ä;

� ðåïóòàöèÿ êîìïàíèè è êîðïîðàòèâíàÿ ñîöèàëüíàÿ îòâåò-
ñòâåííîñòü èíîãäà âàæíåå îôôåð (êîììåð÷åñêîå ïðåäëîæå-
íèå, â êîòîðîì äåòàëüíî îïèñàíî, â ÷åì ñîñòîèò öåííîñòü
ïðèîáðåòåíèÿ òîâàðà èëè óñëóãè êîìïàíèè äëÿ öåëåâîãî
ñåãìåíòà èëè êîíêðåòíîãî ïîêóïàòåëÿ), ïî÷òè 70% ìîëîäûõ
ñïåöèàëèñòîâ ãîòîâû óéòè îò ðàáîòîäàòåëÿ, åñëè îí íå áóäåò
ðàçäåëÿòü èõ öåííîñòè.

Áåçóñëîâíî îáñòîÿòåëüñòâà âíåøíåé ñðåäû ôîðìèðîâàëè ó
ïîêîëåíèé ðàçëè÷íîå îòíîøåíèå ê áàëàíñó ìåæäó ðàáîòîé, ó÷å-
áîé è ëè÷íîé æèçíüþ. Åñëè ïðîâåñòè àíàëèç áàëàíñà ðàáîòû
è ëè÷íîé æèçíè ïî ðèñ. 2: ¾Work-life balance â ðàçìåðå òåî-
ðèè ïîêîëåíèé¿, òî ÷¼òêî ïðîñëåæèâàåòñÿ ïóòü, âñòðîåííûé â
æèçíåííóþ ìîäåëü êàæäîãî êîíêðåòíîãî èíäèâèäà. Âîçìîæíî,
ýòî ÿâëÿåòñÿ îñîáî ðîäà ðåàêöèåé íà áîëüøîé ïðîöåíò ïåðåðà-



22 Ñåêöèÿ 1

áîòîê, ïîÿâëåíèå ýìîöèîíàëüíîãî âûãîðàíèÿ è òàê äàëåå. Åñëè
ïîñìîòðåòü íà ñòàòèñòèêó ïî äàííûì èññëåäîâàíèÿ HeadHunter,
â Ðîññèè ïåðåðàáàòûâàþò 73% ñîòðóäíèêîâ. ×àùå âñåãî îñòàþò-
ñÿ íà ðàáîòå òîï-ìåíåäæåðû (88%), ñòðîèòåëè (83%), ðàáî÷èå
(79%) è ëîãèñòû (78%), ÈÒ-ñïåöèàëèñòû è ðàáîòíèêè ñåëüñêîãî
õîçÿéñòâà.

Ðèñ. 2. Work-life balance â ðàçìåðå òåîðèè ïîêîëåíèé.

Ê 2025 ãîäó äîëÿ ìîëîäûõ ïðîôåññèîíàëîâ óìåíüøèòñÿ, òî-
ãäà êàê ñïðîñ íà òåõíîëîãè÷åñêèå è öèôðîâûå íàâûêè áóäåò
ðàñòè. Ñïåöèàëèñòîâ â âîçðàñòå 23�35 ëåò íà ðûíêå òðóäà ñòàíåò
â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ïðåäñòàâèòåëåé ñòàðøåãî ïîêîëåíèÿ. Ýòî
ïðèâåäåò ê íåõâàòêå òðóäîâûõ êàäðîâ, îòâå÷àþùèõ òðåáîâàíèÿì
ñîâðåìåííûõ òåíäåíöèé è äèäæèòàë ýðû. Äëÿ óñòðàíåíèÿ äàí-
íîãî ðàçðûâà ðàáîòîäàòåëè âêëàäûâàþòñÿ â îáó÷åíèå ñîòðóäíè-
êîâ è ðàçâèòèå íå òîëüêî hard, íî è soft skills. Ïîýòîìó îáó÷à-
åìîñòü ñòàëà íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ íàâûêîâ, êîòîðûìè äîëæåí
îáëàäàòü ñîòðóäíèê. Íå âàæíî, ÷òî èìåííî òû çíàåøü, âàæíî,
êàê áûñòðî òû ìîæåøü îáó÷èòüñÿ è íà÷àòü ïðèìåíÿòü çíàíèÿ
íà ïðàêòèêå. Âîçìîæíî, ïîíèìàÿ ýòî, ïîêîëåíèå Z òåðÿåò ìíî-
ãî ôóíäàìåíòàëüíûõ çíàíèé â øêîëå è óíèâåðñèòåòàõ, ñ÷èòàÿ
èõ íåñîâðåìåííûìè, íåàêòóàëüíûìè è ñëîæíî ïðèìåíèìûìè íà
ïðàêòèêå.

Ïîñòîÿííî èçìåíÿþùèåñÿ îáñòîÿòåëüñòâà âíåøíåé ñðåäû çà-
ñòàâëÿþò ôîðìèðîâàòü áîëåå àêòóàëüíûå òðåáîâàíèÿ êî âñåì ñî-
òðóäíèêàì è öèôðîâûì âûçîâàì âíå çàâèñèìîñòè îò ïîêîëåíèé.
Ýòî òðåáóåò íîâîé ýôôåêòèâíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÷åëîâå÷å-
ñêèìè ðåñóðñàìè è ãîòîâíîñòè îðãàíèçàöèè ê èçìåíåíèÿì. Ñî-
çäàâàòü ñòàòè÷íûå äàííûå â íàøå âðåìÿ íå àêòóàëüíî, òàê êàê
ñêîðîñòü èçìåíåíèé îïåðåæàåò îñîçíàíèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.
Íåñìîòðÿ íà ýòî, âàæíà êîíöåíòðàöèÿ íà îñíîâíûõ óñëîâèÿõ,
òàêèõ êàê:
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• Âûñîêàÿ ìîáèëüíîñòü � ýòî ñïîñîáíîñòü ñîòðóäíèêà áûñòðî
àäàïòèðîâàòüñÿ ê óñëîâèÿì âíåøíåé ñðåäû, ê èçìåíåíèþ
òðóäîâûõ îáÿçàííîñòåé è ñïåêòðó ïîñòàâëåííûõ çàäà÷;

• Ãëîáàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ è ìóëüòèêóëüòóðíûå êîìïåòåíöèè
� ýòî øèðîòà ìûøëåíèÿ, ñïîñîáíîñòü âèäåòü ãëóáîêèå âçàè-
ìîñâÿçè è ôîðìèðîâàòü íîâûå ïîäõîäè â ïîñòðîåíèè ñèñòåì
è ðåøåíèè çàäà÷;

• Ãîòîâíîñòü ðàáîòàòü â ñèòóàöèè íåîïðåäåëåííîñòè è â ñè-
òóàöèè ïåðåèçáûòêà èíôîðìàöèè � óìåíèå ñêîíöåíòðèðî-
âàòüñÿ íà âàæíîì è îñíîâíîì èç âñåãî èíôîðìàöèîííîãî
øóìà, ñïîñîáíîñòü ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ îòñóò-
ñòâèÿ èíôîðìàöèè;

• Ïðåäïðèíèìàòåëüñêèå íàâûêè � äîñòèæåíèå ðåçóëüòàòà ñ
ïîìîùüþ ïîèñêà íîâûõ èíñòðóìåíòîâ â ïîñòîÿííîé ìåíÿþ-
ùèõñÿ óñëîâèÿõ;

• Ãîòîâíîñòü ê ðàáîòå â êîìàíäàõ � óìåíèå âçàèìîäåéñòâî-
âàòü ñ ðàçíûìè ëþäüìè, ñïîñîáíîñòü äîñòèãàòü êîìïðîìèñ-
ñà, ýìîöèîíàëüíûé èíòåëëåêò.

3. Óáåðèçàöèÿ. Èçìåíÿåòñÿ íå òîëüêî íîâîå ïîêîëåíèå ðàáîò-
íèêîâ, íî è ïðîèñõîäÿò àêòèâíûå èçìåíåíèÿ ó ðàáîòîäàòåëåé.
Ìàññîâàÿ öèôðîâèçàöèÿ ïðîäóêòîâ (òîâàðîâ è óñëóã) êîìïàíèé
â íà÷àëå 21-ãî âåêà ñôîðìèðîâàëà öèôðîâûå ¾ïðèâû÷êè¿ (êóëü-
òóðó), êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü òðåáîâàëà åù¼ áîëüøåé öèôðî-
âèçàöèè ïðîäóêòà. Òàêèì îáðàçîì, â òå÷åíèè ïîñëåäíèõ òð¼õ
ïîêîëåíèé ñôîðìèðîâàëàñü ¾ñïèðàëü¿ öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ ïðî-
äóêòîâ è êóëüòóðû.

Ñåãîäíÿ ìíîãèå ãëîáàëüíûå êîìïàíèè â äîïîëíåíèå ê îáû÷-
íûì öåïî÷êàì ñíàáæåíèÿ ñîçäàþò öèôðîâûå ýêîñèñòåìû. Â ýòèõ
ñåòÿõ ïðèðàñòàåò öåííîñòü êîìïàíèè: ðàçðàáàòûâàþòñÿ è íà ïðàê-
òèêå âîïëîùàþòñÿ äåéñòâèòåëüíî èíòåðåñíûå ïîòðåáèòåëþ ðå-
øåíèÿ è ïðîäóêòû, ñîâåðøåíñòâóåòñÿ îïûò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
êëèåíòàìè.

Ãëîáàëèçàöèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ öèôðîâîé òðàíñôîðìàöèåé
ïðèâîäèò ê ýâîëþöèè êîðïîðàöèé (ñì. òàáë.1). Êîìïàíèÿì íóæ-
íû óæå íå îáû÷íûå öåïî÷êè ñíàáæåíèÿ, à äèíàìè÷åñêèå ñåòè
äîñòàâêè (ýêîñèñòåìû), îáúåäèíÿþùèå ïàðòíåðîâ èç ðàçëè÷íûõ
îòðàñëåé. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî òàêèõ ñåòåé-ýêîñèñòåì â êîí-
êóðåíòîñïîñîáíîñòè, êîòîðîãî íå ìîæåò äîñòè÷ü ñàìîñòîÿòåëüíî



24 Ñåêöèÿ 1

íè îäíà êîìïàíèÿ. Â èòîãå òðàäèöèîííàÿ êîìïàíèÿ, çàäà÷åé êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà âûñîêîêà÷åñòâåííîãî ïðîäóêòà è ìè-
íèìèçàöèÿ èçäåðæåê, ïðåâðàùàåòñÿ â öèôðîâèçàòîðà. Öèôðîâè-
çàòîð â îñíîâó ñâîåé êîíöåïöèè çàêëàäûâàåò öèôðîâèçàöèþ ñó-
ùåñòâóþùåãî ïðîäóêòà, ñîçäàííîãî íà ïðåäûäóùåì ýòàïå ðàçâè-
òèÿ ñ ïîìîùüþ ïàðòíåðîâ ïðè íèçêîé óïðàâëåí÷åñêîé íàãðóçêå.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå êîìïàíèè-öèôðîâèçàòîðà ïðèâîäèò ê ïå-
ðåõîäó íà ñëåäóþùèé ýòàï � íà ïëàòôîðìó, êîòîðàÿ ôîðìèðóåò
èäåàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó óìíûìè âåùàìè è ïîäêëþ÷åííûìè ê ñå-
òè ïîëüçîâàòåëÿì, à òàêæå âûñîêèé óðîâåíü ñåðâèñà è ìèíèìóì
ðàçíîãëàñèé.
Ïîñëåäíèì ýòàïîì ðàçâèòèÿ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ÿâëÿåòñÿ ñó-
ïåðïëàòôîðìà � ýòî îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ïëàòôîðì â åäè-
íîå, ïîëíîñòüþ èíòåãðèðîâàííîå ñåðâèñíîå ïðåäëîæåíèå è ñáîð
äàííûõ ïîëüçîâàòåëåé ïîñðåäñòâîì åäèíîãî èíòåðôåéñà âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñ êëèåíòîì.

Òàáëèöà 1. Ýòàïû öèôðîâîãî ðàçâèòèÿ êîìïàíèé è èõ õàðàêòåðèñòèêè.

òðàäèöèîííàÿ
êîìïàíèÿ

öèôðîâè-
çàòîð

ïëàò-
ôîðìà

ñóïåðïëàò-
ôîðìà

Êîëè÷åñòâî
ïàðòí¼ðîâ

Íå ìåíåå 2 20�100
5�10
ìëí

>10 ìëí

Êîëè÷åñòâî
îòðàñëåé

1 5 >5 >10

Íàáëþäàåòñÿ ñîêðàùåíèå öåïî÷åê ïîòðåáëåíèÿ îò ïðîèçâîäè-
òåëÿ äî ïîòðåáèòåëÿ, ÷òî è íàçûâàåòñÿ òåðìèíîì ¾Óáåðèçàöèÿ¿.

Óáåðèçàöèÿ � ýòî íå òîëüêî èñêëþ÷åíèå ïîñðåäíèêîâ ñ ïîìî-
ùüþ öèôðîâûõ ïëàòôîðì, íî è ðàñøèðåíèå îêàçûâàåìûõ óñëóã
â ðàìêàõ ïðîäàâàåìîãî ïðîäóêòà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ðàçâèòèÿ
ìû íàáëþäàåì ìàñøòàáíóþ óáåðèçàöèþ ìèðîâîé ýêîíîìèêè. Òî
åñòü, öèôðîâàÿ òðàíñôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì èíñòðóìåí-
òîì óáåðèçàöèè ýêîíîìèêè.

Îñîáåííîñòüþ óáåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ íîâûé ïðèíöèï ôîðìèðî-
âàíèÿ ïðîèçâîäèìîãî ïðîäóêòà � ïðîìûøëåííîå ïðîèçâîäñòâî ñ
óñëóãàìè ïî âíåäðåíèþ è îáñëóæèâàíèþ. Ïðèâåä¼ì êðàòêî äâà
ïðèìåðà óáåðèçàöèè, ïîìèìî êîìïàíèè Uber, ñ ðàáîòîé êîòîðîé
ìû ñòàëêèâàåìñÿ êàê êëèåíòû êàæäûé äåíü.

1. Ïðîèçâîäñòâî àâèàöèîííûõ òóðáîâåíòèëÿòîðíûõ äâóõêîí-
òóðíûõ äâèãàòåëåé êîìïàíèåé Rolls�Royce äëÿ êîìïàíèé
Boing è Airbus. Êàæäûé äâèãàòåëü â ðåæèìå îíëàéí ñà-
ìîñòîÿòåëüíî äèàãíîñòèðóåòñÿ è îòïðàâëÿåò âñå äàííûå ïî
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ñâîåé ðàáîòå â äàòà öåíòð êîìïàíèè ïðîèçâîäèòåëÿ, ôîðìè-
ðóÿ òàì big data. Òàì ïðîèñõîäèò àíàëèç êàæäîãî îòêëîíå-
íèÿ è ôîðìèðîâàíèå ðåãëàìåíòà îïåðåæàþùåãî îáñëóæèâà-
íèÿ/ðåìîíòà â ëîêàëüíîì ñåðâèñíîì öåíòðå (àýðîïîðò áàçè-
ðîâàíèÿ ñàìîë¼òà). Íàèáîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè ïî îáñëóæè-
âàíèþ äâèãàòåëåé îòðàáàòûâàþòñÿ ñîâìåñòíî ïî âèäåîñâÿçè
ñ ëó÷øèìè ñïåöèàëèñòàìè â ãîëîâíîì ñåðâèñíîì îòäåëåíèè
êîìïàíèè Rolls�Royce.

2. Ïðîèçâîäñòâî ìåäèöèíñêîé è äèàãíîñòè÷åñêîé òåõíèêè Sie-
mens. Ýòî íå ïðîñòî ïðîèçâîäñòâî � ýòî ïîëíûé êîìïëåêñ
óñëóã ïî âíåäðåíèþ, â òîì ÷èñëå, ñ ôèíàíñîâûìè ìîäåëÿìè
îêóïàåìîñòè, îáó÷åíèåì ïåðñîíàëà, ïîâûøåíèåì êà÷åñòâà
îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ, è îïåðåæàþùèì îáñëóæèâàíèåì
ìåäèöèíñêîé òåõíèêè (äî å¼ âûõîäà èç ñòðîÿ).

×òîáû ñîõðàíÿòü êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü, êîìïàíèÿì ïðèõî-
äèòñÿ ðàçâèâàòü êîîðäèíàöèþ è êîëëåêòèâíóþ ðàáîòó íà íî-
âîì óðîâíå âíóòðè ñâîèõ îðãàíèçàöèîííûõ ñòðóêòóð è çà èõ
ïðåäåëàìè. Èì ïðèõîäèòñÿ äåëàòü ñâîè îðãàíèçàöèè áîëåå äè-
íàìè÷íûìè è ïëàñòè÷íûìè, âñ¼ äëÿ ìàêñèìèçàöèè íàòèâíîãî
óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé êëèåíòà ñ ó÷¼òîì óäîâëåòâîðåíèÿ
ïîòðåáíîñòåé ñîòðóäíèêà-òàëàíòà. Ïîä òàëàíòàìè ìû ïîíèìàåì
ìîëîäîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ïîêîëåíèÿ Z, îáëàäàþùåãî èñêëþ÷è-
òåëüíî âûñîêèì óðîâíåì êâàëèôèêàöèè è/èëè êîìïåòåíöèè â
îáëàñòè ñâîåé äåÿòåëüíîñòè.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì òðóäîâîé ñîöèàëèçàöèè ïðåäñòàâè-
òåëåé ïîêîëåíèÿ Z ÿâëÿåòñÿ ïëàòôîðìåííàÿ çàíÿòîñòü. ×òîáû
íà âîëíå ïîäîáíûõ ïåðåìåí äîáèòüñÿ êàäðîâûõ ïðåèìóùåñòâ,
íóæíî íå ïðîñòî îñâàèâàòü íîâûå ïîäõîäû, íî è ïîëíîñòüþ ïåðå-
ñìàòðèâàòü ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ òàëàíòàìè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî
âûäåëèòü ñëåäóþùèå âåõè:

• Ïîâûøåíèå ïðèâëåêàòåëüíîñòè äëÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâ-
íûõ ñîòðóäíèêîâ-òàëàíòîâ çà ñ÷¼ò èíòåãðàöèè îáùåêîðïî-
ðàòèâíîé öåëè â ðåêðóòèíãîâûå ïðîöåññû.

• Èçìåíåíèå ïîäõîäîâ ê óïðàâëåíèþ òàëàíòàìè: ñîçäàíèå ÷å-
ðåç îáó÷åíèå, ïîêóïêà ÷åðåç ïîãëîùåíèå êîìïàíèé, àðåíäà
÷åðåç ðàçëè÷íûå äîãîâîðà ñ äðóãèìè êîìïàíèÿìè, áðèäæ
÷åðåç ðîòàöèþ.

• Âûñòðàèâàíèå ñèñòåìû, êóëüòóðû è óïðàâëåí÷åñêîãî ðåñóð-
ñà, íåîáõîäèìûõ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàçâèòèÿ òàëàíòîâ.
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• Ðåîðãàíèçàöèÿ ñîòðóäíèêîâ â agile-êîìàíäû (ãèáêèå êîìàí-
äû, ôîðìèðóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷).

• Ôîðìèðîâàíèå ñðåäû íåïðåðûâíîãî îáó÷åíèÿ.

• Ïîâûøåíèå öèôðîâîé ãðàìîòíîñòè ñîòðóäíèêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, öèôðîâàÿ òðàíñôîðìàöèÿ è íîâîå ¾öèôðî-
âîå¿ ïîêîëåíèå Z ñîçäàþò íîâûå ðåàëèè òðóäîâûõ îòíîøåíèé.
Òåïåðü ðàáîòíèê áîëüøîé êîðïîðàöèè � ýòî íå ¾ïðîñòî âèíòèê
â áîëüøîì ìåõàíèçìå¿, à òàëàíò � îñíîâà óñïåøíîãî ïðîöâåòà-
íèÿ êîðïîðàöèè, êîòîðàÿ ñòàâèò óäîâëåòâîðåíèå ïîòðåáíîñòåé
òàëàíòîâ íà ïåðâîå ìåñòî.

Äëÿ ñîòðóäíèêîâ öèôðîâàÿ òðàíñôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæ-
íûì èñïûòàíèåì, òàê êàê êîìïàíèÿ òðåáóåò îò ñîòðóäíèêîâ ïîä-
íèìàòüñÿ âûøå, çàõîäèòü äàëüøå è áåæàòü áûñòðåå � ïðè÷¼ì
íåïðåðûâíî. Ñîòðóäíèêè ïðè ýòîì èñïûòûâàþò ñòðåññ è íàïðÿ-
æåíèå, òàê êàê âûíóæäåíû ìåíÿòü ìåòîäû ðàáîòû, à, âîçìîæíî,
äàæå ìåíÿòü ìåñòî ðàáîòû. Ïðåäâîñõèùàÿ ñëîæíîñòè ñîòðóäíè-
êîâ, êîòîðûå íåñ¼ò â ñåáå öèôðîâàÿ òðàíñôîðìàöèÿ, êîìïàíè-
ÿì íåîáõîäèìî ïðîÿâëÿòü ýìïàòèþ ê ñîòðóäíèêàì, ïîìîãàÿ èì
àäàïòèðîâàòüñÿ. Êîìïàíèè ôîðìèðóþò íîâóþ ðàáî÷óþ ñðåäó â
ðàìêàõ öèôðîâîé êóëüòóðû, çàêðåïëÿÿ çà ñîòðóäíèêàìè íàñòàâ-
íèêîâ, îðãàíèçóÿ ðàçëè÷íûå âèäû ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâ-
êè, ïîìîãàÿ ñ ôèíàíñîâûì ïëàíèðîâàíèåì. Òàêèì îáðàçîì, äå-
ëàÿ æèçíü ñîòðóäíèêîâ ÷óòü ïðîùå, ïîäîáíûå ìåðû ïîêàçûâàþò
èì, ÷òî êîìïàíèÿ çàáîòèòñÿ î ñâîèõ ñîòðóäíèêàõ, îá èõ áëàãî-
ïîëó÷èè, è îòíîñèòñÿ ê íèì íå ¾êàê ê ðàñõîäíîìó ìàòåðèàëó¿.

Èíòåðåñíî áûëî áû îòìåòèòü, ÷òî öèòàòà Ïèòåðà Äðóêåðà,
ïðèâåä¼ííàÿ ðàíåå â ýòîé ñòàòüå, � ¾íàâûê ïîëó÷åíèÿ íîâûõ
íàâûêîâ¿ îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê ñîòðóäíèêó, íî è ê êîìïàíèè
â öåëîì. Âñ¼ âîêðóã: òåõíîëîãèè, ïîòðåáèòåëè, âíåøíèå óñëîâèÿ
� ìåíÿþòñÿ ñòîëü ñòðåìèòåëüíî, ÷òî èñõîäèòü èç ñóùåñòâóþùèõ
ïðåäïîñûëîê áîëüøå íåëüçÿ.

Ïåðñîíàë ïðèíÿòî ìîòèâèðîâàòü ïðåèìóùåñòâåííî âíåøíè-
ìè ñòèìóëàìè, òàêèìè êàê ïîâûøåíèå çàðïëàòû è ïðåìèè. Äëÿ
ñîâðåìåííûõ âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ íîâîãî
¾öèôðîâîãî¿ ïîêîëåíèÿ Z ýòè ñòèìóëû ïî-ïðåæíåìó âàæíû,
îäíàêî ïîäëèííûå ëèäåðû ðûíêà òàêæå èçî âñåõ ñèë ñòàðàþòñÿ
äåëàòü òàê, ÷òîáû êàæäûé ÷ëåí êîëëåêòèâà âèäåë â ñâîåé ðàáîòå
ñìûñë. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ óñêîðåííîå óãëóáëåíèå ðàçäåëåíèÿ
òðóäà çà ñ÷åò öèôðîâèçàöèè ñ öåëüþ àäàïòàöèè ýêîíîìèêè ê
íîâîìó òðóäîâîìó ïîêîëåíèþ. Àâòîìàòèçàöèÿ âñåõ âîçìîæíûõ
ïðîöåññîâ â êîìïàíèè � ýòî êðèòè÷åñêè âàæíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
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äëÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ Z. Âîò ëèøü íåáîëüøîé ñïèñîê öèôðîâûõ
ñèñòåì, êîòîðûå èñïîëüçóþò ñîâðåìåííûå êîìïàíèè â ñâîåé åæå-
äíåâíîé ðàáîòå CRM, ERP, CDP, CMS, EDI, WMS, TMS, ECM,
ÑÀÏÐ, ÀÑÒÏÏ, ITSM (àâòîðû íàìåðåííî íå ïðèâîäÿò ðàñøèô-
ðîâêó àááðåâèàòóð, ÷òîáû ¾ïðî÷óâñòâîâàòü¿ ñåáÿ ñîòðóäíèêîì
ñòàðøåãî ïîêîëåíèÿ, êîòîðûå çà îòíîñèòåëüíî êîðîòêèé òðóäî-
âîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè âûíóæäåíû áûëè âñ¼ ýòî îñâîèòü).

Äðóãèì âàæíûì àñïåêòîì óãëóáëåíèÿ ðàçäåëåíèÿ òðóäà â
ðàìêàõ öèôðîâîé òðàíñôîðìàöèè, êàê îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà
óáåðèçàöèè, ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòü êîìïàíèè ôîðìóëèðîâàòü ïåð-
ñîíàëèçèðîâàíî êîðîòêèå è ïðîñòûå çàäà÷è ÷åðåç óäîáíûé öèô-
ðîâîé èíòåðôåéñ. Ïðè ýòîì, ïî âîçìîæíîñòè, çà êàæäîå âûïîë-
íåííîå çàäàíèå � ñðàçó äàâàòü âîçíàãðàæäåíèå. Ïî ñòàòèñòè-
êå îò ïîñòîÿííîãî îêëàäà â ïîëüçó ïî÷àñîâîé îïëàòû ãîòîâû
îòêàçàòüñÿ 45% äâàäöàòèëåòíèõ ïðåäñòàâèòåëåé ïîêîëåíèÿ Z.
Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ïðîÿâëåíèÿ òàêîãî ïîâåäåíèÿ íà íàâûêàõ
è ñïîñîáíîñòÿõ ïðåäñòàâèòåëåé ïîêîëåíèÿ Z ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå
èãðîâîé èíäóñòðèè, à òàêæå èíäóñòðèè ðàçâëå÷åíèé.

4. Ãåéìèôèêàöèÿ. Îäíèì èç êîìïîíåíòîâ ôîðìèðîâàíèÿ öèô-
ðîâîé êóëüòóðû ñòàëè ðàçëè÷íîãî ðîäà êîìïüþòåðíûå èãðû. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìèêè, êîìïüþòåðíûå èãðû ïðåêðàñíî ðàñøè-
ðèëè ñôåðó ýêîíîìèêè ðàçâëå÷åíèé (ýêîíîìèêà ðàçäåëÿåòñÿ íà
4 ÷àñòè: ñåëüñêîå õîçÿéñòâî, ïðîìûøëåííîñòü, óñëóãè, è ðàçâëå-
÷åíèÿ). Öèôðîâèçàöèÿ ïðîìûøëåííîñòè è óñëóã ïîçâîëèëà âû-
ñâîáîäèòü ðàáî÷óþ ñèëó äëÿ ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè ðàçâëå÷åíèé.
Ýòîò ýôôåêò àíàëîãè÷åí òîìó, ÷òî ìû íàáëþäàëè ïðè ïåðåõîäå
îò ñîáèðàòåëüñòâà ê ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ýêîíîìèêå (îêîëî 12
òûñÿ÷ ëåò íàçàä), ïî àíàëîãèè ñ ìàññîâîé èíäóñòðèàëèçàöèåé
(âòîðàÿ ïîëîâèíà 19-ãî è ïåðâàÿ ïîëîâèíà 20-ãî âåêà), ðàçâè-
òèå ñôåðû óñëóã. Òî åñòü ðàçâèòèå ýêîíîìèêè ðàçâëå÷åíèé -
ýòî î÷åðåäíîé øàã â ýâîëþöèè ñòðóêòóðû ýêîíîìèêè, êîòîðûé
ïðèâåä¼ò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ðàáî÷åé ñèëû â ïîëüçó âíîâü
çàðîæäàþùåãîñÿ òèïà ýêîíîìèêè.

Ïåðâûé óñïåøíûé øàã â ðàçâèòèè íîâîãî òèïà ýêîíîìèêè áûë
çàëîæåí â ñàìîì íà÷àëå öèôðîâîé ýïîõè 1 îêòÿáðÿ 1971 ãîäà ñ
îòêðûòèåì The Walt Disney World Resort (ìèð Óîëòà Äèñíåÿ)
âî Ôëîðèäå, ÑØÀ. Ýòî íå ïðîñòî òåìàòè÷åñêèé ïàðê ðàçâëå÷å-
íèé, â ýòîì ïàðêå â îñíîâó êàæäîãî ýëåìåíòà áëàãîóñòðîéñòâà,
áóäü òî äåðåâî, ñêàìåéêà, äåêîð, êàæäîãî ïåðñîíàæà, ñöåíàðèé
åãî ïîâåäåíèÿ èëè ñöåíè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàëîæåíî îæèäàíèå
ïîëó÷åíèÿ îïðåäåë¼ííîãî âïå÷àòëåíèÿ ïîñåòèòåëåì ïàðêà. Ê ñî-
æàëåíèþ, Óîëò Äèñíåé óìåð â 1966 ãîäó ðàíüøå îòêðûòèÿ ýòîãî
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ïàðêà, è îí íå ñìîã ðåàëèçîâàòü ñâîþ èäåþ ïî ñîçäàíèþ íîâîãî
òèïà ãîðîäà, â êîòîðîì âïå÷àòëåíèÿ ñòîÿëè áû íà ïåðâîì ìåñòå.

Ýêîíîìèêà âïå÷àòëåíèé ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ,
îäíàêî, èìåííî èíäóñòðèÿ âèäåî (êîìïüþòåðíûõ) èãð ïðîèçâåëà
ñàìûé áîëüøîé âêëàä â ôîðìèðîâàíèå, ðàçâèòèå, è ñòàíîâëåíèå
ëè÷íîñòè è õàðàêòåðà ñîâðåìåííîãî òðóäîâîãî ïîêîëåíèÿ Z.

Èãðà � ýòî ñðåäñòâî îáó÷åíèÿ, êîòîðîå àêòèâíåå âñåãî èñïîëü-
çóåò ìîëîä¼æü. Ýòî êàñàåòñÿ íå òîëüêî êîìïüþòåðíûõ èãð, íî
îáû÷íûõ èãð. Èãðà, êàê ôîðìà îáó÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëå-
ìîé ÷àñòüþ óñòðîéñòâà ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà. Ìîçã � ýòî æàäíûé
ïîòðåáèòåëü ïàòòåðíîâ, áèòêîì íàáèòûé êîíöåïöèÿìè. Èìåííî
ïîñðåäñòâîì èãð äåòñêèé ìîçã âûðàáàòûâàåò è ôîðìèðóåò ìíî-
æåñòâî ïàòòåðíîâ, êîòîðûå â þíîøåñòâå îêàçûâàþò ñóùåñòâåí-
íîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå ëè÷íîñòè è õàðàêòåðà. Ïàòòåðíû
ïîçâîëÿþò ìîçãó âîñïîëíÿòü íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ. Ïðè
ýòîì ìû ïîëüçóåìñÿ ýòèì íàâûêîì (âîñïîëíåíèåì èíôîðìàöèè)
ïðàêòè÷åñêè íåîñîçíàííî è ïîñòîÿííî.

Ïåðâàÿ êîììåð÷åñêè óñïåøíàÿ âèäåîèãðà áûëà ñîçäàíà â 1971
ãîäó íà áàçå èãðîâîãî àâòîìàòà; äàëåå ðàçâèâàëèñü ðàçëè÷íûå
ïëàòôîðìû, ñîâåðøåíñòâîâàëèñü òåõíè÷åñêàÿ è ïðîãðàììíàÿ áà-
çû. Åñëè â íà÷àëå ñâîåé ýïîõè âèäåîèãðû ñîçäàâàëèñü â îñíîâíîì
ýíòóçèàñòàìè (îñîáåííî èãðû äëÿ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ),
òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòî áîëüøîé è ñëîæíûé áèçíåñ, ïðåäú-
ÿâëÿþùèé âûñîêèé óðîâåíü òðåáîâàíèé ê îðãàíèçàöèè è ìå-
íåäæìåíòó äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè ïðîåêòà, â òîì ÷èñëå âñå-
ãî âûøåóïîìÿíóòîãî. Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåä¼í ãðàôèê ðàçâèòèÿ
ïðîäàæ âèäåîèãð ïî âñåìó ìèðó äëÿ ðàçëè÷íûõ ïëàòôîðì, ïðè
ýòîì â ãðàôèê íå ïîïàäàåò ïèðàòñêîå ðàñïðîñòðàíåíèå, êîòîðîå
ïî ðàçëè÷íûì îöåíêàì íå òåêóùèé ìîìåíò ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì
ïî ìèðó 15-35%.

Ðèñ. 3. Îöåíêà ìèðîâûõ ïðîäàæ âèäåî èãð ñ 1971 ïî 2018 äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ

ïëàòôîðì [10].

Ðàçâèòèå èãðîâîé èíäóñòðèè ðàçâëå÷åíèé îêàçàëî âëèÿíèå
íà ôîðìèðîâàíèå ëè÷íîñòè íîâîãî ïîêîëåíèÿ Z, êîòîðîå êîì-
ïàíèè îáÿçàíû ó÷èòûâàòü ïðè ïðè¼ìå íà ðàáîòó. Â èòîãå, íà
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ñîáåñåäîâàíèè HR ñïåöèàëèñòû èñïîëüçóþò íîâûå èíñòðóìåíòû
è êðèòåðèè îöåíêè êàíäèäàòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåìè ðîëÿìè,
êîòîðûå ¾ïðèâûêëè¿ èãðàòü ïðåäñòàâèòåëè íîâîãî ¾öèôðîâîãî¿
ïîêîëåíèÿ Z â êîìïüþòåðíûõ èãðàõ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð êëàññèôèêàöèè êàíäèäàòîâ íà ðàáîòó ïî
ðîëÿì (ïðè ýòîì àâòîðû íàñòîÿùåé ðàáîòû íå ñòàâèëè ñåáå çà-
äà÷åé îïèñàíèå âñåîáúåìëþùåé êëàññèôèêàöèè):

• Êèëëåðû � ëþáèòåëè ñîðåâíîâàíèÿ, ñòðåìÿùèåñÿ ê äåìîí-
ñòðàöèè ñîáñòâåííîãî ïðåâîñõîäñòâà, àêòèâíî ïðîÿâëÿþò ìå-
õàíèçì ñàìîóòâåðæäåíèÿ ëè÷íîñòè. HR ñïåöèàëèñòû (êàä-
ðîâèêè) èñïîëüçóþò ýòîò òèï äëÿ ïîèñêà ñëåäóþùèõ ñïåöè-
àëèñòîâ: ñïîðòñìåíîâ, ïðîäàêò ìåíåäæåðîâ, ìåíåäæåðîâ ïî
ïðîäàæàì. Íàïðèìåð, èçâåñòíûé êîìàíäíûé øóòåð Counter-
Strike ôîðìèðóåò íå òîëüêî áûñòðóþ ðåàêöèþ, òàêòè÷åñêèå
íàâûêè, îöåíêó ñëàáûõ ìåñò ñîïåðíèêà, è óìåíèå íàíåñòè
òî÷íûé óäàð, íî èìååò è áîëåå ãëóáîêóþ ñóòü � íàâûê
êîìàíäíîé ðàáîòû. Êîìàíäíàÿ ðàáîòà � íå ìåíåå æ¼ñòêèé
îïûò, ÷åì ñòðåëüáà íà ìåòêîñòü, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïàíèè
èìååò âûñîêóþ öåííîñòü.

• Êàðüåðèñòû � êîëëåêöèîíåðû äîñòèæåíèé. À÷èâêè, áåé-
äæè, áàëëû, ðåéòèíãè � ýòî âñ¼ äëÿ íèõ è ïðî íèõ. Ýòî
ïðåäñòàâèòåëè ïîêîëåíèÿ Z, êîòîðûå ôîðìèðóþò â ñåáå ¾ñèí-
äðîì îòëè÷íèêà¿. Òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà êàñàåòñÿ íå òîëüêî
¾êðàñíî-äèïëîìíèêîâ¿ è îòëè÷íèêîâ ó÷¼áû, íî è ïåðôåêöè-
îíèñòîâ, êîòîðûå íà ðàáîòå áóäóò ñòðåìèòüñÿ âûïîëíèòü ïî-
ñòàâëåííóþ ïåðåä íèìè çàäà÷ó ìàêñèìàëüíî èäåàëüíî, ÷òî
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì ïðè óñòðîé-
ñòâå íà ðàáîòó íà îïðåäåë¼ííûå äîëæíîñòè.

• Èññëåäîâàòåëè � äçåí-ñîçåðöàòåëè, ëþáÿò àíàëèçèðîâàòü,
ñðàâíèâàòü. Ýòîò òèï ëè÷íîñòè ôîðìèðóåòñÿ â îñíîâíîì
çà ñ÷¼ò èãð â ñòðàòåãèè ñî ñëîæíûìè ýêîíîìè÷åñêîé, ñîöè-
àëüíîé, è ïîëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðàìè è èãð ¾ïåñî÷íèöàìè¿
� îòêðûòûå öèôðîâûå ìèðû. Èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ õîðîøèå
IT-ñïåöèàëèñòû, ñíàáæåíöû/çàêóïùèêè, êàòåãîðèéíûå ìå-
íåäæåðû.

• Ñîöèîôèëû � ëþáèòåëè îáùåíèÿ, ôîðìèðóþòñÿ çà ñ÷¼ò
ðàçíîîáðàçíîãî ñïåêòðà èãð ñ âûñîêîé ñîöèàëüíîé ðîëüþ
(ïîñòðîåíèå ñîîáùåñòâ), à òàêæå òðåáóþùèõ àêòèâíîé êîì-
ìóíèêàöèè ìåæäó èãðîêàìè. Ýòè ïðåäñòàâèòåëè ïîêîëåíèÿ
Z â ïîñëåäóþùåì ÷àñòî ñòàíîâÿòñÿ PR-ñïåöèàëèñòàìè, SMM
ìåíåäæåðàìè, èëè HR-ñïåöèàëèñòàìè.
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Äëÿ âîâëå÷åíèÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ Z â òðóäîâîé ïðîöåññ ðàáî-
òîäàòåëþ ïðèä¼òñÿ ñîçäàòü ¾äîïîëíåííóþ¿ ðåàëüíîñòü â ðàáîòå.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ èãðîâûõ ïðàâèë íà êîðïî-
ðàòèâíûå áèçíåñ-ïðîöåññû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè
êëàññèôèêàöèþ ìåõàíèçìîâ ðåçóëüòàòèâíîñòè (ïðè ýòîì àâòîðû
íàñòîÿùåé ðàáîòû íå ñòàâèëè ñåáå çàäà÷åé îïèñàíèå âñåîáúåì-
ëþùåé êëàññèôèêàöèè):

• Ãîíêè � ìàêñèìàëüíî áûñòðî ðåøèòü çàäà÷ó ïî îïðåäåë¼í-
íîìó ¾ñöåíàðèþ¿ èç òî÷êè À â òî÷êó Á.

• Îñâîåíèÿ íîâûõ òåððèòîðèé � ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíîå
ðåøåíèå ÷åòêî ïîñòàâëåííîé öåëè ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷å-
íèÿõ (ðåñóðñàõ).

• Áèòâà íå íà æèçíü, à íà ñìåðòü � äîñòèæåíèå êîíêðåòíîé
öåëè ëþáîé öåíîé, íåñìîòðÿ íà èçäåðæêè îðãàíèçàöèè.

Ìîëîäûå ïðåäñòàâèòåëè ¾öèôðîâîãî¿ ïîêîëåíèÿ Z ïðèâûê-
ëè âèäåòü ìèð êàê ïîëå âàðèàíòîâ ñ áåñêîíå÷íûìè êâåñòàìè è
âûãîäàìè. Ñîîòâåòñòâåííî ïðîèñõîäèò òðàíñôîðìàöèÿ áèçíåñ-
ïðîöåññîâ êîìïàíèé ñ ó÷¼òîì îñîáåííîñòåé èãðîâûõ ïðàâèë.

Ïðèâû÷êà âûïîëíÿòü êâåñòû â êîìïüþòåðíûõ èãðàõ ïðèâåëà
ê ðàçáèâêå çàäàíèé íà ÷¼òêèå è êîíêðåòíûå çàäà÷è, ïðè ýòîì ïî-
÷òè ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èâ âîçìîæíîñòü ïîñòàíîâêè ¾îòêðûòûõ¿
çàäà÷. Íàáèðàþò îáîðîòû ïðîåêòíûå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ è äâóõ-
òðåõíåäåëüíûõ ñïðèíòîâ (êîíêðåòíàÿ çàäà÷à, îãðàíè÷åííàÿ âî
âðåìåíè) äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ôîðìèðóåòñÿ íåáîëüøàÿ êîìàíäà
(òàê íàçûâàåìûé Agile ïîäõîä; ñàìûé ÿðêèé ñîâðåìåííûé ïðè-
ìåð ðåàëèçàöèè òàêîé ôîðìû óïðàâëåíèÿ � TikTok). Íåóäà÷à
â ðåøåíèè çàäà÷è çà çàäàííûé ñðîê ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ
íîâîé ¾óòî÷í¼ííîé¿ çàäà÷è, ïîðó÷àåìîé äðóãîé ¾êîìàíäå¿.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ìåòîäû ãåéìè-
ôèêàöèè ðàáî÷åãî ïðîöåññà:

• ¾Êâåñòû¿ � ñîçäàíèå ¾ïðèêëþ÷åíèé¿ (çàäà÷) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ öåëÿìè êîìïàíèè. Èñïîëüçóåòñÿ â êîìïàíèÿõ êàê
èíñòðóìåíò ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäà-
íèé.

• ¾À÷èâêè¿ � ñèñòåìà äîñòèæåíèé äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëîæíûõ
èëè íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷. Èíñòðóìåíò ïîâûøåíèÿ âîâëå-
÷åííîñòè èëè ðåøåíèå ¾îòêðûòûõ¿ çàäà÷ ñ íåîïðåäåëåííûì
ñïîñîáîì ðåøåíèÿ.

• Ðåéòèíãè � ôîðìèðîâàíèå çäîðîâîé âíóòðåííåé êîíêóðåí-
öèè. Èíñòðóìåíò íåìàòåðèàëüíîé ìîòèâàöèè
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• Ñòàòóñû � íîâûé ýëåìåíò êîðïîðàòèâíîé êóëüòóðû, ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ êàê HR-èíñòðóìåíò.

Â ðåçóëüòàòå ñôîðìèðîâàííîé ïðèâû÷êè âûïîëíÿòü ¾êâåñòû¿,
ïîêîëåíèå Z ïðåäïî÷èòàåò áîëåå ïðîñòóþ è áûñòðóþ ðàáîòó, ÷òî
óñèëèâàåò ýôôåêò óãëóáëåíèÿ ðàçäåëåíèÿ òðóäà çà ñ÷åò öèôðî-
âèçàöèè, îïèñàííûé â ðàçäåëå ïðî óáåðèçàöèþ ýêîíîìèêè. Òà-
êèì îáðàçîì, â ïðèíöèïû ôîðìèðîâàíèÿ ìîòèâàöèè äîáàâëÿþò-
ñÿ èãðîâûå ýëåìåíòû, â òîì ÷èñëå ïîëó÷åíèå âîçíàãðàæäåíèÿ
ñðàçó (ïî÷àñîâàÿ îïëàòà).

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èãðîâàÿ èíäóñòðèÿ
ñôîðìèðîâàëà öåëîå ¾öèôðîâîå¿ ïîêîëåíèå Z æèâóùåå ¾êâåñòà-
ìè¿, ¾à÷èâêàìè¿, ¾ðåéòèíãàìè¿.

5. Çàêëþ÷åíèå. Âûñîêèé óðîâåíü âëèÿíèÿ öèôðîâèçàöèè (óáå-
ðèçàöèÿ ýêîíîìèêè) è ãåéìèôèêàöèè, à òàêæå àêòèâíîå ðàçâè-
òèå èíäóñòðèè ðàçâëå÷åíèé, ïðèâåëè ê ôîðìèðîâàíèþ íîâîãî
êà÷åñòâà ó ïîêîëåíèÿ Z � ¾ïîæèðàòåëè ýìîöèé¿. Ñàìîå âàæíîå
äëÿ íèõ � ýòî ïîëó÷èòü ïîðöèþ íîâûõ îùóùåíèé çäåñü è ñåé-
÷àñ. Ïðè ýòîì èì âàæíî, ÷òîáû èõ ýìîöèè è âïå÷àòëåíèÿ áûëè
çàìå÷åíû è îöåíåíû îêðóæàþùèìè. Èä¼ò àêòèâíîå ðàçâèòèå
ñôåðû ¾øýðèíãîâûõ¿ óñëóã (ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ), ëþäè
äåëÿòñÿ íå òîëüêî òîâàðàìè, íî òàêæå ñîâìåñòíî ïîëüçóþòñÿ
óñëóãàìè, è àêòèâíî äåëÿòñÿ ñâîèìè ýìîöèÿìè è âïå÷àòëåíèÿìè,
îòêðûâàÿ òåì ñàìûì äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè èññëåäîâà-
íèé ïîòðåáíîñòåé è ïðåäïî÷òåíèé êëèåíòîâ è ñîòðóäíèêîâ.

Äëÿ íîâîãî ¾öèôðîâîãî¿ ïîêîëåíèÿ Z òðåáóåòñÿ ðåàêöèÿ îêðó-
æàþùèõ (îöåíêà) âñåãî, ÷òî îíè äåëàþò, ïðè ýòîì íå î÷åíü âàæ-
íî íåãàòèâíîé èëè ïîçèòèâíîé. Ãëàâíîå � ýòî âíèìàíèå ê èõ
ëè÷íîñòè. Èì áåçðàçëè÷íû äîðîãèå áðåíäû, áîëåå âàæíûå êðè-
òåðèè � ýòî êîìôîðò è ïðàêòè÷íîñòü. Ïðåäñòàâèòåëè ïîêîëåíèÿ
Z ëþáÿò êâåñòû, ñîâðåìåííûå ðàçâëå÷åíèÿ, ê ïðèìåðó, 3D, VR,
ìîäíóþ îäåæäó, ïóòåøåñòâèÿ è âñ¼, ÷òî äàñò èì ïîðöèþ íîâûõ
ýìîöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
îáó÷åíèÿ è òðóäîñïîñîáíîñòè íåîáõîäèìî ôîðìóëèðîâàòü áîëåå
÷¼òêèå è êîíêðåòíûå, ÷åì äëÿ ñòàðøèõ ïîêîëåíèé, çàäà÷è ñ ðàç-
áèâêîé íà ïîäïóíêòû. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ¾öèô-
ðîâîãî¿ ïîêîëåíèÿ Z íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òå èãðîâûå ðîëè,
êîòîðûå îíè ïðèâûêëè èãðàòü è êîòîðûå ëåãëè â îñíîâó èõ ïàò-
òåðíîâ (ñòåðåîòèïîâ) ïîâåäåíèÿ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðèáëè-
æàòü ñèñòåìó îïëàòû òðóäà, îöåíêó îáó÷åíèÿ, è ìîòèâàöèþ ê
ïðèíöèïàì, ñîîòâåòñòâóþùèì èãðîâîìó ïàòòåðíó ïîâåäåíèÿ, òî
åñòü ãåéìèôèêàöèÿ ðàáî÷åãî è ó÷åáíîãî ïðîöåññîâ.
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Êàê ðåçóëüòàò, ñïèðàëü ðàçâèòèÿ öèôðîâûõ ïðîäóêòîâ è êóëü-
òóðû ðàçâèâàåò ýêîíîìèêó ðàçâëå÷åíèé è ïåðåîðèåíòèðóåò ëþ-
äåé ñ ïîòðåáëåíèÿ òîâàðîâ è óñëóã íà ïîòðåáëåíèå âïå÷àòëåíèé
� ôîðìèðîâàíèå äîëãèõ è ïðèÿòíûõ îùóùåíèé, âîñïîìèíàíèé,
ýìîöèé.

Ýêîíîìèêà óñëóã óæå çàìåùàåòñÿ ýêîíîìèêîé âïå÷àòëåíèé.
È ýòî òðåáóåò íîâûõ ïîäõîäîâ äëÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ è ê îáðàçî-
âàíèþ, è ê îáó÷åíèþ, è ê ôîðìèðîâàíèþ íîâûõ óñëîâèé òðóäà.

Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ïðèâåäåíû ðàáîòû, â êîòîðûõ áîëåå
îáñòîÿòåëüíî îáñóæäàþòñÿ âñå çàòðîíóòûå â ñòàòüå âîïðîñû,
è àâòîðû ðåêîìåíäóþò èõ ê ïðî÷òåíèþ äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî
ïîíèìàíèÿ îïèñàííûõ èäåé.
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äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ

Àííîòàöèÿ.Îáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ. Ñðàâíèâàþò-
ñÿ è îöåíèâûàþòñÿ ðàçëè÷íûå àñïåêòû óäàëåííîãî îáó÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñåòåâûõ òåõíîëîãèé.
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îáó÷åíèþ � ïîçäíî! Îíî ïðèøëî ê íàì è ïðî÷íî îáîñíîâàëîñü
â íàøåé æèçíè êàê íåêîòîðàÿ ñòóïåíü ïðîãðåññà âñåãî ÷åëîâå-
÷åñòâà [1]. Îñòàåòñÿ ïðèíÿòü ýòîò ôàêò ñ íàèìåíüøèìè èçäåðæ-
êàìè è ïîòåðÿìè, îñîçíàâàÿ è îñìûñëèâàÿ ïðîèñõîäÿùåå è ïðè-
ñïîñàáëèâàÿ ñèñòåìó îáðàçîâàíèÿ, êñòàòè ñêàçàòü, îäíó èç ñàìûõ

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

e-mail: anna.v.gladkaya@gmail.com
2ÍÎ Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿



34 Ñåêöèÿ 1

óñïåøíûõ â îáùåé èñòîðèè ìèðîâîé ïåäàãîãèêè. Èçâåñòíî, ÷òî
ñàì ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ôîðìèðîâàëñÿ ñòîëüêî âðåìåíè, ñêîëü-
êî ñóùåñòâóåò ÷åëîâå÷åñòâî, à âîçìîæíî è äî ýòîãî, ïîñêîëüêó
íåêîòîðûå âèäû îáó÷åíèÿ ïîòîìñòâà ñóùåñòâóþò è â æèâîòíîì
ìèðå. Íàóêà îáó÷àòü ñîäåðæèò â ñåáå âñå äîñòèæåíèÿ ïðåäøå-
ñòâóþùèõ ïîêîëåíèé, â òîì ÷èñëå è ïîäõîäû ê äèñòàíöèîííîìó
îáó÷åíèþ. Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ ïî
ñóòè ýòîãî ñïîñîáà îáó÷åíèÿ è äàäèì åãî îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó.

1. Ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ñàì ïî ñåáå êîíñåðâàòèâåí �
è ýòî õîðîøî.

Â ñîâðåìåííîé ðåàëüíîñòè ñëåäóåò ñîõðàíÿòü òå óñëîâèÿ,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ,
ñîâìåùàÿ åãî ñ íîâûìè ðåàëèÿìè èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþ-
òåðíîé òåõíèêè è ýëåêòðîííûõ ñðåäñòâ êîììóíèêàöèè. Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîä ñ î÷íîãî íà äèñòàíöèîííîå îáó÷å-
íèå äîëæíî ïðîèñõîäèòü òàê, ÷òîáû îáó÷àåìûé íå çàìåòèë
ïîäìåíû îäíîãî äðóãèì è íå ïðîèçîøëî ðàçðûâà â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ.

2. Ïðè äèñòàíöèîííîì îáó÷åíèè ôèçèîëîãè÷åñêè èñ-
ïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêî âèäîâ ïàìÿòè è îíè ïðåîáðà-
çóþòñÿ.

• Çðèòåëüíàÿ ïàìÿòü � ñòàíîâèòñÿ îñíîâíîé, ïîñêîëü-
êó ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò ðîëü ìîíèòîðà êàê èñòî÷íè-
êà èíôîðìàöèè.

• Ñëóõîâàÿ ïàìÿòü � ñòàíîâèòñÿ áîëåå âîñòðåáîâàí-
íîé, òàê êàê îáó÷àåìûé íå âèäèò, êàê ïðàâèëî, àðòè-
êóëÿöèþ ãóá ó÷èòåëÿ. Íàðóøàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó çâóêîì
ãîëîñà è àðòèêóëÿöèåé ðòà ïðåïîäàâàòåëÿ, ÷òî âíîñèò
äîïîëíèòåëüíûé òðóäíîñòè äëÿ âîñïðèÿòèÿ çâóêîâîé
èíôîðìàöèè.

• Òàêòèëüíàÿ ïàìÿòü � ïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíîå ðàç-
âèòèå, ïîñêîëüêó ìåíÿþòñÿ òàêòèëüíûå îùóùåíèÿ îò
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ðó÷êå è áóìàãå íà ïðèêîñíîâåíèå ê
êëàâèøàì êëàâèàòóðû è ðàáîòå ñ ¾ìûøüþ¿.

• Ìîòîðíàÿ ïàìÿòü� ïðåîáðàçóåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó ïîçèöèÿ òåëà ïðè ñïèñûâàíèè ñ äîñêè è ïîçè-
öèÿ ïðè ñïèñûâàíèè ñ ìîíèòîðà ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè-
÷àþòñÿ, â ñëó÷àå, êîãäà îáó÷àåìûé íå óñïåâàåò ñïèñû-
âàòü çà ó÷èòåëåì, îí íà÷èòàåò òîðîïèòüñÿ, ñîäåðæàíèå
è ïîíèìàíèå äåéñòâèé ïðîïàäàåò, ïîñêîëüêó îñòàåòñÿ
òîëüêî ìîòîðíàÿ öåëü ¾óñïåòü çàïèñàòü¿.
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3. Îáùàÿ ïåðåãðóçêà èíôîðìàöèåé ÿâëÿåòñÿ òîðìîçîì
îáó÷åíèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòîò òåçèñ ìîæíî î÷åíü ïðîñòûì ïðè-
ìåðîì. Â ìîçãó îòðàæàåòñÿ âñÿ ïîëó÷àåìàÿ èíôîðìàöèÿ,
âñÿ íåðåãëàìåíòèðîâàííàÿ ðåêëàìà, äîïîëíèòåëüíûå çâóêè
è øóìû, öâåòîâûå ýôôåêòû, ýòî ïðèâîäèò ê ýôôåêòó ðàç-
ìûòîãî âîñïðèÿòèÿ, êîãäà íàðóøàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ âíè-
ìàíèÿ íà ñàìîì âàæíîì â äàííûé ìîìåíò èñòî÷íèêå èí-
ôîðìàöèè è å¼ ñîäåðæàíèè. Ìíîãèå îáó÷àþùèåñÿ ðàáîòàþò
â íàóøíèêàõ ñ äîïîëíèòåëüíûì ìóçûêàëüíûì ôîíîì.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ èíôîðìàöèîííîé ýêñïàíñèè â ìîçã íåîá-
õîäèìû ñïåöèàëüíûå òðåíèðîâêè âíèìàíèÿ, ÷òîáû íàó÷èòü
èíäèâèäà ìåòîäèêå êîíöåíòðàöèè âíèìàíèÿ â òå÷åíèè 30
ìèíóò íà êîíêðåòíîì îáúåêòå. Êàê òîëüêî îáó÷àåìûé ñïðà-
âèòñÿ ñ çàäà÷åé êîíöåíòðàöèè âíèìàíèÿ, ýòî ïðèâåäåò ê
ñóùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ â âîñïðèÿòèè íîâîãî ó÷åáíîãî
ìàòåðèàëà è ê îáùåìó ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà
îáó÷åíèÿ. Áîëüøîé ïðåïîäàâàòåëüñêèé îïûò àâòîðîâ ýòîé
ñòàòüè ïîäñêàçàë òàêîé ðåæèì � 30+15. Ýòî îçíà÷àåò 30
ìèíóò èíòåíñèâíîé êîíöåíòðàöèè âíèìàíèÿ ó÷àùèõñÿ, à çà-
òåì 15 ìèíóò îòäûõà â âèäå èëëþñòðàòèâíîãî ìàòåðèàëà,
ðàçáîðà ëåãêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ, ¾êàçóñîâ¿, ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ àíåêäîòîâ è äð.

Êðîìå ýòîãî, ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäî-
âàíèÿ ïîêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå â ÷åëîâå÷åñêîì îðãàíèç-
ìå îïðåäåëåííûõ áèîëîãè÷åñêèõ ðèòìîâ, êîãäà ôèçè÷åñêàÿ
èëè èíòåëëåêòóàëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíà,
à êîãäà íåò. Äëÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ñïàä èíòåëëåêòóàëüíîé
äåÿòåëüíîñòè çàôèêñèðîâàí ó âçðîñëûõ ñ 9 äî 10 ÷àñîâ óòðà
è ñ 15 äî 16 ÷àñîâ ïîïîëóäíè. À ó äåòåé îí ñäâèãàåòñÿ âëåâî
íà 1�1,5 ÷àñà. Òàêèì îáðàçîì, òðóäíî çàñòàâèòü ðåáåíêà
çàíèìàòüñÿ ñ 8 äî 9 ÷àñîâ óòðà è ñ äâóõ äî òðåõ ÷àñîâ âå÷åðà.
Èìåííî íà îñíîâå ýòèõ èññëåäîâàíèé ñîçäàòåëÿ èíæåíåð-
íîé ïñèõîëîãèè, ïðîôåññîðà Á.Ã. Àíàíüåâà [2] â îáùåîáðà-
çîâàòåëüíîé øêîëå ñîâåòñêîãî ïåðèîäà íå ïðèâåòñòâîâàëèñü
¾íóëåâûå¿ óðîêè, à ïîñëå 6 óðîêîâ ðåêîìåíäîâàëèñü ñïîð-
òèâíûå ìåðîïðèÿòèÿ è ïðîãóëêè äî 17-00 è íå ìåíåå 2-õ
÷àñîâ â äåíü.

4. Â áîëüøîé ãðóïïå îáó÷àþùèõñÿ ðåçêî ñíèæàåòñÿ
ýôôåêòèâíîñòü.

Ýòîò òåçèñ î÷åâèäåí, ïîñêîëüêó ïðè äèñòàíöèîííîì îáðàçî-
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âàíèè ïðîïàäàåò ýôôåêò êîëëåêòèâíîé êîíöåíòðàöèè âíè-
ìàíèÿ è êîëëåêòèâíîé ðàáîòû. Êàæäûé îáó÷àåìûé ðàáîòà-
åò èíäèâèäóàëüíî, â ñâîåì ðèòìå, ñî ñâîåé ñêîðîñòüþ âîñ-
ïðèÿòèÿ è óñâîåíèÿ. Áîëåå ñìûøëåíûå è áûñòðî âîñïðè-
íèìàþùèå íîâóþ èíôîðìàöèþ ìîìåíòàëüíî òåðÿþò êîí-
öåíòðàöèþ è îòâëåêàþòñÿ îò ðàáîòû, òóãîäóìû íàîáîðîò,
íå óñïåâàþò ïîíÿòü è óñâîèòü, à ïåäàãîã íå ìîæåò îöå-
íèòü íè ïåðâîå, íè âòîðîå, åñëè êîëè÷åñòâî îáó÷àåìûõ â
ãðóïïå âåëèêî. Îñîáåííîñòü äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ â
åãî èíäèâèäóàëüíîñòè è îíî ìàëîýôôåêòèâíî â áîëüøîì
êîëëåêòèâå [3].

5. ×òåíèå âñëóõ è çàó÷èâàíèå íàèçóñòü � õîðîøî çà-
áûòûå è ïîëåçíûå ìåòîäèêè äèñòàíöèîííîãî îáðà-
çîâàíèÿ.

Âñå î÷åíü ïðîñòî. ×òåíèå âñëóõ îáó÷àåìûì òåêñòà çàäà÷è
èëè ïðàâèëà îðôîãðàôèè äàåò âîçìîæíîñòü ó÷èòåëþ ïî èí-
òîíàöèè è ñåìàíòèêå ñäåëàòü âûâîä, ïîíèìàåò ëè ó÷åíèê,
÷òî îí ÷èòàåò. Êðîìå ýòîãî, ìîæíî îñòàíîâèòü è ïîâòîðèòü
÷òåíèå, ïðîâåñòè êîððåêòèðîâêó ñèíòàêñè÷åñêîãî è ëîãè÷å-
ñêîãî óäàðåíèÿ â òåêñòå, äîáèòüñÿ îò ó÷àùåãîñÿ ïîíèìàíèÿ
óñëîâèÿ çàäà÷è.

Çàó÷èâàíèå ïðàâèëà íàèçóñòü ïîçâîëèò ó÷àùåìóñÿ çàãðó-
çèòü ìàòåðèàë â äîëãîâðåìåííóþ ïàìÿòü è áóäåò ãàðàíòèåé,
÷òî îí âñïîìíèò ýòî ïðàâèëî â íóæíûé ìîìåíò ïðè âûïîë-
íåíèè êîíòðîëüíîãî çàäàíèÿ.
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ÓÄÊ 531.8

Ãëàäêàÿ À.Â.1, Êðîïà÷åâà Í.Þ.2

Ó÷åáíî-ïðàêòè÷åñêèå ñåìèíàðû
øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿

Àííîòàöèÿ. Íà ïðèìåðå ðàáîòû øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðà-
áîòà ó÷åáíî-ïðàêòè÷åñêèõ ñåìèíàðîâ. Øêîëà ¾ÓíèØàíñ¿ � ýòî ðåçóëüòàò
ñîâìåñòíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà âûñøåé øêîëû è áëàãîòâîðèòåëüíîãî ôîíäà ñ
öåëüþ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé è îáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñðåäè ó÷èòåëåé
è ó÷àùèõñÿ. Îñíîâíàÿ àóäèòîðèÿ, äëÿ êîòîðîé ðàçðàáîòàí ïðîåêò, ýòî øêîëü-
íèêè Ëåíèíãðàäñêîé îáëàñòè è Ñåâåðî-Çàïàäíîãî ðåãèîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå, ó÷åáíî-ïðàêòè÷åñêèå ñåìèíàðû, èíòåðíåò-

øêîëà, áëàãîòâîðèòåëüíûé ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, áåçóñëîâíî,
ÿâëÿþòñÿ çàíÿòèÿ â ìàëûõ ãðóïïàõ. Òàêèå çàíÿòèÿ ìîãóò èìåòü
öåëüþ êàê ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè, òàê è ïðèîáðåòåíèå íîâûõ íà-
âûêîâ èëè óãëóáëåíèå çíàíèé â êàêîé-òî îáëàñòè. Îäíèì èç âè-
äîâ çàíÿòèé â ìàëûõ ãðóïïàõ ÿâëÿþòñÿ ó÷åáíî-ïðàêòè÷åñêèå ñå-
ìèíàðû. Ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî ñåìèíàðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðó-
ãèìè ôîðìàìè îáó÷åíèÿ � èíòåðàêòèâíîñòü. Â çàâèñèìîñòè îò
öåëåé è çàäà÷, ñåìèíàðû ìîãóò äëèòüñÿ îò íåñêîëüêèõ ÷àñîâ
äî íåñêîëüêèõ äíåé. Îáó÷àþùèåñÿ ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè ó÷àñò-
íèêàìè ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé, òî åñòü âûñòóïàþò íå òîëüêî â
ðîëè ñëóøàòåëåé, íî è ïðèíèìàþò àêòèâíîå ó÷àñòèå âî âñåì
îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå.

Â 2009 ãîäó ó îðãàíèçàòîðîâ èíòåðíåò-øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿
âîçíèêëà èäåÿ îðãàíèçàöèè î÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñåìèíàðîâ
äëÿ ó÷èòåëåé è øêîëüíèêîâ ïàðàëëåëüíî ñ ðàáîòîé ñàéòà, êîòî-
ðûé íà òîò ìîìåíò ÿâëÿëñÿ îñíîâíûì ñïîñîáîì îáùåíèÿ ñ îáó÷à-
þùèìèñÿ. Áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå ïðèãëàñèòü â êà÷åñòâå ó÷àñò-
íèêîâ ñåìèíàðà ó÷èòåëåé è øêîëüíèêîâ Ëåíèíãðàäñêîé îáëàñòè
è Ñåâåðî-Çàïàäíîãî ðåãèîíà. Îñíîâíûå öåëè íîâîãî íàïðàâëå-
íèÿ äåÿòåëüíîñòè øêîëû áûëè ñôîðìóëèðîâàíû òîãäà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

• ìåòîäè÷åñêàÿ ïîìîùü ó÷èòåëÿì ïðè ïîäãîòîâêå øêîëüíè-
êîâ 9 è 11 êëàññîâ ê Èòîãîâîé ãîñóäàðñòâåííîé àòòåñòàöèè
(ÈÃÀ) è Åäèíîìó ãîñóäàðñòâåííîìó ýêçàìåíó (ÅÃÝ);

• ïîìîùü ñàìèì øêîëüíèêàì â îñâîåíèè íàèáîëåå òðóäíûõ
âîïðîñîâ øêîëüíîé ïðîãðàììû.

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

e-mail: anna.v.gladkaya@gmail.com
2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, e-mail: natakr4@gmail.com
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Â äàëüíåéøåì íà ñåìèíàðàõ øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿ ïîÿâèëèñü
çàíÿòèÿ ïî òåìàì, âûõîäÿùèìè çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàì-
ìû, à òàêæå îëèìïèàäíûå çàäà÷è. Íà î÷íûõ ñåìèíàðàõ çàíÿòèÿ
ïðîõîäÿò, êàê â ëåêöèîííîé ôîðìå, òàê è â ôîðìå ïðàêòè÷åñêèõ
çàíÿòèé. È åñëè ïåðâîíà÷àëüíî øêîëà ¾ÓíèØàíñ¿ ñóùåñòâî-
âàëà òîëüêî êàê èíòåðíåò-ðåñóðñ, òî ñåé÷àñ øêîëà ðàáîòàåò ïî
íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì � ýòî îáó÷åíèå ïî áàçîâîé è ðàñ-
øèðåííûì ïðîãðàììàì ïîñðåäñòâîì Èíòåðíåòà (ñàéò øêîëû),
î÷íîå îáó÷åíèå íà âûåçäíûõ ñåìèíàðàõ, ïåðñîíàëüíàÿ ðàáîòà
ñ äåòüìè, èìåþùèìè îñîáåííîñòè âîñïðèÿòèÿ è îòêëîíåíèÿ â
ôèçè÷åñêîì ðàçâèòèè, ïðîâåäåíèå êîíñóëüòàöèé äëÿ ó÷èòåëåé,
êîíñóëüòèðîâàíèå è ðåïåòèòîðñòâî äåòåé è âíóêîâ ñîòðóäíèêîâ
óíèâåðñèòåòà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øêîëà ¾ÓíèØàíñ¿ � ýòî ðåçóëüòàò ñîâ-
ìåñòíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà âûñøåé øêîëû è áëàãîòâîðèòåëüíî-
ãî ôîíäà ñ öåëüþ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé è îáðàçîâàòåëüíîé äå-
ÿòåëüíîñòè. Áëàãîòâîðèòåëüíûé ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿ (îôèöèàëü-
íîå íàçâàíèå ¾Ôîíä ñîäåéñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ
è ïîääåðæêè èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê ¾ÓíèØàíñ¿)
ñôîðìèðîâàí â àâãóñòå 2014 ãîäà íà áàçå Èíòåðíåò-øêîëû ìà-
òåìàòèêè.

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà ïðîåêòà ¾ÓíèØàíñ¿.

Î÷íûå ñåìèíàðû ïðîâîäÿòñÿ øêîëîé äâà ðàçà â ãîä â äíè
îñåííèõ è âåñåííèõ êàíèêóë. Ìåæäó ñåìèíàðàìè ðàáîòàåò ïå-
äàãîãè÷åñêèé ñîâåò, êîòîðûé ñîñòîèò èç ìåòîäèñòîâ (ïðåïîäàâà-
òåëè ÑÏáÃÓ) è òüþòîðîâ (ñòóäåíòû è àñïèðàíòû). Ñîâåò ïîä-
âîäèò èòîãè ïðîøåäøåãî ñåìèíàðà è îñóùåñòâëÿåò ïîäãîòîâêó
ñëåäóþùåãî íà îñíîâàíèè âûÿâëåííûõ ïîòðåáíîñòåé ñëóøàòåëåé
è òåêóùèõ òåíäåíöèé â ãîñóäàðñòâåííîé èòîãîâîé àòòåñòàöèè
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øêîëüíèêîâ. Ñîñòàâ ïðåïîäàâàòåëåé øêîëû ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè, òàê êàê îñíîâíûìè âåäóùèìè çàíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ òüþ-
òîðû, òî åñòü ñòóäåíòû èëè àñïèðàíòû.

Êàê ïðàâèëî, ñåìèíàðû äëÿòñÿ 3 èëè 4 äíÿ, çà êîòîðûå áûâàåò
ïðîâåäåíî äî 15 çàíÿòèé íà ðàçíûå òåìû. Ïîìèìî îñíîâíûõ óðî-
êîâ ìàòåìàòèêè øêîëüíèêè ìîãóò ïîñåùàòü òàêæå èíôîðìàòè-
êó, ôèçèêó èëè õèìèþ, â çàâèñèìîñòè îò ëè÷íûõ èíòåðåñîâ. Êðî-
ìå òîãî, ïðîâîäÿòñÿ è íàó÷íî-ïîïóëÿðíûå ëåêöèè ïî ìåõàíèêå,
õèìèè, àñòðîíîìèè è äðóãèì òåìàì. Â ïîñëåäíèé äåíü ñåìèíàðà
äëÿ øêîëüíèêîâ ïðîâîäèòñÿ òåñò, íà êîòîðîì èì ïðåäëàãàåòñÿ
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü óìåíèå ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå â õîäå çà-
íÿòèé çíàíèÿ. Çàäàíèÿ òåñòà ñîñòîÿò èç òåì, ðàññìîòðåííûõ íà
ñåìèíàðå. Ó÷àñòíèêè, íàáðàâøèå áîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ,
ïîëó÷àþò äèïëîìû è ëüãîòû äëÿ ó÷àñòèÿ â ñëåäóþùåì ñåìè-
íàðå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ó÷èòåëÿ, ïðèåõàâøèå íà ñåìèíàð,
çàíèìàþòñÿ ïàðàëëåëüíî ñî øêîëüíèêàìè â îòäåëüíûõ ìàëûõ
ãðóïïàõ.

Ñëåäóåò âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ àñïåêòà ïîïóëÿðíîñòè î÷íûõ
ñåìèíàðîâ øêîëû ¾ÓíèØàíñ¿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü:

• Ñîöèàëüíûé àñïåêò. Çàíÿòèÿ ñî øêîëüíèêàìè, â îñíîâ-
íîì, ïðîâîäÿòñÿ ìîëîäûìè ïåäàãîãàìè � ñòóäåíòàìè è àñ-
ïèðàíòàìè, êîòîðûå òîëüêî íà 5�7 ëåò ñòàðøå ñâîèõ ñëóøà-
òåëåé, íî óæå âëàäåþò ñâîåé ïðîôåññèåé ìàñòåðñêè. Çàèíòå-
ðåñîâàííîñòü íàøèõ òüþòîðîâ ñâîåé îáëàñòüþ íàóêè ïåðå-
äàåòñÿ è øêîëüíèêàì, òàê ÷òî îáñóæäåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷
ïðîäîëæàåòñÿ è ïîñëå îêîí÷àíèÿ ó÷åáíûõ çàíÿòèé. Âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî ñòóäåíòû è àñïèðàíòû ìîãóò ïîäåëèòüñÿ ñî
ñëóøàòåëÿìè íå òîëüêî íàó÷íûìè çíàíèÿìè, íî è ñâîèì
îïûòîì íà ïóòè, êîòîðûé øêîëüíèêàì òîëüêî ïðåäñòîèò
ïðîéòè � âûáîð áóäóùåé ïðîôåññèè, ñäà÷à ýêçàìåíîâ è
ïîñòóïëåíèå â ÂÓÇ. Äëÿ ó÷èòåëåé çàíÿòèÿ ïðîâîäÿò ïðå-
ïîäàâàòåëè óíèâåðñèòåòîâ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà. Êàê ïðàâèëî,
òåìû çàíÿòèé â ãðóïïå ó÷èòåëåé ñõîæè ñ òåìàìè çàíÿòèé èõ
æå ó÷åíèêîâ, ïîýòîìó äåòè âèäÿò ñ êàêèì èíòåðåñîì ó÷àòñÿ
èõ ïåäàãîãè, êàê ðàäóþòñÿ îíè íîâûì îðèãèíàëüíûì ìåòî-
äàì è ðåøåíèÿì. Ïîýòîìó çà÷àñòóþ â ïîñëåó÷åáíîå âðåìÿ
âîçíèêàþò èõ ñîâìåñòíûå îáñóæäåíèÿ ðàçîáðàííûõ çàäà÷.

• Ïñèõîëîãè÷åñêèé àñïåêò îñíîâàí íà òîì, ÷òî âî âðå-
ìÿ ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðà âñå ó÷àñòíèêè êàê îðãàíèçàòîðû,
ó÷èòåëÿ, òàê è øêîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ ðàâíûìè ó÷àñòíèêàìè
ïðîöåññà. Ôîðìàëüíàÿ äèñòàíöèÿ ó÷èòåëü-ó÷åíèê, ðàçóìå-
åòñÿ, îñòàåòñÿ, íî ýìîöèîíàëüíàÿ ãðàíü ìåæäó íèìè ñòèðà-
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åòñÿ. Òàêæå ïðîâîäÿòñÿ áåñåäû è òðåíèíãè, âî âðåìÿ êîòî-
ðûõ ó÷àñòíèêè ñåìèíàðà îáó÷àþòñÿ êîíòðîëèðîâàòü âíóò-
ðåííåå âðåìÿ, ïðåîäîëåâàòü ñîñòîÿíèå óñòàëîñòè, ðàñïðåäå-
ëÿòü ñâîè âðåìÿ è ñèëû, îáó÷àþòñÿ ïðàâèëüíîìó äûõàíèþ
è ïðàâèëüíîé îñàíêå ïðè ðàáîòå çà êîìïüþòåðîì.

• Êîììóíèêàöèîííûé àñïåêò ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ñåìèíàð
îáúåäèíÿåò øêîëüíèêîâ èç ðàçíûõ ðàéîíîâ Ëåíèíãðàäñêîé
îáëàñòè è äðóãèõ ðåãèîíîâ. Äåòÿì î÷åíü âàæíî ñîïîñòàâèòü
ñâîé óðîâåíü çíàíèé ñ äðóãèìè, îùóòèòü ñåáÿ êîìàíäîé,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñâîþ ðîäíóþ øêîëó, ñâîé ãîðîä èëè ïî-
ñåëîê. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé ñîðåâíîâàòåëüíûé ïðîöåññ,
êîòîðûé ðàçâèâàåòñÿ èíòåëëåêòóàëüíûìè è ñïîðòèâíûìè
èãðàìè âî âðåìÿ îòäûõà. Îñîáûì óñïåõîì ïîëüçóåòñÿ ñòàâ-
øèé òðàäèöèîííûì òóðíèð ¾×òî? Ãäå? Êîãäà?¿.

Ñòàòèñòèêà ñåìèíàðñêîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòà ¾ÓíèØàíñ¿
äîñòàòî÷íî âíóøèòåëüíàÿ. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ ñå-
ìèíàðà � îêîëî 200 ÷åëîâåê. Çà âðåìÿ äåÿòåëüíîñòè ïðîåêòà
áûëî îðãàíèçîâàíî è ïðîâåäåíî 26 ñåìèíàðîâ. Ïåðâûé ñåìèíàð
ñîáðàë 72 ó÷àñòíèêà, ïîñëåäíèé � 26-òîé � 130 ÷åëîâåê, ðå-
êîðäñìåíîì ïî êîëè÷åñòâó ó÷àñòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ 13 ñåìèíàð, â
êîòîðîì ó÷àñòâîâàëî 368 øêîëüíèêîâ è ó÷èòåëåé. Ãåîãðàôèÿ
ó÷àñòíèêîâ íà äàííûé ìîìåíò çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëàñü çà ïðå-
äåëû Ëåíèíãðàäñêîé îáëàñòè: ïîñòîÿííûìè ó÷àñòíèêàìè ñòàëè
ñëóøàòåëè èç ðåñïóáëèêè Êàðåëèÿ, Ìóðìàíñêîé è Âîëîãîäñêîé
îáëàñòåé; êðîìå òîãî, íà ñåìèíàð ïðèåçæàëè ó÷åíèêè è ó÷èòåëÿ
èç óäàëåííûõ îò Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà ðåãèîíîâ: Ïåðìñêîãî êðàÿ,
×åëÿáèíñêîé îáëàñòè, ðåñïóáëèêè Êðûì.

Ïî ïîëó÷åííîé îò ó÷èòåëåé èíôîðìàöèè, âñå øêîëüíèêè, êî-
òîðûå ó÷àñòâîâàëè â íåñêîëüêèõ ñåìèíàðàõ (âñåãî ñ 8 ïî 11 êëàññ
ýòî âîçìîæíî 8 ðàç) óñïåøíî ñäàëè ãîñóäàðñòâåííûå ýêçàìåíû
è ïîñòóïèëè â ÂÓÇû.

Ïî ìíåíèþ ó÷àñòíèêîâ è îðãàíèçàòîðîâ, îí-ëàéí îáó÷åíèå,
ïîäêðåïëåííîå ëè÷íûìè âñòðå÷àìè íà ñåìèíàðàõ, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
óäà÷íîé ôîðìîé ïîäãîòîâêè øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå è èìååò
áîëüøèå ïåðñïåêòèâû â ðàçâèòèè.
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Êóçíåöîâà Å.Â1

Ðàçâèòèå êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ
íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ îäèí èç ïîäõîäîâ ê ôîðìèðîâàíèþ èíòåë-
ëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ñðåäíèõ ó÷åáíûõ
çàâåäåíèé. Â êà÷åñòâå ìåòîäè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå, ìîòèâàöèÿ ê îáó÷åíèþ, èíòåëëåêòóàëü-

íûå ñïîñîáíîñòè.

Êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå (critical thinking) � ñèñòåìà ñóæäå-
íèé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà âåùåé ñ êðèòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ è ñîáûòèé ñ ôîðìóëèðîâàíèåì îáîñíîâàííûõ âû-
âîäîâ è ïîçâîëÿåò âûíîñèòü îáîñíîâàííûå îöåíêè, èíòåðïðåòà-
öèè, à òàêæå êîððåêòíî ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê
ñèòóàöèÿì è ïðîáëåìàì. Â îáùåì çíà÷åíèè ïîä êðèòè÷åñêèì
ìûøëåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìûøëåíèå áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ,
÷åì ìûøëåíèå äîêðèòè÷åñêîå. Êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå � ñïî-
ñîáíîñòü ÷åëîâåêà ñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå ïîñòóïàþùóþ èíôîð-
ìàöèþ, âêëþ÷àÿ ñîáñòâåííûå óáåæäåíèÿ.

Ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî ïåðåõîä ê êðèòè÷åñêîìó óðîâíþ ìûø-
ëåíèÿ â òîì èëè èíîì ñîîáùåñòâå � íåîáõîäèìàÿ ïðåäïîñûëêà
äëÿ íà÷àëà öèâèëèçàöèîííîãî ðàçâèòèÿ äàííîãî ñîîáùåñòâà (ñì.
https://ru.wikipedia.org/wiki/Êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå).

1ÃÁÎÓ ÑÎØ �523 Êîëïèíñêîãî ðàéîíà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà
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Ñîâðåìåííîãî ó÷åíèêà ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî ìîòèâèðîâàòü ê
ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè, ê ïîèñêó ïóòè ê öåëè â ïîëå èí-
ôîðìàöèè è êîììóíèêàöèè. Ïðîèñõîäèò ýòî ïîòîìó, ÷òî äåòè
÷àñòî èñïûòûâàþò ñåðü¼çíûå çàòðóäíåíèÿ â âîñïðèÿòèè ó÷åá-
íîãî ìàòåðèàëà ïî âñåì øêîëüíûì ïðåäìåòàì. Ïðè÷èíà ýòîãî
â íåäîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå ðàçâèòèÿ ìûøëåíèÿ. Íî èìåí-
íî áëàãîäàðÿ ñïîñîáíîñòè ÷åëîâåêà ìûñëèòü ðåøàþòñÿ òðóäíûå
çàäà÷è, ñîâåðøàþòñÿ îòêðûòèÿ. Ðàçâèâàòü ìûøëåíèå � çíà÷èò
ðàçâèâàòü óìåíèå äóìàòü. Ìûñëèòåëüíûé ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ
ïðè ïîÿâëåíèè çàäà÷è èëè ïðîáëåìû, ó êîòîðîé íåò ãîòîâîãî
ñïîñîáà ðåøåíèÿ; ¾. . . â ïåäàãîãèêå êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå �
ýòî ìûøëåíèå îöåíî÷íîå, ðåôëåêñèâíîå, ðàçâèâàþùååñÿ ïóò¼ì
íàëîæåíèÿ íîâîé èíôîðìàöèè íà æèçíåííûé ëè÷íûé îïûò¿.
(Çàãàøåâ È.Î., Çàèð�Áåê Ñ.Ì.)

Òàê ÷òî òàêîå ¾êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå¿?
Óìåíèå ìûñëèòü êðèòè÷åñêè � ýòî íå âûèñêèâàíèå íåäîñòàò-

êîâ, à îáúåêòèâíàÿ îöåíêà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñòî-
ðîí â îáúåêòå ïîçíàíèÿ. Ýòî íå ïðèñâîåíèå ãîòîâîãî çíàíèÿ, à
êîíñòðóèðîâàíèå ñâîåãî, ïàðòí¼ðñêèå îòíîøåíèÿ ìåæäó ó÷èòå-
ëÿìè è ó÷åíèêàìè, ñîâìåñòíûé ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âàæåí íå
îáú¼ì èíôîðìàöèè, à óìåíèå ïðèìåíÿòü å¼ â æèçíè.

Ãëàâíàÿ öåëü � ðàçâèòèå èíòåëëåêòóàëüíûõ ñïîñîáíîñòåé ó÷å-
íèêà, ïîçâîëÿþùèõ åìó ó÷èòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, òîãäà êðèòè÷å-
ñêîå ìûøëåíèå � ýòî ñïîñîáíîñòü ñòàâèòü íîâûå, ïîëíûå ñìûñ-
ëà âîïðîñû, âûðàáàòûâàòü ðàçíîîáðàçíûå ïîäêðåïëÿþùèå àð-
ãóìåíòû, ïðèíèìàòü íåçàâèñèìûå ïðîäóìàííûå ðåøåíèÿ.

Òåõíîëîãèÿ ¾Ðàçâèòèå êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ÷åðåç ÷òåíèå
è ïèñüìî¿ îòíîñèòñÿ ê òèïó ðàìî÷íûõ. Ñâîåîáðàçíîé ðàìêîé,
â êîòîðóþ âïèñûâàåòñÿ óðîê, ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ áàçîâàÿ
ìîäåëü òåõíîëîãèè, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ ýòàïîâ (ñòàäèé):

1. ñòàäèÿ âûçîâà;

2. ñìûñëîâàÿ ñòàäèÿ;

3. ñòàäèÿ ðåôëåêñèè.

Íà ïåðâîé ôàçå ðàáîòû ñ èíôîðìàöèåé ó÷àùèéñÿ ñîçäàåò äëÿ
ñåáÿ ñìûñë: ¾Çà÷åì ìíå ýòî íóæíî?¿. Íà âòîðîé ôàçå íåîáõîäè-
ìî ðåàëèçîâàòü ýòîò ñìûñë â îïðåäåëåííîé ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé
äåÿòåëüíîñòè. Ðåôëåêñèÿ â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ êàê ¾âñòðà-
èâàíèå¿ íîâûõ çíàíèé â ñèñòåìó ëè÷íîñòíûõ ñìûñëîâ.

Ñòàäèÿ âûçîâà.
Ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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1. ñàìîñòîÿòåëüíàÿ àêòóàëèçàöèÿ èìåþùèõñÿ çíàíèé ïî òåìå
( îò ó÷èòåëÿ òðåáóåòñÿ îðãàíèçàöèÿ ïðîöåññà àêòóàëèçàöèè
èìåþùèõñÿ çíàíèé),

2. ïðîáóæäåíèå ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè â ñâÿçè ñ èçó÷àå-
ìîé òåìîé,

3. ñàìîñòîÿòåëüíîå îïðåäåëåíèå ó÷àùèìèñÿ íàïðàâëåíèé â èçó-
÷åíèè òåìû.

Ðàáîòà âåä¼òñÿ èíäèâèäóàëüíî, â ïàðàõ, â ãðóïïàõ.

Ñìûñëîâàÿ ñòàäèÿ.

1. îðãàíèçàöèÿ àêòèâíîé ðàáîòû ñ èíôîðìàöèåé,

2. ñàìîñòîÿòåëüíîå ñîïîñòàâëåíèå èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà ñ óæå
èçâåñòíûìè äàííûìè, ìíåíèÿìè.

Íà ýòîì ýòàïå ïðîèñõîäèò íåïîñðåäñòâåííûé êîíòàêò ñ íîâîé
èíôîðìàöèåé (òåêñò, ôèëüì, ëåêöèÿ, ìàòåðèàë ïàðàãðàôà).

Ðàáîòà âåä¼òñÿ èíäèâèäóàëüíî èëè â ïàðàõ.

Ñòàäèÿ ðåôëåêñèè.

1. ñàìîñòîÿòåëüíî ñèñòåìàòèçèðîâàòü íîâûé ìàòåðèàë,

2. îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ òåìû.
Çäåñü ïðîèñõîäèò òâîð÷åñêàÿ ïåðåðàáîòêà, àíàëèç, èíòåð-
ïðåòàöèÿ è ò. ä. èçó÷åííîé èíôîðìàöèè.

Ðàáîòà âåä¼òñÿ èíäèâèäóàëüíî, â ïàðàõ, â ãðóïïàõ.

Ïðè¼ìû ðàçâèòèÿ êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ íà óðîêàõ
ìàòåìàòèêè.

Ïðè¼ì �1.

¾Âåðíî ëè?¿

à) Âåðà è Íàñòÿ âûïîëíÿëè óìíîæåíèå äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. Âåðà
çàïèñàëà 25,8*3,4=87,72, à Íàñòÿ çàïèñàëà 25,8*3,4=877,2.
Êòî èç íèõ îøèáñÿ? Ïî÷åìó ïðîèçîøëà îøèáêà?

á) Êàêèå ðàâåíñòâà íåâåðíû? Èñïðàâüòå èõ, îáúÿñíèòå ïðè÷è-
íû ïîÿâëåíèÿ îøèáîê. 5 êã 28 ã = 528 ã, 5 ñì 3 ìì =53 ñì,
1 ò 4 ö = 1,04 ò.

Ïðè¼ì �2.

¾Âåðíûå è íåâåðíûå óòâåðæäåíèÿ¿
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à) Óêàæèòå íîìåðà âåðíûõ óòâåðæäåíèé.
1) Ñóùåñòâóåò êâàäðàò, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.
2) Åñëè äâà óãëà òðåóãîëüíèêà ðàâíû, òî ðàâíû è ïðîòèâîëåæà-
ùèå èì ñòîðîíû.
3) Âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû, îáðàçîâàííûå äâóìÿ ïà-
ðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè è ñåêóùåé, ðàâíû.

á) Óêàæèòå íîìåðà âåðíûõ óòâåðæäåíèé.

1) Öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàþò.
2) Ñóùåñòâóåò êâàäðàò, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.
3) Ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦.

Ïðè¼ì �3.

¾Íèêîãäà � èíîãäà � âñåãäà¿

Ïðî÷èòàéòå óòâåðæäåíèÿ è îïðåäåëèòå óñëîâèÿ èõ ïðèìåíåíèÿ:
âåðíî âñåãäà, âåðíî èíîãäà, íåâåðíî íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ. Ïðè-
âåäèòå ïðèìåðû äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ.

1) Ïðîèçâåäåíèå äåñÿòè÷íîé äðîáè íà äåñÿòè÷íóþ äðîáü åñòü
äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.
2) ×àñòíîå äåñÿòè÷íûõ äðîáåé åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
3) Ïðè óìíîæåíèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 0,5 ïðîèçâåäåíèå
ìåíüøå äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Ïðè¼ì �4.

¾Ñîñòàâëåíèå êëàñòåðà¿

Äàíû ÷èñëà: 2;−5, 6; 12, 9(5); 34;−28, 6(7);
4

7
;
−51

8
;− 2, 34;−2345;

−3

4
;
783

5
; 0.

Ðàñïðåäåëèòå ÷èñëà íà ãðóïïû: íàòóðàëüíûå ÷èñëà, öåëûå
÷èñëà, îáûêíîâåííûå äðîáè, äåñÿòè÷íûå äðîáè, îòðèöàòåëüíûå
÷èñëà, ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïåðèîäè÷åñêèå äðîáè. Ìîæíî ëè
îáûêíîâåííóþ äðîáü çàïèñàòü äåñÿòè÷íîé? Âñåãäà ëè ýòî âîç-
ìîæíî? Ìîæíî ëè äåñÿòè÷íóþ äðîáü çàïèñàòü îáûêíîâåííîé?
Âñåãäà ëè ýòî âîçìîæíî?

Ñîñòàâüòå êëàñòåð ê ïîíÿòèþ ¾÷èñëî¿.

Ïðè¼ì �5.

¾Èíñåðò¿

Ïðè ÷òåíèè òåêñòà ó÷àùèåñÿ íà ïîëÿõ ðàññòàâëÿþò ïîìåòêè
(æåëàòåëüíî êàðàíäàøîì, åñëè æå åãî íåò, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
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ïîëîñêó áóìàãè, êîòîðóþ ïîìåùàþò íà ïîëÿõ âäîëü òåêñòà).
Ïîìåòêè äîëæíû áûòü ñëåäóþùèå:

• V � åñëè òî, ÷òî âû ÷èòàåòå, ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî âû
çíàåòå;

• + � åñëè òî, ÷òî âû ÷èòàåòå, ÿâëÿåòñÿ äëÿ âàñ íîâûì;

• � � åñëè òî, ÷òî âû ÷èòàåòå, ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âû
äóìàëè;

• ? � åñëè òî, ÷òî âû ÷èòàåòå, íåïîíÿòíî, èëè æå âû õîòåëè
áû ïîëó÷èòü áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííîìó âîïðîñó.

Ïîñëå ÷òåíèÿ òåêñòà ñ ìàðêèðîâêîé ó÷àùèåñÿ çàïîëíÿþò ìàð-
êèðîâî÷íóþ òàáëèöó Èíñåðò, ñîñòîÿùóþ èç 4-õ êîëîíîê.

V + � ?

Ýòîò ïðèåì ðàáîòàåò è íà ñòàäèè îñìûñëåíèÿ. Äëÿ çàïîë-
íåíèÿ òàáëèöû ó÷åíèêàì ïîíàäîáèòñÿ âíîâü âåðíóòüñÿ ê òåê-
ñòó. Òàêèì îáðàçîì, îáåñïå÷èâàåòñÿ âäóì÷èâîå, âíèìàòåëüíîå
÷òåíèå. Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðèåì ¾Èíñåðò¿ è òàáëèöà ¾Èíñåðò¿
ñäåëàþò çðèìûì ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ èíôîðìàöèè, ïóòü îò ¾ñòà-
ðîãî¿ çíàíèÿ ê ¾íîâîìó¿ � ïîíÿòíûì è ÷¼òêèì.

Íà ýòàïå ðåôëåêñèè íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îáñóæäåíèå çà-
ïèñåé, âíåñ¼ííûõ â òàáëèöó, èëè ìàðêèðîâêè òåêñòà. Çàêàí÷èâà-
åòñÿ ðàáîòà îçâó÷èâàíèåì òàáëèöû, ò.å. óñâîåííîå çíàíèå ïðîãî-
âàðèâàåòñÿ.

Ïðè¼ì �6.

¾Òîíêèå è òîëñòûå âîïðîñû¿

Òîíêèå âîïðîñû: êòî. . . , ÷òî. . . , êîãäà. . . , ìîæåò. . . , áóäåò. . . , êàê
çâàëè. . . , âåðíî. . . , ñîãëàñíû ëè âû. . .

Òîëñòûå âîïðîñû: îáúÿñíèòå, ïî÷åìó. . . : â ÷¼ì ðàçíèöà. . . ; ÷òî,
åñëè. . . ; ïî÷åìó âû ñ÷èòàåòå...; â ÷åì ðàçëè÷èå...; ïðåäïîëîæèòå,
÷òî áóäåò, åñëè...; ÷òî, åñëè. . .

Ïðè¼ì �7.

¾Ñèíêâåéí¿

Ñèíêâåéí � ýòî ñòèõîòâîðåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñèíòåç
èíôîðìàöèè â ëàêîíè÷íîé ôîðìå, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñóòü
ïîíÿòèÿ èëè îñóùåñòâëÿòü ðåôëåêñèþ íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ
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çíàíèé. Ñëîâî ïðîèñõîäèò îò ôðàíöóçñêîãî ¾cinq¿, ÷òî â ïåðå-
âîäå íà ðóññêèé ÿçûê îçíà÷àåò ïÿòü. Ñèíêâåéí � ýòî ñòèõîòâî-
ðåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñèíòåç èíôîðìàöèè â ëàêîíè÷íîé
ôîðìå, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ðåôëåêñèþ íà îñíîâå ïîëó÷åí-
íûõ çíàíèé. Ñèíêâåéí çàïèñûâàåòñÿ ïî ïðàâèëàì:

1. ñòðîêà � íàçâàíèå ñòèõîòâîðåíèÿ (îäíî ñóùåñòâèòåëüíîå);

2. ñòðîêà � îïèñàíèå òåìû (äâà ïðèëàãàòåëüíûõ);

3. ñòðîêà � äåéñòâèå (òðè ãëàãîëà, îòíîñÿùèõñÿ ê òåìå);

4. ñòðîêà � ÷óâñòâî (ôðàçà èç ÷åòûðåõ ñëîâ, âûðàæàþùèõ
îòíîøåíèå àâòîðà ê òåìå;

5. ñòðîêà � ïîâòîðåíèå ñóòè, ñèíîíèì ïåðâîé ñòðîêè (îáû÷íî
ñóùåñòâèòåëüíîå).

Ïðèìåðû ñèíêâåéíîâ.

à) Ñèíêâåéí ê ïîíÿòèþ ¾òðàïåöèÿ¿:

òðàïåöèÿ;
âûïóêëàÿ, ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ;
èçìåðèòü, ïîñòðîèòü, îáîçíà÷èòü;
ìíå èíòåðåñíî ðåøàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ äàíà òðàïåöèÿ;
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà!

á) Ñèíêâåéí ê ïîíÿòèþ ¾òåêñòîâàÿ çàäà÷à¿:

çàäà÷à;
ñëîæíàÿ, èíòåðåñíàÿ;
ðåøèòü, èññëåäîâàòü, ñîñòàâèòü;
ìíå íðàâèòñÿ ðåøàòü òåêñòîâûå çàäà÷è;
çàäà÷à ñ ïðàêòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì.

â) Ñèíêâåéí ê ïîíÿòèþ ¾Ìàòåìàòèêà¿:

ìàòåìàòèêà;
ýëåìåíòàðíàÿ, âûñøàÿ;
ñêëàäûâàåò, óìíîæàåò, äåëèò;
òðåíèðîâàòü ìîçãè � çäîðîâî;
öàðèöà âñåõ íàóê.

Ïðèåì �8.

¾Êóáèê¿

Äàííûé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ íà ýòàïå îñìûñëåíèÿ.

Ïîëîæèòåëüíûå ñòîðîíû ïðèåìà ¾Êóáèê¿:

� ïîçâîëÿåò ó÷åíèêàì ðåàëèçîâàòü ðàçëè÷íûå ôîêóñû ðàññìîò-
ðåíèÿ ïðîáëåìû, òåìû, çàäàíèÿ;
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� ñîçäàåò íà óðîêå öåëîñòíîå (ìíîãîãðàííîå) ïðåäñòàâëåíèå îá
èçó÷àåìîì ìàòåðèàëå;
� ñîçäàåò óñëîâèÿ äëÿ êîíñòðóêòèâíîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åí-
íîé èíôîðìàöèè.

Ñóòü äàííîãî ïðèåìà. Èç ïëîòíîé áóìàãè ñêëåèâàåòñÿ êóáèê.
Íà êàæäîé ñòîðîíå ïèøåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ çàäàíèé:

1. Îïèøè ýòî... (Îïèøè öâåò, ôîðìó, ðàçìåðû èëè äðóãèå õà-
ðàêòåðèñòèêè)

2. Ñðàâíè ýòî... (Íà ÷òî ýòî ïîõîæå? ×åì îòëè÷àåòñÿ?)

3. Ïðîàññîöèèðóé ýòî... (×òî ýòî íàïîìèíàåò?)

4. Ïðîàíàëèçèðóé ýòî... (Êàê ýòî ñäåëàíî? Èç ÷åãî ñîñòîèò?)

5. Ïðèìåíè ýòî... (×òî ñ ýòèì ìîæíî äåëàòü? Êàê ýòî ïðèìå-
íÿåòñÿ?)

6. Ïðèâåäè ¾çà¿ è ¾ïðîòèâ¿ (Ïîääåðæè èëè îïðîâåðãíè ýòî)

Ó÷åíèêè äåëÿòñÿ íà ãðóïïû. Ó÷èòåëü áðîñàåò êóáèê íàä êàæ-
äûì ñòîëîì è òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ, â êàêîì ðàêóðñå
áóäåò ãðóïïà îñìûñëèâàòü òó èëè èíóþ òåìó çàíÿòèÿ. Ó÷àùèåñÿ
ìîãóò ïèñàòü ïèñüìåííûå ýññå íà ñâîþ òåìó, ìîãóò âûñòóïèòü ñ
ãðóïïîâûì ñîîáùåíèåì è ò.ï.

Ïðèåì �9.

¾Âîïðîñû Áëóìà¿

Çíàíèå � ïîíèìàíèå � ïðèìåíåíèå � àíàëèç � ñèíòåç � îöåíêà.

1. Âîïðîñû íà çíàíèÿ: êòî, ÷òî, ãäå, êîãäà, íàçîâè, ïåðå÷èñëè.

2. Âîïðîñû íà ïîíèìàíèå: îïèøè, ðàññêàæè ñâîèìè ñëîâàìè,
ïîä÷åðêíè, îáúÿñíè, ñðàâíè, îáñóäè.

3. Âîïðîñû íà ïðèìåíåíèå: ïðèìåíè, èñïîëüçóé, ïðîäåìîíñòðè-
ðóé, âûáåðè, èíòåðïðåòèðóé.

4. Âîïðîñû íà àíàëèç: ïî÷åìó, ïðîàíàëèçèðóé, ñäåëàé äèà-
ãðàììó, óïðîñòè.

5. Âîïðîñû íà ñèíòåç: ñîñòàâüòå, ïîñòðîéòå, ïðèäóìàéòå, ïå-
ðåñìîòðèòå, ñäåëàéòå, ñïëàíèðóéòå.

6. Âîïðîñû íà îöåíêó: îöåíèòå, ñðàâíèòå, ÷òî ñàìîå õîðîøåå,
êòî ïðàâ, ïî÷åìó ýòî ñàìîå âàæíîå.
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Ïðèåì �10.

¾Ïàçë¿.

Âûïîëíåíèå çàäàíèé ïî ýòîìó ìåòîäó ïîñòðîåíî íà îñíîâå èãðû.
Â ó÷åáíîé ïðàêòèêå èçó÷àåìûé (èëè êîíòðîëèðóåìûé) ìàòåðèàë
÷àñòÿìè çàïèñàí íà îòäåëüíûõ êàðòî÷êàõ, íî â êàæäîé êàðòî÷êå
äîëæíà áûòü èíôîðìàöèÿ ê ïîèñêó ñëåäóþùåé. Ó÷åíèê äîëæåí
ñîáðàòü âñå êàðòî÷êè ïî óêàçàííîìó ó÷èòåëåì ìàòåðèàëó.

Íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðàáîòå ñ
ôîðìóëàìè, ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è çàäà÷. Ìåòîä ¾ïàçë¿ ñïî-
ñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ âíèìàíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîñòè, óìåíèÿ
ñîáèðàòü è àíàëèçèðîâàòü ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ.

Ó÷åáíûé ¾ïàçë¿ ìîæíî ñîñòàâëÿòü ñ ó÷àùèìèñÿ íà ëþáîé
ñòàäèè èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà. Ýòî ìîæåò áûòü èíäèâèäóàëüíàÿ
èëè êîëëåêòèâíàÿ ðàáîòà.

Ïðèìåð. Òåìà ¾Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ¿, 7 êëàññ.

Ïîñëå èçó÷åíèÿ òðåõ ïðèçíàêîâ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, ó÷à-
ùèìñÿ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ íàáîð èç 16 êàðòî÷åê. Êàæäàÿ òåîðåìà
â ýòîì êîìïëåêòå ïðåäñòàâëåíà òàê:

• 1-ÿ êàðòî÷êà � ñëîâåñíàÿ ôîðìóëèðîâêà,

• 2-ÿ êàðòî÷êà � ÷åðòåæ ê òåîðåìå,

• 3-ÿ êàðòî÷êà � êðàòêàÿ çàïèñü óñëîâèÿ è çàêëþ÷åíèÿ òåî-
ðåìû,

• 4-ÿ êàðòî÷êà � ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü äîêàçàòåëüñòâà.

Ó÷åíèêó íàäî ïîëíîñòüþ ñîáðàòü óêàçàííóþ åìó òåîðåìó. Â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîæíî çàäàòü ó÷åíèêó íåñêîëüêî âîïðî-
ñîâ ïî ñîáðàííîé òåîðåìå.

Ïðèìåíåíèå ïåðå÷èñëåííûõ ïðè¼ìîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü óðîê
áîëåå èíòåðåñíûì è ðåçóëüòàòèâíûì.
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ÓÄÊ 531.8

Ñèäîðîâà Î.Â.1

Âîçìîæíîñòè äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ
íà îáðàçîâàòåëüíîé ïëàòôîðìå ¾ßÊëàññ¿.

Àííîòàöèÿ. Â êðàòêîì ñîîáùåíèè îáñóæäàåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ óäàëåííî-
ãî îáó÷åíèÿ ïðè ïðîâåäåíèè äèñòàíöèîííûõ óðîêîâ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû
Zoom. Îïèñûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿåò ýòà ïðîãðàììà ïðè
èñïîëüçîâàíèè ïëàòôîðìû ¾ßÊëàññ¿.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå, îáðàçîâàòåëüíûå ðåñóðñû, ïëàòôîðìû

óäàë¼ííîãî äîñòóïà.

Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå êàê íîâàÿ ôîðìà îáðàçîâàíèÿ àê-
òèâíî ôîðìèðóåòñÿ è ðàçâèâàåòñÿ â íàøåé ñòðàíå. Îñíîâíûì
ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ óäîáíàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ ðåáÿòàì àäàïòèðîâàòüñÿ ê èçìåíÿþùèìñÿ ñîöèàëüíî-ýêîíî-
ìè÷åñêèì óñëîâèÿì, çàíèìàòüñÿ ñàìîîáðàçîâàíèåì è óñïåøíî
ïîãðóæàòüñÿ â îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ. Ýòî îáó÷åíèå ñòðîèòñÿ
íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò áûñòðî è ãèáêî êîîðäèíèðîâàòü ìåíÿþùèåñÿ ïîòðåá-
íîñòè â ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ.

Äèñòàíöèîííûé óðîê â øêîëå � ýòî ñïîñîá âçàèìîäåéñòâèÿ
ó÷èòåëÿ è ó÷åíèêîâ íà ðàññòîÿíèè. Äëÿ îðãàíèçàöèè ñèñòåìû
äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ â øêîëå âñòà¼ò âîïðîñ î íàëè÷èè è
èñïîëüçîâàíèè îáðàçîâàòåëüíûõ ðåñóðñîâ è ñåãîäíÿ âðÿä ëè âîç-
ìîæíî îáîéòèñü áåç íèõ. Êàêèå âîçìîæíîñòè äàþò ýëåêòðîííûå
îáðàçîâàòåëüíûå ðåñóðñû êàæäîìó èç ó÷àñòíèêîâ îáðàçîâàòåëü-
íîãî ïðîöåññà:

1ÃÁÎÓ ÑÎØ � 456 Êîëïèíñêîãî ðàéîíà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà
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• ó÷èòåëþ:

� ïðîâåäåíèå âèäåîóðîêîâ;

� áûñòðûé äîñòóï ê ó÷åáíûì ìàòåðèàëàì;

� ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè è îáìåí îïûòîì â óäîáíîå
âðåìÿ;

• ó÷åíèêó:

� ïîñåùåíèå óðîêîâ îíëàéí;

� ðàáîòà íàä çàäàíèÿìè â ïðèâû÷íîì âèðòóàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå;

� âîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî è ïðàâèëüíî îðãàíèçîâàòü
ñâîþ äåÿòåëüíîñòü;

• ðîäèòåëÿì:

� îñóùåñòâëÿòü êîíòðîëü íàä âûïîëíåíèåì äîìàøíèõ çà-
äàíèé;

� îòñëåæèâàòü äîñòèæåíèÿ ðåáåíêà.

Ê ñîâðåìåííûì ôîðìàì äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ ìîæíî îò-
íåñòè ïðîãðàììó Zoom, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïëàòôîðìîé äëÿ ïðî-
âåäåíèå êîíôåðåíöèé, ñ óäîáíûì ôóíêöèîíàëîì äåìîíñòðàöèè
ýêðàíà. Zoom äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü îí-ëàéí çàíÿòèÿ ñ
ïðèñóòñòâèåì âñåõ ó÷àùèõñÿ êëàññà. Îáðàçîâàòåëüíàÿ ïëàòôîð-
ìà ¾Ó÷è.ðó¿ ïðåäëàãàåò øêîëüíèêàì ðàçëè÷íûå çàäàíèÿ, èí-
òåðàêòèâíûå êóðñû ïî îñíîâíûì ïðåäìåòàì. Êîíå÷íî, ëþáîé
ðåñóðñ íå èäåàëåí è èìååò ñâîè ìèíóñû. Íàïðèìåð, â Zoom,
åñëè íåò ïëàòíîé ïîäïèñêè, îãðàíè÷åíî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ êîí-
ôåðåíöèé. Òàêæå â Zoom è ¾Ó÷è.ðó¿ â ðàìêàõ âèðòóàëüíîãî
óðîêà íå î÷åíü óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðàáîòó íà äîñêå, ïèñàòü
íà ïëàíøåòå ñëîæíî, çàïèñè âûãëÿäÿò êîðÿâî. Â ñâîåé ðàáîòå
ÿ àêòèâíî èñïîëüçóþ ïëàòôîðìó ¾ßÊëàññ¿, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç âîñòðåáîâàííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ïëîùàäîê, è õîòåëà
áû âûäåëèòü ïîëîæèòåëüíûå ñòîðîíû äàííîãî ðåñóðñà:

• ãðàìîòíî è ÷åòêî âûñòðîåí òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòî-
ðûé îòîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûáðàíî ãëàâíîå èç îáùåãî
îáú¼ìà ìàòåðèàëà, íåîáõîäèìîãî ê óñâîåíèþ ðåáåíêîì;

• ìàòåðèàë ðàçáèò ïî òåìàì;

• â êàæäîé òåìå óïðàæíåíèÿ ðàçíîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè;



Ñåêöèÿ 1 51

• åñòü ãîòîâûå äîìàøíèå, ïðîâåðî÷íûå è êîíòðîëüíûå ðàáî-
òû; òàêæå åñòü âîçìîæíîñòü äîáàâëÿòü ñâîè çàäàíèÿ;

• ðàáîòó ìîæíî çàäàòü âñåìó êëàññó, ãðóïïå èëè èíäèâèäó-
àëüíî;

• äëÿ ó÷åíèêîâ åñòü ôóíêöèÿ ¾øàãè ðåøåíèÿ¿, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé ìîæíî ðàçîáðàòüñÿ â ñâîèõ îøèáêàõ (âîçìîæíî ïðè
íàëè÷èè ïîäïèñêè ¾ßÊëàññ+¿);

• ðåçóëüòàòû âûâîäÿòñÿ â òàáëèöå, ãäå ïî êàæäîìó ó÷åíèêó
ìîæíî ïîñìîòðåòü âûïîëíåíèå òîãî èëè èíîãî çàäàíèÿ;

• ó÷åíèê èìååò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ïðîïóùåííûå òåìû áåç
ïîìîùè ó÷èòåëÿ, íå ïðåðûâàÿ ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ;

• ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ñîðåâíîâàòåëüíîãî ýëåìåíòà ïî ïðåä-
ìåòàì ìåæäó ó÷àùèìèñÿ êëàññà, øêîëû, ÷òî ìîæíî îòñëå-
æèâàòü â ðàçäåëå ¾Òîïû¿;

• èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè îáðàçîâàòåëüíîãî ïîðòàëà ìîæ-
íî âî âðåìÿ óðîêà, äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò ðåæèì ¾Ïðåçåíòà-
öèÿ¿.

Îáðàçîâàòåëüíûé ðåñóðñ ¾ßÊëàññ¿ ïîçâîëÿåò ó÷èòåëþ àâ-
òîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïîäãîòîâêè è ïðîâåðêè çàäàíèé, ðåà-
ëèçîâàòü ýôôåêòèâíûé ìîíèòîðèíã óñïåâàåìîñòè è ìãíîâåííî
ñîçäàâàòü îò÷¼òû. Øêîëüíèêàì íðàâèòñÿ ðàáîòàòü íà äàííîì
ðåñóðñå, òàê êàê çàäàíèÿ ñîçäàþòñÿ â ôîðìå òåñòà è íå òðåáóåò
ïèñüìåííûõ çàïèñåé, ó÷åíèê, âûïîëíÿÿ çàäàíèå, çàíîñèò îòâåò
â ¾îêîøêî¿. Äàííûé ðåñóðñ ïîëåçåí è äëÿ ðîäèòåëåé, îí äàåò
èì âîçìîæíîñòü ó÷àñòâîâàòü â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå è âè-
äåòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû øêîëüíèêà; ïîìî÷ü ó÷åíèêó óñòðàíèòü
ïðîáåëû â çíàíèÿõ.

Èç ìèíóñîâ ñëåäóåò îòìåòèòü îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòè ïðîâå-
äåíèÿ îí-ëàéí çàíÿòèé.

Âîñòðåáîâàííîñòü äèñòàíöèîííîé ôîðìû îáó÷åíèÿ ðàñòåò ñ
êàæäûì ãîäîì. Äèñòàíöèîííàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ äàñò âîçìîæ-
íîñòü ó÷àùèìñÿ ëèêâèäèðîâàòü ïðîáåëû â çíàíèÿõ èëè óãëóáèòü
ñâîè çíàíèÿ â èíòåðåñóþùèõ èõ îáëàñòÿõ, à ó øêîëû ïîÿâëÿåòñÿ
åù¼ îäèí îïåðàòèâíûé èíñòðóìåíò óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì îáó÷å-
íèÿ.
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ÓÄÊ 37.031

Ã.Â. Ïàâèëàéíåí1, Í.Ï. Ñòóêàëîâà2

Ê âîïðîñó äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ è äè-
ñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ñðàâíèâàþòñÿ ïîíÿòèÿ îáðàçîâàíèÿ è îáó÷åíèÿ. Îá-
ñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ. Äåëàåòñÿ
êðàòêèé îáçîð èñòîðèè äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ çà ðóáåæîì è â íàøåé ñòðàíå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàçîâàíèå, îáó÷åíèå, äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå, èñòîðèÿ äè-

ñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.

Ôîðìèðîâàíèå ãðàìîòíûõ, êîìïåòåíòíûõ, ïîäãîòîâëåííûõ ê
ðåàëèÿì ñîâðåìåííîé æèçíè ãðàæäàí ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé çà-
äà÷åé ëþáîãî öèâèëèçîâàííîãî îáùåñòâà. Ýòîò òåçèñ â ðàçíûõ
àñïåêòàõ îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ [1, 2, 3].
Êëþ÷åâîé ìîìåíò ôîðìèðîâàíèå êîìïåòåíòíîé ëè÷-

íîñòè � ýòî îáðàçîâàíèå.
Ñîâðåìåííûå ðåàëèè ïðåäëàãàþò ñîöèóìó íîâûå ïîäõîäû è

ìåòîäû ðàçâèòèÿ òåîðèè ïîçíàíèÿ è å¼ ñîñòàâíîé ÷àñòè � îáó-
÷åíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ ðàçóìíûõ ñóùåñòâ.
Äèñòàíöèîííîå îáðàçîâàíèå � ýòî òåðìèí, êîòîðûé èñ-

ïîëüçóþò ïðèìåíèòåëüíî ê øèðîêîìó ñïåêòðó îáðàçîâàòåëüíûõ
ïðîãðàìì è êóðñîâ, íà÷èíàÿ îò îáó÷àþùèõ êóðñîâ ïîâûøåíèÿ
êâàëèôèêàöèè è çàêàí÷èâàÿ àêêðåäèòîâàííûìè ïðîãðàììàìè
âûñøåãî è ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ðåàëèçóþò âîçìîæ-
íîñòü óäàëåííîãî îáùåíèÿ ñòóäåíòîâ ñî ñâîèìè ïðåïîäàâàòåëÿ-
ìè, à øêîëüíèêîâ ñ ó÷èòåëÿìè, èñêëþ÷àÿ ïðè ýòîì î÷íîå îáùå-
íèå.

Â ïåðèîä 2019�2022 ãã. ýòîò âèä îáðàçîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ÷ðåç-
âû÷àéíî âàæíîé è â íåêîòîðûå ïåðèîäû åäèíñòâåííîé ôîðìîé
îáó÷åíèÿ øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ â ñèëó îáúåêòèâíûõ óñëîâèé
ìàññîâîãî çàáîëåâàíèÿ COVID-19 è îáúÿâëåíèÿ â Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè òîòàëüíîãî êàðàíòèíà ñ ñåðåäèíû ìàðòà 2019 ïî ñåí-
òÿáðü 2019, à çàòåì ñ äåêàáðÿ 2019 äî èþíÿ 2020 ãîäà.

Äèñòàíöèîííîå îáðàçîâàíèå âçðîñëûõ è äåòåé èìååò ðÿä ñó-
ùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé è îòëè÷èé. Äëÿ âçðîñëûõ îíî ÿâëÿåòñÿ
ãèáêîé è óäîáíîé ôîðìîé, óñòðàíÿþùåé îñíîâíîé áàðüåð, óäåð-
æèâàþùèé ìíîãèõ çàíÿòûõ ëþäåé îò ïðîäîëæåíèÿ îáðàçîâàíèÿ,
èçáàâëÿÿ îò íåîáõîäèìîñòè ïîñåùàòü çàíÿòèÿ ïî óñòàíîâëåííî-
ìó ðàñïèñàíèþ è ôîðìèðóÿ óäîáíûé ãðàôèê ñàìîñòîÿòåëüíûõ
çàíÿòèé.

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
2ÍÎ Ôîíä ¾ÓíèØàíñ¿
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Óäàë¼ííîå îáðàçîâàíèå äåòåé ñâÿçàíî, â îñíîâíîì, ñ îñîáåííî-
ñòÿìè èõ ðàçâèòèÿ, à òàêæå ñ ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêîé è
íå ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé ôîðìîé, à õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê âûíóæäåí-
íàÿ ìåðà, ñïîñîáñòâóþùàÿ ðåøåíèþ âîïðîñà î íåïðåðûâíîñòè
îáó÷åíèÿ â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ.

Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òåðìèíû äèñòàíöèîííîå
îáðàçîâàíèå è äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü [4], ÷òî äèñòàíöèîííîå îáðàçîâàíèå � ýòî
ïðîöåññ ïåðåäà÷è çíàíèé (çà íåãî îòâåòñòâåíåí ó÷èòåëü, ïðåïî-
äàâàòåëü è ó÷ðåæäåíèå îáðàçîâàíèÿ), à äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå
� ýòî ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ çíàíèé (çà íåãî îòâåòñòâåíåí îáó÷àå-
ìûé).

Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå íå ïðåäïîëàãàåò î÷íîãî îáùåíèÿ ó÷è-
òåëÿ ñ ó÷åíèêîì, íî ñîäåðæèò âñå êîìïîíåíòû ó÷åáíîãî ïðîöåñ-
ñà, ðåàëèçóåìûå ñ ïîìîùüþ Èíòåðíåò-òåõíîëîãèé, â òîì ÷èñëå
èíòåðàêòèâíûõ ôîðì îáùåíèÿ â âèäå ýëåêòðîííîé ïî÷òû, âè-
äåîñâÿçè, ñîöèàëüíûõ ñåòåé è äðóãèõ ôîðì ýëåêòðîííîé êîììó-
íèêàöèè.

Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå õîðîøî ñîâìåùàåòñÿ ñ î÷íûì îáó÷å-
íèåì, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíû âàðèàíòû:

• ñîâìåùåíèå òðàäèöèîííûõ î÷íûõ çàíÿòèé (óðîê) ñ äèñòàí-
öèîííûìè (íàïðèìåð, ïðîâåäåíèå êîíñóëüòàöèé, äîïîëíè-
òåëüíûõ çàíÿòèé äëÿ ìîòèâèðîâàííûõ äåòåé èëè, íàîáîðîò,
äëÿ ñëàáîóñïåâàþùèõ);

• îðãàíèçàöèÿ ïîñòîÿííîé ãðóïïû îáó÷àåìûõ (êèáåðêëàññ) èç
ðàçíûõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé (ãîðîäîâ, ðåãèîíîâ, ñòðàí) äëÿ
ïðîõîæäåíèÿ äèñòàíöèîííîãî êóðñà, çà îáó÷åíèåì êîòîðûõ
ñëåäèò (êîíñóëüòèðóåò, ïîìîãàåò) êóðàòîð;

• äèñòàíöèîííîå ñàìîîáðàçîâàíèå, ðàçðàáîòêà ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî ïðîåêòà äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ áåç ïîääåðæêè êóðàòî-
ðà ñ ïîñëåäóþùåé çàùèòîé, îáíàðîäîâàíèåì è îáñóæäåíèåì
ðåçóëüòàòîâ.

Çà ïåðèîä 2019-2022 ãã. ÷åòêî âûÿâèëèñü êàê ïîëîæèòåëüíûå,
òàê è îòðèöàòåëüíûå ñòîðîíû äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.

Ïðåèìóùåñòâà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ:

• Ñâîáîäà äîñòóïà, ìîáèëüíîñòü� îáó÷àòüñÿ ìîæíî ïðàê-
òè÷åñêè â ëþáîì ìåñòå è â ëþáîå âðåìÿ, èñïîëüçóÿ ëþ-
áûå äîñòóïíûå ñðåäñòâà (ãàäæåòû). Çàíÿòîé ÷åëîâåê ìîæåò
îáó÷àòüñÿ áåç îòðûâà îò îñíîâíîé ðàáîòû. Âîçìîæíîñòü
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îáó÷åíèÿ äîìà øêîëüíèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñàìîèçîëÿöèè
èëè íà êàðàíòèíå ïî çàáîëåâàíèþ;

• Ñíèæåíèå çàòðàò íà îáó÷åíèå � îáó÷àåìûé íåñ¼ò çà-
òðàòû íà íîñèòåëü èíôîðìàöèè, íî íå íà ìåòîäè÷åñêóþ
ëèòåðàòóðó. Îòñóòñòâóþò ìàòåðèàëüíûå òðàòû íà ïðîåçä
ê ìåñòó îáó÷åíèÿ. Ñíèæàåòñÿ ñåáåñòîèìîñòü îáó÷åíèÿ â âó-
çàõ, çàòðàòû íà ñîäåðæàíèå ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, ñíèæàåò-
ñÿ ïîòðåáíîñòü â ÓÏÏ (ó÷åáíî-ïåäàãîãè÷åñêîì ïåðñîíàëå)
è ÓÂÏ (ó÷åáíî-âñïîìîãàòåëüíîì ïåðñîíàëå) è ïðîèñõîäèò
ýêîíîìèÿ ôîíäà çàðàáîòíîé ïëàòû. Ýëåêòðîííûå ó÷åáíûå
ìàòåðèàëû äîñòóïíåå, ÷åì ó÷åáíèêè íà áóìàæíîé îñíîâå,
îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÷èòàëüíûõ çà-
ëîâ â áèáëèîòåêàõ, à âñå íåîáõîäèìûå ó÷åáíûå ìàòåðèàëû
ìîãóò ïðåäîñòàâëÿòüñÿ áèáëèîòåêàìè â ýëåêòðîííîé ôîðìå
êñåðîêñîâ;

• Ãèáêîñòü îáó÷åíèÿ � ïðîäîëæèòåëüíîñòü è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëîâ îáó÷àåìûé âûáèðàåò ñàì,
ðåàëèçóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîâòîðåíèÿ ïðîéäåííîãî ìàòåðè-
àëà, àäàïòèðóåòñÿ âåñü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïîä âðåìåííûå
îñîáåííîñòè óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà êîíêðåòíîé ëè÷íîñòüþ;

• Âîçìîæíîñòü ðàçâèâàòü êîìïåòåíöèè ýëåêòðîííîãî
îáùåíèÿ � ïîëüçîâàòåëè ýëåêòðîííûõ êóðñîâ ðàçâèâàþò
ñâîè íàâûêè è çíàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâåéøèìè ñîâðå-
ìåííûìè òåõíîëîãèÿìè è ñòàíäàðòàìè. Ýëåêòðîííûå êóð-
ñû òàêæå ïîçâîëÿþò ñâîåâðåìåííî è îïåðàòèâíî îáíîâëÿòü
ó÷åáíûå ìàòåðèàëû;

• Ïîòåíöèàëüíî ðàâíûå âîçìîæíîñòè îáó÷åíèÿ � îáó-
÷åíèå ñòàíîâèòñÿ íåçàâèñèìûì îò êà÷åñòâà ïðåïîäàâàíèÿ
â êîíêðåòíîì ó÷åáíîì çàâåäåíèè. Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå
äåëàåò äîñòóïíûì îáó÷åíèå äëÿ ëþäåé, íå èìåþùèõ âîç-
ìîæíîñòè îáó÷àòüñÿ î÷íî (íàïðèìåð, ëþäåé ñ îñîáåííîñòÿ-
ìè ïñèõîôèçè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ);

• Íîâûå âîçìîæíîñòè îáó÷åíèÿ èíîñòðàííûì ÿçûêàì
� äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ èçó÷åíèÿ
èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ êàê ïî îòå÷åñòâåííûì, òàê è ïî èíî-
ñòðàííûì ìåòîäèêàì, ïîñêîëüêó âîçìîæíî âûáèðàòü ïðåïî-
äàâàòåëåé � íîñèòåëåé ÿçûêà è ïðîâîäèòü ëèíãâèñòè÷åñêèå
òðåíèðîâêè ïðîèçíîøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåêòðîííûõ
ïåðåâîä÷èêîâ è àóäèîðîáîòîâ.
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Íåäîñòàòêè äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ:

• Íåîáõîäèìîñòü ñèëüíîé ìîòèâàöèè ê ñàìîîáðàçîâà-
íèþ�Ïðàêòè÷åñêè âåñü ó÷åáíûé ìàòåðèàë îáó÷àåìûé îñâà-
èâàåò ñàìîñòîÿòåëüíî. Ýòî òðåáóåò ðàçâèòîé ñèëû âîëè, îò-
âåòñòâåííîñòè è ñàìîêîíòðîëÿ. Ïîääåðæèâàòü íóæíûé òåìï
îáó÷åíèÿ áåç êîíòðîëÿ ñî ñòîðîíû óäàåòñÿ íå âñåì. Îñî-
áî ñòðàäàþò äåòè è èõ ðîäèòåëè, êîòîðûå íå â ñîñòîÿíèè
ïðàâèëüíî êîíòðîëèðîâàòü îáó÷åíèå äåòåé è êîððåêòèðî-
âàòü ìåòîäèêó âûïîëíåíèÿ äîìàøíèõ çàäàíèé. Äèñòàíöè-
îííîå îáó÷åíèå òðåáóåò îñîáûå ôîðìû äîìàøíèõ çàäàíèé.
Ïîâûøàåòñÿ çíà÷åíèå ðàçëè÷íûõ òåñòîâûõ çàäàíèé, âàðèà-
òèâíûõ ôîðì, êîòîðûå ïîçâîëÿò îöåíèòü ñòåïåíü óñâîåíèÿ
ïðîéäåííîãî ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà;

• Ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå íå ïîäõîäèò äëÿ ðàçâèòèÿ
êîììóíèêàáåëüíîñòè � Ïðè ýëåêòðîííîì îáó÷åíèè ëè÷-
íûé êîíòàêò ó÷àùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì è ïðåïîäàâàòåëÿìè
ìèíèìàëåí, âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è æèçíåííîãî îïûòà îò-
ñóòñòâóåò. Ïîýòîìó òàêàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ íå ïîäõîäèò äëÿ
ðàçâèòèÿ êîììóíèêàáåëüíîñòè, óâåðåííîñòè, íàâûêîâ ðàáî-
òû â êîìàíäå;

• Îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòè îáó÷åíèÿ ðó÷íîìó òðóäó
� Îáó÷åíèå ïî ïðåäìåòàì, ïðåäïîëàãàþùèì áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, äèñòàíöèîííî çàòðóäíåíî.
Ýòî êàñàåòñÿ ïðåæäå âñåãî åñòåñòâîçíàíèÿ, áèîëîãèè, õè-
ìèè. Ïðè îáó÷åíèè â âóçå äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå íåâîç-
ìîæíî ïî êëèíè÷åñêîé ìåäèöèíå, ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôè-
çèêå, îðãàíè÷åñêîé è íåîðãàíè÷åñêîé õèìèè, ïî äðóãèì òåõ-
íè÷åñêèì äèñöèïëèíàì, ñâÿçàííûì ñ ìîäåëèðîâàíèåì, êîí-
ñòðóèðîâàíèåì è ïðîâåäåíèåì ýêñïåðèìåíòîâ;

• Ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè ïîëüçîâàòåëÿ � Ñàìûé ýô-
ôåêòèâíûé ñïîñîá ïðîñëåäèòü çà òåì, ÷åñòíî è ñàìîñòîÿ-
òåëüíî ëè îáó÷àåìûé ñäàâàë ýêçàìåíû èëè çà÷åòû, � ýòî
âèäåîíàáëþäåíèå èëè î÷íûé çà÷åò. Ôîðìà äèñòàíöèîííî-
ãî çà÷åòà èëè ýêçàìåíà íå äàåò âîçìîæíîñòè îáúåêòèâíî
îöåíèòü óðîâåíü êîìïåòåíöèè, ïîñêîëüêó áåñåäà ¾âîïðîñ-
îòâåò¿ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò;

• Íåäîñòàòî÷íàÿ êîìïüþòåðíîå è Èíòåðíåò-îáåñïå÷å-
íèå òåððèòîðèè � Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ Ðîññèè äèñòàí-
öèîííîå îáó÷åíèå îñëîæíåíî îòñóòñòâèåì íåîáõîäèìîé èí-
ôðàñòðóêòóðû, ñâÿçè, ýëåêòðîííîé òåõíèêè. Â ýòîé ñâÿ-
çè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ ýëåêòðîííûõ ñðåäñòâ
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êîììóíèêàöèè êàê ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íà âñåé òåð-
ðèòîðèè ñòðàíû;

• Êðèòåðèè îöåíêè çíàíèé � Ïðè îöåíêå ðåçóëüòàòîâ äè-
ñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ ìåòîäèêà è
êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ êîìïåòåíöèé, ïîëó÷åííûõ ïî èòîãàì
îáó÷åíèÿ. Ôîðìàëüíûå îïðîñû è âîïðîñû ïîçâîëÿþò íàõî-
äèòü ôîðìàëüíûå îòâåòû â Èíòåðíåòå, ïðè ýòîì ìàòåðèàë
íå óñâàèâàåòñÿ, íå äîõîäèò äî ðàçóìà è ïîíèìàíèÿ.

Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ äèñòàíöèîííîãî (óäàëåííîãî) îáó-
÷åíèÿ. Ïî ñóòè, äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå ïîÿâèëîñü ãîðàçäî
ðàíüøå, ÷åì îáó÷åíèå ÷åðåç Èíòåðíåò, òàê êàê ýòîò ìåòîä îáó-
÷åíèÿ ñóùåñòâîâàë çàäîëãî äî òîãî, êàê ëþäè íà÷àëè èñïîëü-
çîâàòü êîìïüþòåðû. Ôàêòè÷åñêè ñ íà÷àëà XVIII âåêà è ïî ñåé
äåíü êîíöåïöèÿ äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ îñòàëàñü ïðåæíåé:
ìåíÿëèñü òîëüêî êàíàëû êîììóíèêàöèè [4].

Ðèñ. 1. Èñààê Ïèòìàí.

Ïî÷òè òðèñòà ëåò
íàçàä ãîñïîäèíÊàëåá
Ôèëèïñ (àíãë. Caleb
Phillips) â 1728 ãîäó
ñòàë ïåðâûì îðãàíè-
çàòîðîì ñèñòåìû äè-
ñòàíöèîííîãî îáðàçî-
âàíèÿ, ðàçìåñòèâ â áî-
ñòîíñêîé ãàçåòå îáúÿâ-
ëåíèå î íàáîðå ñòóäåí-
òîâ èç ïðèãîðîäîâ íà
êóðñû áûñòðîãî ïèñü-
ìà è áóõãàëòåðèè. Áëà-
ãîäàòíîé ïî÷âîé äëÿ
ïîÿâëåíèÿ äèñòàíöèîí-
íîãî îáðàçîâàíèÿ ñòà-
ëî ðàçâèòèå ðåãóëÿð-
íûõ ïî÷òîâûõ ñëóæá:
áåç ýòîãî êàíàëà ñâÿçè

óäàëåííàÿ êîììóíèêàöèÿ áûëà áû ñëèøêîì çàòÿíóòà è
íåñòàáèëüíà.

Àíãëèéñêèé ïåäàãîã, èçîáðåòàòåëü ñèñòåìû ñòåíîãðàôèèÈñà-
àê Ïèòìàí (àíãë. Isaak Pitman) â 1840 ãîäó, èñïîëüçóÿ ïî÷òî-
âûå îòïðàâëåíèÿ, íà÷àë îáó÷àòü ñòåíîãðàôèè ñòóäåíòîâ â Ñî-
åäèíåííîì Êîðîëåâñòâå.
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Ðèñ. 2. Àííà Ýëèîò Òèêíîð.

Â Àìåðèêå â 1873 ãî-
äó Àííà Ýëèîò Òèêíîð
(àíãë. Anna Eliot Ticknor)
âçÿëà çà îñíîâó àíãëèéñêóþ
ïðîãðàììó ¾Îáùåñòâî ïîä-
äåðæêè äîìàøíåãî îáó÷å-
íèÿ¿ è ñîçäàëà ñèñòåìó îáó-
÷åíèÿ ïî ïî÷òå äëÿ æåíùèí
ïîä íàçâàíèåì ¾Îáùåñòâî
Òèêíîð¿.

À â 1874 ãîäó ïðîãðàì-
ìà îáó÷åíèÿ ïî ïî÷òå áû-
ëà ïðåäëîæåíà Óíèâåðñèòå-
òîì øòàòà Èëëèíîéñ. Âè-
ëüÿì Ðåéíè Õàðïåð (àí-
ãë. William Rainey Harper)
ñ÷èòàþùèéñÿ â Àìåðèêå ¾îò-
öîì îáó÷åíèÿ ïî ïî÷òå¿, â
1892 ãîäó ó÷ðåäèë ïåðâîå îòäåëåíèå äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ â
Óíèâåðñèòåòå ×èêàãî. Â 1906 ãîäó ïðåïîäàâàíèå ïî ïî÷òå áûëî
ââåäåíî è â Óíèâåðñèòåòå øòàòà Âèñêîíñèí.

Ðèñ. 3. Âèëüÿì Ðåéíè Õàðïåð.

Â Àâñòðàëèè â 1911 ãîäó
íà÷àëè ñâîþ ðàáîòó êóð-
ñû âóçîâñêîãî óðîâíÿ â
Êâèíñëåíäñêîì óíèâåðñèòå-
òå â Áðèñáåíå. Äëÿ äåòåé,
ïðîæèâàþùèõ äàëåêî îò
øêîë, â 1914 ãîäó áûëî
îðãàíèçîâàíî îáó÷åíèå ïî
ïî÷òå ïî ïðîãðàììå íà÷àëü-
íûõ êëàññîâ. Âñêîðå ïîäîá-
íûå ñèñòåìû äëÿ øêîëüíè-
êîâ ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ â
Êàíàäå è Íîâîé Çåëàíäèè.

Â 1939 ãîäó âî Ôðàíöèè
äëÿ îáó÷åíèÿ äåòåé, íå
èìåþùèõ âîçìîæíîñòè ïî-
ñåùàòü øêîëó, áûë ñîçäàí
Ãîñóäàðñòâåííûé öåíòð äè-
ñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ â
Ãðåíîáëå, êðóïíåéøåå ó÷åá-

íîå çàâåäåíèå äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ â Åâðîïå.
Â 1946 ãîäó íà äèñòàíöèîííûå ôîðìû îáó÷åíèÿ ïåðåøåëÞæ-
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íîàôðèêàíñêèé óíèâåðñèòåò.
Äèñòàíöèîííîå îáðàçîâàíèå â Ðîññèè ñòàëî ðàçâèâàòüñÿ ïî-

ñëå ðåâîëþöèè 1917 ãîäà êàê îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà äëÿ
âçðîñëûõ ëþäåé, êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè ïðèîáðåëà ÷åðòû êóðñîâ
ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè.

Áûëà ðàçðàáîòàíà îñîáàÿ, ¾êîíñóëüòàöèîííàÿ¿ ìîäåëü äèñòàí-
öèîííîãî îáðàçîâàíèÿ, íå ïðåäïîëàãàþùàÿ âèçóàëüíîãî êîíòàê-
òà. Äàííàÿ ìîäåëü øèðîêî èñïîëüçîâàëàñü, íàïðèìåð, íà Êóð-
ñàõ êðàñíûõ êîìàíäèðîâ (ÊÊÊ), ìåòîäè÷åñêèé öåíòð Êóðñîâ
ðàçìåùàëñÿ â Ïåòðîãðàäå, â Ïåòðîãðàäñêîì Ñîâåòå ðàáî÷èõ è
êðåñòüÿíñêèõ äåïóòàòîâ, â Ñìîëüíîì. Îñíîâíàÿ çàäà÷à Êóðñîâ
áûëà ëèêâèäàöèÿ íåãðàìîòíîñòè âûñøåãî êîìàíäíîãî ñîñòàâà
Êðàñíîé Àðìèè áåç îòðûâà, òàê ñêàçàòü, îò ïðîèçâîäñòâà, ò.å. îò
íåïîñðåäñòâåííîãî ðóêîâîäñòâà ââåðåííûõ èì àðìåéñêèõ ñîåäè-
íåíèé. Êðîìå ýòîãî îáó÷àþùèõñÿ ñíàáæàëè ìåòîäè÷åñêèìè ðó-
êîâîäñòâàìè ïî îñâîåíèþ ÷òåíèÿ, àãèòàöèîííûìè ìàòåðèàëàìè.
Ïî çàâåðøåíèè îáó÷åíèÿ ïðåäïîëàãàëèñü î÷íûå ýêçàìåíû, äëÿ
êîòîðûõ âîåíà÷àëüíèêè âûçûâàëèñü â Ïåòðîãðàä. Äëÿ ïðîæèâà-
íèÿ êîìàíäèðîâàííûõ íà Øïàëåðíîé óëèöå áûëà îðãàíèçîâàíà
ñïåöèàëüíàÿ êàçàðìà, â êîòîðîé, êñòàòè, æèëè òàêæå ïðåïîäà-
âàòåëè ðóññêîãî ÿçûêà, ëèòåðàòóðû, ìàòåìàòèêè è èñòîðèè ÂÊ-
Ïá. Â òî âðåìÿ Øïàëåðíàÿ óëèöà íàçûâàëàñü óëèöåé Âîèíîâà.
Ïåðåèìåíîâàíà Øïàëåðíàÿ áûëà ñðàçó ïîñëå ðåâîëþöèîííûõ
ñîáûòèé âïëîòü äî äåâÿíîñòûõ ãîäîâ äâàäöàòîãî âåêà, â ÷åñòü
óáèòîãî â 26 èþëÿ 1917 ãîäà æóðíàëèñòà è ïîýòà Èâàíà Àâê-
ñåíòüåâè÷à Âîèíîâà (1885�1917), êîòîðûé áóäó÷è áîëüøåâèêîì,
ðàñïðîñòðàíÿë â êàçàðìàõ ¾Ëèñòîê Ïðàâäû¿ èìåííî íà ýòîé
óëèöå, ãäå åãî è óáèëè [5].

Áàáóøêà îäíîãî èç àâòîðîâ ýòîé ñòàòüè � Òîðîïîâà Àííà
Òðîôèìîâíà (1900�1987) ïîñëå îêîí÷àíèÿ îòäåëåíèÿ ðóññêîãî
ÿçûêà è ëèòåðàòóðû Ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà â 1924 ãîäó áû-
ëà íàïðàâëåíà íà ðàáîòó ïðåïîäàâàòåëåì Êóðñîâ. Ïî å¼ âîñïîìè-
íàíèÿì êîìàíäèðû èç ðàáî÷èõ è êðåñòüÿí áûëè ìàëîãðàìîòíû-
ìè è ìàëîîáðàçîâàííûìè ëþäüìè, íî èñêðåííå ñòðåìèâøèìèñÿ
ê çíàíèÿì. Â Ðåñïóáëèêå Ñîâåòîâ áûëà îðãàíèçîâàíà öåëàÿ ñåòü
ÊÊÊ, ïðàêòè÷åñêè â êàæäîì ãóáåðíñêîì öåíòðå. Ïî äàííûì
ÁÑÝ ¾. . . Ïîäãîòîâêà è íàêîïëåíèå êàäðîâ êðàñíûõ êîìàíäèðîâ
(êðàñêîìîâ) ïåðâîíà÷àëüíî îñóùåñòâëÿëàñü ñ ïîìîùüþ ìíîãî-
÷èñëåííîé ñåòè êîìàíäíûõ êóðñîâ. Â 1918 ã. ñåòü ýòèõ êóðñîâ,
êðàòêàÿ ó÷åáà íà êîòîðûõ ïåðåìåæàëàñü ñ âûåçäàìè íà ôðîíò,
âûïóñòèëà îêîëî 1.700 êîìàíäèðîâ, â 1919 ã. � îêîëî 12 òûñ., à
â 1920 � îêîëî 20 òûñ. êîìàíäèðîâ¿ [6].

Ïîñëå Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû 1941�1945 ãã. â ÑÑÑÐ
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ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà çàî÷íîãî âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ ðóêî-
âîäèòåëåé ïðîèçâîäñòâà, íà÷àëüíèêîâ öåõîâ, ìàñòåðîâ è èíæå-
íåðîâ òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ê 1960 ãîäó â ÑÑÑÐ áûëî
îáðàçîâàíî 11 çàî÷íûõ óíèâåðñèòåòîâ, à òàêæå çàî÷íûå ôàêóëü-
òåòû â î÷íûõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ. Äëÿ ïðîôîðèåíòàöèè
øêîëüíèêîâ ïðè ìíîãèõ âóçàõ ôîðìèðîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå
êðóæêè è øêîëû. Íàïðèìåð, íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå Ëåíèíãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (íûíå
ÑÏáÃÓ) ïðîôåññîðîì Ìàðêîì Èâàíîâè÷åì Áàøìàêîâûì (1937�
2022) â 1961 ãîäó áûëè îðãàíèçîâàíû äâå ñïåöèàëèçèðîâàííûå
ìàòåìàòè÷åñêèå øêîëû ÞÌØ (þíîøåñêàÿ ìàòøêîëà) è ÇÌØ
(çàî÷íàÿ ìàòøêîëà). Çàíÿòèÿ â ÞÌØ âåëè ñòóäåíòû ñòàðøèõ
êóðñîâ è àñïèðàíòû ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëåé, â ÇÌØ
øëà àêòèâíàÿ ïåðåïèñêà ñî øêîëüíèêàìè âñåé ñòðàíû, êîòîðûå
ïîëó÷àëè è âûïîëíÿëè êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå è
âûñûëàëè òåòðàäè ïî ïî÷òå, à çàòåì ïîëó÷àëè èõ îáðàòíî ñ
ðåöåíçèÿìè è ðåêîìåíäàöèÿìè. Ñ 1968 ãîäà ÞÌØ ïðîâîäèëè
âûåçäíûå ìàòåìàòè÷åñêèå øêîëû â ëåòíèå ìåñÿöû. Â ÷àñòíîñòè,
ïåðâàÿ âûåçäíàÿ øêîëà áûëà ïðîâåäåíà ïðîôåññîðîì Ñåðãååì
Âëàäèìèðîâè÷åì Âîñòîêîâûì (ðîä. 1945), êîòîðûé áåññìåííî
ñ 2007 ãîäà âîçãëàâëÿåò Ôîíä ñîäåéñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó îá-
ðàçîâàíèþ è ïîääåðæêè èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê
¾ÓíèØàíñ¿. Ïðàêòèêà âûåçäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñåìèíàðîâ ñ
ó÷àñòèåì øêîëüíèêîâ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå Ôîíäà [1].

Ñîçäàíèå â 1969 ãîäó Îòêðûòîãî óíèâåðñèòåòà Âåëèêîáðèòà-
íèè ñïîñîáñòâîâàëî ðàçâèòèþ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ â ñòðà-
íàõ Åâðîïû è Àçèè.

Â 1979 ãîäó â Êèòàå áûëà îðãàíèçîâàíà Íàöèîíàëüíàÿ ñåòü
ðàäèî- è òåëåâèçèîííûõ óíèâåðñèòåòîâ (Central Radio and TV
University, CRTVU ).

Ê ñåðåäèíå 1990-õ ãã. ñôîðìèðîâàëîñü ïðåäñòàâëåíèå î äè-
ñòàíöèîííîì îáðàçîâàíèè êàê î ñèñòåìå, îñíîâàííîé íà èíòå-
ãðèðîâàííîé èíôîðìàöèîííî-îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäå îáó÷åíèÿ,
â êîòîðîé ïðåïîäàâàòåëü íå òîëüêî ïåðåäà¼ò èíôîðìàöèþ, íî è
êîîðäèíèðóåò ïðîöåññ óñâîåíèÿ, à ñòóäåíò ñàìîñòîÿòåëüíî ðàç-
ðàáàòûâàåò èíäèâèäóàëüíóþ îáðàçîâàòåëüíóþ òðàåêòîðèþ èç
ìîäóëüíûõ êîìïîíåíòîâ êóðñà.

Â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü ñ íà÷àëà 2000-õ ãã. èñïîëüçîâàíèå
èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé ïðèâåëî ê ïîÿâ-
ëåíèþ òðàíñëÿöèîííîé ìîäåëè è ðàñøèðåíèþ òåõíè÷åñêîãî àð-
ñåíàëà äèñòàíöèîííîé ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
àêòèâíî ôîðìèðóþòñÿ ìåòîäèêè ñîâìåñòíîãî òðàäèöèîííîãî è
ýëåêòðîííîãî îáðàçîâàíèÿ â ñðåäíåé è âûñøåé øêîëå [7].
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Ïðîñëåäèâ èñòîðèþ ðàçâèòèÿ äèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ,
ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî îíî âñåãäà ñîîòâåòñòâîâàëî ðàçâè-
òèþ ýëåêòðîííî-èíôîðìàöèîííîãî îáùåñòâà ñ åãî íîâûìè âîç-
ìîæíîñòÿìè è çàïðîñàìè. Ìåòîäû îðãàíèçàöèè äèñòàíöèîííîãî
îáó÷åíèÿ áóäóò è â áóäóùåì ñèíõðîííî ìîäèôèöèðîâàòüñÿ ñ
ïîÿâëåíèåì íîâûõ òåõíîëîãèé.
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ÓÄÊ 531.8

Êóçüìèí À.Â.1, Ðûæèêîâà Í.À.2

Ìåòîäû îðãàíèçàöèè äèñòàíöèîííîãî ôîðìàòà
ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ïðàêòèêà ðàáîòû â òâîð÷åñêèõ êîëëåê-
òèâàõ òåõíè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè ñ ïðèìåíåíèåì äèñòàíöèîííîãî ôîðìàòà
ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîì îáðàçîâàíèè. Îòìå÷àþòñÿ ïëþñû
è ìèíóñû äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû ê ìîòèâàöèè
ó÷àùèõñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå, äîïîëíèòåëüíîå îáðàçîâàíèå.

Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîãðåññ è ðàçâèòèå èíôîðìàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé îòêðûâàþò íîâûå ãîðèçîíòû äëÿ îáùåíèÿ è îáìåíà èí-
ôîðìàöèåé. Èíòåðíåò-òåõíîëîãèè îáúåäèíÿþò ëþäåé ïî âñåìó
ìèðó, îáåñïå÷èâàÿ êîìôîðòíûå óñëîâèÿ äëÿ ñîçèäàíèÿ è òâîð-
÷åñòâà.

Èçó÷åíèå îïûòà èíòåãðàöèè äèñòàíöèîííîãî ôîðìàòà ýëåê-
òðîííîãî îáðàçîâàíèÿ â ó÷ðåæäåíèÿõ äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî îáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâ-
íûì è èíòåðåñíûì, îäíàêî èìååòñÿ ðÿä ïðîáëåì, òðåáóþùèõ
ðåøåíèÿ. Â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè îáðàçîâàòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ
ìû ñòàëêèâàëèñü ñî ñòåðåîòèïàìè, êàñàþùèõñÿ ñêåïòè÷åñêîãî
íàñòðîÿ ïî îòíîøåíèþ ê äèñòàíöèîííîìó îáó÷åíèþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, äàííàÿ ôîðìà ðàáîòû óíèêàëüíà è òðåáóåò îñîáîãî ïîä-
õîäà.

Èçó÷àÿ îïûò êîëëåã â ó÷ðåæäåíèÿõ äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, ìû âûäåëèëè ñëåäóþùèå ïëþñû äèñòàíöèîííîãî îáðàçî-
âàíèÿ:

• ãèáêèå âðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííûå ðàìêè îñâîåíèÿ ìà-
òåðèàëà;

• âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü îíëàéí-çàíÿòèÿ äëÿ áîëüøåãî êî-
ëè÷åñòâà ó÷àùèõñÿ;

• ñâîáîäíûé è ïîñòîÿííûé äîñòóï ê ñïðàâî÷íûì ìàòåðèàëàì,
âîçìîæíîñòü îïåðàòèâíîãî îáðàùåíèÿ ê íèì;

• âîçìîæíîñòü êîìïüþòåðíîé âèçóàëèçàöèè ìàòåðèàëà, äî-
ñòèãàåìàÿ çà ñ÷åò ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ òåê-
ñòîâîé, ãðàôè÷åñêîé, çâóêîâîé èíôîðìàöèè.

1ÃÁÓÄÎ Äâîðåö òâîð÷åñòâà äåòåé è ìîëîäåæè Êîëïèíñêîãî ðàéîíà ÑÏá
2ÃÁÓÄÎ Äâîðåö òâîð÷åñòâà äåòåé è ìîëîäåæè Êîëïèíñêîãî ðàéîíà ÑÏá
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Îäíàêî òàêæå ìû ñòîëêíóëèñü ñ ðÿäîì íåäîñòàòêîâ, òðåáóþ-
ùèõ ðåøåíèÿ. Ê íèì ìîæíî îòíåñòè:

• òåõíîëîãè÷åñêîå îñíàùåíèå;

• áîëüøèå âðåìåííûå çàòðàòû íà ïîäãîòîâêó îáó÷àþùèõ ìà-
òåðèàëîâ ïåäàãîãîì;

• îòñóòñòâèå ïîëíîöåííîãî îáùåíèÿ ó÷àùèõñÿ ñ ïåäàãîãîì è
äðóã ñ äðóãîì, íåäîñòàòî÷íîñòü îáðàòíîé ñâÿçè;

• îòñóòñòâèå ìîòèâàöèè è ñàìîäèñöèïëèíû ó÷àùèõñÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïðîáëåì è îáåñïå÷åíèÿ ðå-
çóëüòàòèâíîñòè äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ îáó-
÷àþùèõ, ðàçâèâàþùèõ è âîñïèòàòåëüíûõ çàäà÷ íà çàíÿòèÿõ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ôîðì ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ â ðàìêàõ ðåàëè-
çàöèè äîïîëíèòåëüíîé îáùåîáðàçîâàòåëüíîé îáùåðàçâèâàþùåé
ïðîãðàììû (ÄÎÎÏ) ¾Ðàçðàáîòêà êîìïüþòåðíûõ èãð¿ èñïîëü-
çîâàëñÿ êîìïëåêñíûé ïîäõîä, àêòèâíî ïðèìåíÿåìûé â ïðîåêò-
íîé äåÿòåëüíîñòè, îñíîâàííûé íà æèçíåííûõ öèêëàõ. Äàííàÿ
ìîäåëü ïðèìåíÿåòñÿ â ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè äëÿ îðãàíèçà-
öèè ìíîãîêðàòíîãî èñïîëíåíèÿ íàáîðà èíñòðóêöèé. Ëþáîé öèêë
õàðàêòåðèçóåòñÿ çàâåðøåííîñòüþ è ïîâòîðÿåìîñòüþ âçàèìîñâÿ-
çàííûõ ýòàïîâ íà îïðåäåëåííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ìîæíî
âûäåëèòü îáùèé öèêë è åãî ýòàïû, ïîäðàçóìåâàþùèå âûïîëíå-
íèå ìàëûõ öèêëîâ.

Îáùèé öèêë ïîäðàçóìåâàåò ðàçâèòèå îáó÷àþùåãîñÿ ÷åðåç ïî-
ýòàïíîå îñâîåíèå íàâûêîâ ðàçðàáîòêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòà-
ïû ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïðîåêòû, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå
íàðàñòàþùåé ñëîæíîñòè. Ñîçäàííàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ âèðòóàëü-
íàÿ ñðåäà ôîðìèðóåò ñîçèäàòåëüíûé îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ,
â êîòîðîì íàðàâíå ñ íðàâñòâåííûìè óñòîÿìè ôîðìèðóþòñÿ êîì-
ìóíèêàöèîííûå ñïîñîáíîñòè. Ìàëûå öèêëû � ýòî ýòàïû ðàçðà-
áîòêè ïðîåêòà. Îíè èìåþò îáùóþ ñòðóêòóðó, íî ðàçëè÷àþòñÿ ïî
ñîäåðæàíèþ. Ìàëûé öèêë âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçâèòèå ïðåäìåò-
íûõ íàâûêîâ, ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è ðàçâèòèå àíàëèòè-
÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé. Èíñòðóìåíòîì äîñòèæåíèÿ ðàçâèâàþùèõ
çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâëåííûå è îòñíÿòûå îáðàçî-
âàòåëüíûå âèäåîçàíÿòèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ îáó÷àþùèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ çàùèùåí-
íûå âèðòóàëüíûå êëàññû íà áåñïëàòíîé ïëàòôîðìå Discord, êî-
òîðàÿ ïðåäëàãàåò:

• Òåêñòîâûå êàíàëû äëÿ îðãàíèçàöèè çàíÿòèé, ñåìèíàðîâ è
äîìàøíèõ çàäàíèé, ÷òîáû ó÷àùèåñÿ ìîãëè âìåñòå ðàáîòàòü
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íàä çàäà÷àìè ïî íà÷àëó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà;

• Ãîëîñîâûå êàíàëû äëÿ ëè÷íûõ áåñåä, ãðóïïîâûõ îáñóæäå-
íèé, êîíñóëüòàöèé è îíëàéí êîíôåðåíöèé;

• Ó÷åáíóþ ñðåäó äëÿ ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèé â ðåæèìå ðåàëüíîãî
âðåìåíè, íà êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü
äî 50 ÷åëîâåê.

Îíëàéí êîíôåðåíöèè, ïîìèìî âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü óãëóá-
ëåííûå çíàíèÿ ïî äèñöèïëèíå, ïîçâîëÿþò îáó÷àþùèìñÿ àêòèâíî
âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ïåäàãîãîì.

Äîñòèæåíèå ðàçâèâàþùèõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ ÄÎÎÏ, îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ðàçâèòèå òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé è àëãîðèò-
ìè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ îáó÷àþùèõñÿ è òðåáóåò îñîáîãî ïîäõîäà,
ïîýòîìó âèäåîçàíÿòèå èìååò òðåõñòóïåí÷àòóþ ñòðóêòóðó.

Òåìû âèäåîçàíÿòèé ñîâïàäàþò ñ êàëåíäàðíî-òåìàòè÷åñêèì ïëà-
íîì è ïóáëèêóþòñÿ ñîãëàñíî ðàñïèñàíèþ. Òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ
êîíòðîëü ïðîõîæäåíèÿ è êà÷åñòâà îñâîåíèÿ îïóáëèêîâàííûõ ìà-
òåðèàëîâ. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, íà îçíàêîìëåíèå è âûïîë-
íåíèå çàäàíèÿ èç âèäåîçàíÿòèÿ ó÷àùåìóñÿ â ñðåäíåì òðåáóåòñÿ
2 àêàäåìè÷åñêèõ ÷àñà.

1) Òåîðåòè÷åñêîå ââåäåíèå

Ïåðâûé ýòàï ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñåäó, ãäå îáó÷àþùèåñÿ ïîëó-
÷àþò íåîáõîäèìóþ òåîðåòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ. Âèäåîðÿä ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äåìîíñòðàöèþ ðàáîòû ñ ïðîãðàììíûì îáåñïå÷å-
íèåì è ãðàôè÷åñêóþ âèçóàëèçàöèþ àáñòðàêòíûõ ïîíÿòèé, íà-
ïðèìåð, öèêë, êëàññ èëè ïåðåìåííàÿ, ñîïðîâîæäàåìûå êîììåí-
òàðèÿìè ïåäàãîãà.

2) Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñëå òåîðåòè÷åñêîãî ââåäåíèÿ ïåäàãîã ôîðìóëèðóåò çàäà÷ó è
ïîäàåò ñèãíàë î ïðèîñòàíîâêå âèäåî äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òû îáó÷àþùèõñÿ íàä ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé. Êàê ïîêàçàëà ïðàê-
òèêà, íà îñíîâå èñõîäíûõ äàííûõ îáó÷àþùèåñÿ íàõîäèëè ñàìûå
ðàçíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ, ïîñëå ÷åãî âûáèðàëñÿ ñàìûé åìêèé
è ðàçóìíûé èç çàÿâëåííûõ.

3) Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Ïåäàãîã ïîøàãîâî äåìîíñòðèðóåò àëãîðèòì âåðíîãî ðåøåíèÿ ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è. Îáó÷àþùèåñÿ ñðàâíèâàþò ñâîè ðåøåíèÿ èëè
íàõîäÿò îøèáêè, èç-çà êîòîðûõ íå ïîëó÷àëîñü ðåàëèçîâàòü êîä
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ äîñòèæåíèÿ êîìïëåêñà çàäà÷ è ðàçâè-
òèÿ ïðåäìåòíûõ è ìåòàïðåäìåòíûõ êîìïåòåíöèé ÿâëÿåòñÿ èíè-
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öèèðîâàíèå è ïîääåðæêà ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ. Â
íàøåì ñëó÷àå, îáó÷àþùèåñÿ ñôîðìèðîâàëè êîëëåêòèâû, ðàçðà-
áàòûâàþùèå è ðåàëèçóþùèå èíäèâèäóàëüíûå ïðîåêòû. Ïîä êîí-
òðîëåì ïåäàãîãà ó÷àùèåñÿ èìåþò âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü êà÷å-
ñòâî ñîáñòâåííîãî ïðîäóêòà íà êîììåð÷åñêèõ ïëàòôîðìàõ. Òà-
êèì îáðàçîì, ó÷àùèåñÿ çíàêîìÿòñÿ ñ àçàìè ôèíàíñîâîé ãðàìîò-
íîñòè è ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèåé, âîñïèòûâàåòñÿ çäîðîâîå îòíî-
øåíèå ê ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè è ðàáîòå â êîëëåê-
òèâå.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðèîäà îáó÷åíèÿ ó÷àùèìñÿ îêàçûâà-
åòñÿ êîíñóëüòàöèîííàÿ ïîääåðæêà, èíèöèèðóåìàÿ êàê ðåáåíêîì,
òàê è ïåäàãîãîì ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîëó-
÷åíèè èíäèâèäóàëüíîé îöåíêè ðàáîòû è ðåêîìåíäàöèé, ðåøåíèè
âîçìîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì.

Â ðàìêàõ ìåæëè÷íîñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáó÷àþùèõñÿ â
ïðîöåññå îáñóæäåíèÿ íþàíñîâ è âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïîñòàâëåí-
íûõ çàäà÷ ïîÿâëÿåòñÿ ñîðåâíîâàòåëüíûé àñïåêò, êîòîðûé ïðî-
áóæäàåò æèâîé èíòåðåñ ê îñâîåíèþ äèñöèïëèíû. Ê ÷èñëó ìîòè-
âèðóþùèõ ôàêòîðîâ òàêæå ìîæíî îòíåñòè ó÷àñòèå â ñîðåâíîâà-
íèÿõ ïî ðàçðàáîòêå èãð è êèáåðñïîðòó.

Èñõîäÿ èç ñîáñòâåííîãî îïûòà, óñïåõ çàâèñèò îò ñî÷åòàíèÿ
êîìïåòåíöèé ïåäàãîãà. Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ äåëàþò ñòðóêòóðèðî-
âàííûì, èíòåðåñíûì è óâëåêàòåëüíûì íå òîëüêî õîðîøåå çíà-
íèå è íåñòàíäàðòíîå ïðèìåíåíèå ñîâîêóïíîñòè äèäàêòè÷åñêèõ
ïðèíöèïîâ, ìåòîäîâ, ïåäàãîãè÷åñêèõ òåõíîëîãèé è ïðèåìîâ, íî
è ãðàìîòíàÿ ìîäåðàöèÿ è îðãàíèçàöèÿ ñåðâåðà, ïîääåðæêà èíè-
öèàòèâû ó÷àùèõñÿ è ïîñòàíîâêà èíòåðåñíûõ çàäà÷.

Êðîìå òîãî, íàìè çàìå÷åíà ïîëîæèòåëüíàÿ òåíäåíöèÿ âíåä-
ðåíèÿ ýëåìåíòîâ íàñòàâíè÷åñòâà. Âûïóñêíèêè è ñòàðøèå ðåáÿ-
òà àêòèâíî êîíñóëüòèðóþò íîâè÷êîâ ïî ðÿäó âîïðîñîâ. Âíåäðå-
íèå ýëåìåíòîâ öåëåâîé ìîäåëè íàñòàâíè÷åñòâà, íà÷àòîå â 2020
ãîäó, âëå÷åò çà ñîáîé èçìåðèìîå óëó÷øåíèå ëè÷íûõ ïîêàçàòå-
ëåé îáó÷àþùèõñÿ, ñâÿçàííîå ñ ðàçâèòèåì ãèáêèõ íàâûêîâ è ìå-
òàêîìïåòåíöèé, à òàêæå óëó÷øåíèå ïñèõîëîãè÷åñêîãî êëèìàòà
ñðåäè îáó÷àþùèõñÿ íà îáðàçîâàòåëüíîì ñåðâåðå. Ñîçäàííûå íà-
ìè óñëîâèÿ áëàãîïðèÿòíû äëÿ ìàêñèìàëüíî ïîëíîãî ðàñêðû-
òèÿ ïîòåíöèàëà ëè÷íîñòè, íåîáõîäèìîãî äëÿ óñïåøíîé ëè÷íîé è
ïðîôåññèîíàëüíîé ñàìîðåàëèçàöèè â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ èç-
ìåí÷èâîñòè, à òàêæå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîé ñèñòåìû
ïîääåðæêè, ñàìîîïðåäåëåíèÿ è ïðîôåññèîíàëüíîé îðèåíòàöèè
îáó÷àþùèõñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîäîøëè ê ðåøåíèþ îñíîâíûõ âûäåëÿ-
åìûõ ñïåöèàëèñòàìè ïðîáëåì â äèñòàíöèîííîì ôîðìàòå ýëåê-
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òðîííîãî îáó÷åíèÿ è óâèäåëè âîçìîæíîñòè èõ ðåøåíèÿ â îðãàíè-
çàöèè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà ïî ñèñòåìå ïðîåêòíîé äåÿòåëü-
íîñòè, ïîñòðîåííîé íà æèçíåííûõ öèêëàõ. Íåñîìíåííî, âðåìåí-
íûå çàòðàòû íà ïîäãîòîâêó îáó÷àþùèõ ìàòåðèàëîâ ïåäàãîãîì
ìàêñèìàëüíû íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ðåàëèçàöèè äèñòàíöèîííîãî
îáó÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì æå íà îáíîâëåíèå è óñîâåðøåíñòâîâà-
íèå ìàòåðèàëà áóäåò óõîäèòü ìåíüøå âðåìåíè.

Äèñòàíöèîííûé ôîðìàò ýëåêòðîííîãî îáó÷åíèÿ äåéñòâèòåëü-
íî ÿâëÿåòñÿ èííîâàöèîííûì è îáëàäàåò áîëüøèìè ïåðñïåêòè-
âàìè ðàçâèòèÿ â áóäóùåì. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íàø îïûò ìîæåò
ñòàòü îñíîâîé äëÿ äîëãîñðî÷íûõ ïîçèòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â
ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ.



Ñåêöèÿ 2.

Ìåòîäè÷åñêèå àñïåêòû
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè
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ÓÄÊ 519.1

Êðîïà÷åâà Í.Þ.1, Ëåîíîâà Î.Î.2,Ôåäîðîâà Ì.Þ.3

Ãðàôîâàÿ àëãîðèòìèçàöèÿ èçó÷åíèÿ
òåîðèè ðÿäîâ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ãðàôîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðè èçó÷åíèè òåîðèè ðÿäîâ. Ãðàôè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ñòðóêòóðèðîâàòü
òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, íàãëÿäíûì îáðàçîì êëàññèôèöèðîâàòü ðÿäû è ïðè-
çíàêè èõ ñõîäèìîñòè, à ïðè ïðàêòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè îáîñíîâàííî âûáèðàòü
íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè è ïðèìåíÿòü åãî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàôîâûå ìîäåëè, îáó÷àþùèåñÿ, ÷èñëîâûå ðÿäû, ñõîäèìîñòü,

ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè.

Íåçàâèñèìî îò ôîðìû ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèé, ñîâðåìåííûé ïîä-
õîä ê îáó÷åíèþ òðåáóåò èíôîðìàòèâíîñòè, ñòðóêòóðèðîâàííî-
ñòè, ñòðîãîé ëîãè÷åñêîé îáîñíîâàííîñòè è íàãëÿäíîñòè â ïîäà÷å
ìàòåðèàëà. Îäíèì èç òðåáîâàíèé îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòîâ
ÿâëÿåòñÿ øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå â ó÷åáíîì ïðîöåññå àêòèâíûõ
è èíòåðàêòèâíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ [1, 2].

Ïðè óäàëåííîì ôîðìàòå, êîãäà ïðîïàäàåò âîçìîæíîñòü æèâî-
ãî ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåíèÿ, âîçíèêàåò ïðîáëåìà óäåðæàíèÿ âíè-
ìàíèÿ îáó÷àþùèõñÿ íà ëîãè÷åñêîé ëèíèè ðàçâèòèÿ èçëîæåíèÿ.
Êîíå÷íî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýòó ëèíèþ â ñàìîì íà÷àëå èç-
ëîæåíèÿ òåìû, íî òîãäà îíà ïðîçâó÷èò ôîðìàëüíî, íå çàòðîíåò
ýìîöèè îáó÷àþùåãîñÿ, èáî ñ å¼ ôàêòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì îí
ïîçíàêîìèòñÿ äàëüøå, ïî ìåðå èçó÷åíèÿ òåìû. Ýòîò íåäîñòàòîê
ñãëàæèâàåòñÿ ïðè àóäèòîðíîì ôîðìàòå îáó÷åíèÿ, êîãäà åñòü âîç-
ìîæíîñòü ñëîâîì, æåñòîì, äâèæåíèåì, âçãëÿäîì � ðàçëè÷íû-
ìè ôîðìàìè âåðáàëüíîãî è íåâåðáàëüíîãî îáùåíèÿ ïîä÷åðêíóòü
òîò èëè èíîé ìîìåíò èçëîæåíèÿ, ðàññòàâèòü àêöåíòû â êëþ÷å-
âûõ ìåñòàõ òåìû.

Ïðè ðàáîòå â àóäèòîðèè ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî âîçíèêàåò îá-
ðàòíàÿ ñâÿçü: îáó÷àþùèåñÿ ìîãóò áåç ïðîìåäëåíèÿ, ñðàçó çàäà-
âàòü âîïðîñû, âûðàæàòü ñâîå íåäîóìåíèå ïî ïîâîäó òîé èëè èíîé
ôîðìóëèðîâêè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåïîäàâàòåëþ óòî÷íÿòü òå èëè
èíûå âîïðîñû, êîððåêòèðîâàòü èçëîæåíèå ïîä êîíêðåòíóþ àóäè-
òîðèþ. Ïðè óäàëåííîì ôîðìàòå îáó÷åíèÿ, êîãäà ýòî ïðîèñõîäèò
â ¾îí-ëàéí àóäèòîðèè¿, ðåàêöèè ñ îáåèõ ñòîðîí çàìåäëÿþòñÿ, èõ
òî÷íîñòü (òî÷íîñòü âîïðîñîâ è îòâåòîâ) ïàäàåò, òðåáóåòñÿ ãîðàç-
äî áîëüøå ñèë è ñðåäñòâ äëÿ äîâåäåíèÿ äî ñëóøàòåëåé òîé èëè
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èíîé ìûñëè. Êðîìå òîãî, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, âîñïðèÿòèå äîñêè
ñ ýêðàíà ìîíèòîðà, íåñîìíåííî, õóæå, ÷åì íåïîñðåäñòâåííî â
àóäèòîðèè. Ïîäêðåïëåíèå çàíÿòèÿ PDF� èëè WORD� ôàéëàìè
íå ðåøàåò ïðîáëåì íàãëÿäíîñòè è äèíàìè÷íîñòè îáó÷åíèÿ, ãåíå-
ðàëüíîé ëèíèè è àêöåíòèðîâàíèÿ îñîáûõ (¾òîíêèõ¿) ìîìåíòîâ.

Îäíèì èç ñëîæíûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ îáó÷àþùèìèñÿ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ðÿäîâ [3]. Ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ
íå òîëüêî â òîì, ÷òî áàçîâûå ïîíÿòèÿ ýòîãî ðàçäåëà � ðÿä, åãî
ñõîäèìîñòü, ñóììà ðÿäà, îñòàòîê � îïèðàþòñÿ íà íåïðîñòîå äëÿ
âîñïðèÿòèÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà è òðåáóþò ìàòåìàòè÷åñêîãî âîîá-
ðàæåíèÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñóììû áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ,
íî è â òîì, ÷òî âûáîð ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà
èñêóññòâîì, îáóñëîâëåííûì òèïîì ïðåäëîæåííîãî ðÿäà. Îïðåäå-
ëèòüñÿ ñ òèïîì ðÿäà è ïî íåìó âûáðàòü ïîäõîäÿùèé ïðèçíàê �
ãëàâíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ïîñòàâëåíà öåëü � íà ïðèìåðå òåîðèè
ðÿäîâ ïðåäëîæèòü òàêîå èçëîæåíèå îñíîâíîãî ó÷åáíîãî ìàòåðè-
àëà, êîòîðîå îáëåã÷àëî áû ïîíèìàíèå òåìû, ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé
ìåæäó å¼ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè, ñèñòåìàòèçèðîâàëî áû ïîëó-
÷åííûå çíàíèÿ, ÷òî ïðèâåëî áû ê ýôôåêòèâíîé ðàáîòå íà ïðàê-
òèêå. Äëÿ ýòîãî áûëà ïðåäëîæåíà àëãîðèòìèçàöèÿ îáîáùàþ-
ùåãî ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è â êà÷åñòâå ôîðìû ïîäà÷è âûáðàíî
ãðàôè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå � îäèí èç ìåòîäîâ èìèòàöèîííî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé äîñòàòî÷íî êîìïàêòíî è èí-
ôîðìàòèâíî ïåðåäàòü ñòðóêòóðó ñëîæíîé ñèñòåìû, îáëåã÷èòü
å¼ èññëåäîâàíèå [4, 5]. Ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü
âåðøèí, îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, è ñîåäè-
íÿþùèõ èõ ð¼áåð, êîòîðûå óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà
èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå. Íàãëÿäíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
óñêîðÿåò ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, óïðîùàåò ðàñ÷¼òû, ïîâû-
øàåò ýôôåêòèâíîñòü íàó÷íîé, èíæåíåðíîé è êîíñòðóêòîðñêîé
äåÿòåëüíîñòè. Ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â
ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ äèñöèïëèí, êàê â èçëàãàåìîì ìà-
òåðèàëå, òàê è ïðè åãî èçó÷åíèè.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòìû èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïî òåîðèè ðÿ-
äîâ.

Ïåðâûé âîïðîñ � îïðåäåëåíèå òèïà ðÿäà (ðèñ. 1): ÷èñëîâîé
èëè ôóíêöèîíàëüíûé. Åñëè ÷èñëîâîé, òî ýòî ìîæåò áûòü ðÿä
ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè èëè çíàêîïåðåìåííûé, â òîì ÷èñëå
çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé, òî ðÿä ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ñòåïåííûì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèì (ðÿä Ôóðüå) èëè ðÿäîì
ïî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé (îáîáùåííûé ðÿä Ôóðüå).

Âòîðîé âîïðîñ � èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ðÿ-
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äà. Ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõ ïðèçíàêîâ
â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðÿäà. Äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ âñ¼ íà÷èíà-
åòñÿ ñ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè. Åñëè îíî âûïîëíåíî,
òî äëÿ ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè çàäà÷à çàêàí÷èâàåò-
ñÿ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèçíàêà: îäèí èç äâóõ ïðèçíà-
êîâ ñðàâíåíèÿ, ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè, ïðèçíàê Äàëàìáåðà
èëè èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè (ðèñ.2). Äëÿ çíàêî÷åðåäóþ-
ùèõñÿ ðÿäîâ ïîñëå ïðîâåðêè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ïî îäíî-
ìó èç ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè
(ðèñ.3). Åñëè ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ èñõîäíîãî
ðÿäà, ðàñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâ-
íàÿ (íåàáñîëþòíàÿ) ñõîäèìîñòü.

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè îãðà-
íè÷èâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïðè çàìåíå t =

x−x0, àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ðÿäà
∞∑
n=0

an t
n (ðèñ. 4) âêëþ÷àåò â

ñåáÿ îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè, èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè
íà êîíöàõ ïîëó÷åííîãî èíòåðâàëà è îêîí÷àòåëüíîå îïðåäåëåíèå
èíòåðâàëà (îáëàñòè) ñõîäèìîñòè.

Ðèñ. 1. Êëàññèôèêàöèÿ ðÿäîâ.
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Ðèñ. 2. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Ðèñ. 3. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ.
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Ðèñ. 4. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà, èñïîëüçîâàíèå ãðàôè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ äåëàåò íàãëÿäíûì àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ðÿäîâ, ÷òî
ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ êîãíèòèâíûõ ñïîñîáíîñòåé îáó÷àþùèõ-
ñÿ, èõ çàèíòåðåñîâàííîñòè â ïîëó÷åíèè çíàíèé. À òàêæå èñïîëü-
çîâàíèå ïðåäëîæåííûõ ñõåì îáëåã÷àåò ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷.
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Õàðàêòåðíûå îøèáêè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÅÃÝ
íà êëàññè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òèïè÷íûìè
îøèáêàìè ïðè ðåøåíèè øêîëüíèêàìè çàäà÷ ÅÃÝ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðÿäà çàäà÷. Öåëü ñòàòüè � ïîìî÷ü ó÷èòåëþ
ñîðèåíòèðîâàòüñÿ â ñîäåðæàíèè è ïðåïîäàâàíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïàðàäîêñû, îøèáêè ïðè âû÷èñëåíèè, ðàâ-

íîâîçìîæíûå ïîïàðíî íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ, ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé.

Â 2021/22 ó÷åáíîì ãîäó â ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå âêëþ÷åíû äâå
çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Îáû÷íî èçó÷åíèå ýëåìåí-
òîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â øêîëå íà÷èíàåòñÿ ñ êëàññè÷åñêîãî
ïîäõîäà.

Ïîä âåðîÿòíîñòüþ ïîíèìàþò ÷èñëåííóþ âåëè÷èíó, õàðàêòå-
ðèçóþùóþ ñòåïåíü îáúåêòèâíîé âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñîáû-
òèÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì ïðîâåäåíèè íåêîåãî èñïûòàíèÿ. Êëàññè-
÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îñíîâàíî íà ïîíÿòèè ðàâíîâîç-
ìîæíîñòè èñõîäîâ. Èñõîäû � ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ � îáðàçóþò
ïîëíóþ ãðóïïó (âñå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû) è ÿâëÿþòñÿ íåñîâ-
ìåñòèìûìè, òî åñòü â ðåçóëüòàòå îäíîãî èñïûòàíèÿ ïðîèñõîäèò
îäèí è òîëüêî îäèí èç èñõîäîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ðàâíîâîçìîæ-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëÿåìûì ïîíÿòèåì è óñòàíàâëèâàåòñÿ ïó-
òåì àíàëèçà ñâîéñòâ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî â çàäà-
÷å. Íàïðèìåð, ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè â ñèëó îäíîðîäíî-
ñòè ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî ñäåëàíà êîñòü è íåïðåäâçÿòîñòè å¼
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áðîñàíèÿ, òàêèìè ðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè ìîãóò ñëóæèòü
÷èñëà îò 1 äî 6.

Åñëè ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå ñîáûòèå A � ïîÿâëåíèå ÷¼òíîãî
÷èñëà î÷êîâ, êàê ðåçóëüòàò áðîñàíèÿ èãðàëüíîé êîñòè, òî íåêî-
òîðûå èñõîäû âëåêóò åãî ïîÿâëåíèå, à íåêîòîðûå íåò. Íàïðèìåð,
âûïàäåíèå 2 îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A, à ïðè âûïàäåíèè 3
ñîáûòèå A íå ïðîèñõîäèò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èñõîä
áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ A, âî âòîðîì � íåò.

Âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèå ÷èñëà áëàãîïðè-
ÿòñòâóþùèõ ýòîìó ñîáûòèþ èñõîäîâ ê îáùåìó ÷èñëó âñåõ ðàâ-
íîâîçìîæíûõ íåñîâìåñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, îáðàçóþùèõ
ïîëíóþ ãðóïïó.

Èòàê, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

P (A) =
m

n
,

ãäå m � ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ, n � îáùåå ÷èñëî
âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ.

Åñëè ðåøàåì çàäà÷ó, â êîòîðîé ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ðàâíî-
âîçìîæíûå íåñîâìåñòíûå èñõîäû, òî ïðîáëåì ïðè ïîäñ÷¼òå íå
âîçíèêàåò.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó: â ÿùèêå ñîäåðæèòñÿ
6 îäèíàêîâûõ øàðîâ, ïðè÷åì 2 � êðàñíûõ, 3 � ñèíèõ è 1 �
áåëûé. Èñïûòàíèå ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè øàðà èç óðíû. Î÷å-
âèäíî, âîçìîæíîñòü âûíóòü íàóäà÷ó èç óðíû öâåòíîé øàð (ò. å.
êðàñíûé èëè ñèíèé) áîëüøå, ÷åì âîçìîæíîñòü èçâëå÷ü áåëûé
øàð. Ýòó âîçìîæíîñòü ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ÷èñëîì, êîòîðîå
è íàçîâåì âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A � ïîÿâëåíèÿ öâåòíîãî øàðà.
Ôîðìàëèçóåì ïðîöåññ, ïðîèñõîäÿùèé â çàäà÷å. Â óðíå 6 øà-
ðîâ, ïîýòîìó âîçìîæíî 6 ðàçëè÷íûõ èñõîäîâ, õîòÿ âíåøíå áóäåì
âèäåòü òîëüêî 3: ïîÿâëåíèå êðàñíîãî, ñèíåãî èëè áåëîãî øàðà.
×òîáû ñíÿòü ýòî ïðîòèâîðå÷èå, ìûñëåííî ïðîíóìåðóåì øàðû,
òîãäà óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî èñõîäîâ 6: îíè îáðàçóþò ïîëíóþ
ãðóïïó ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé (îáÿçàòåëüíî ïîÿâèòñÿ
îäèí è òîëüêî îäèí øàð) è îíè ðàâíîâîçìîæíûå (øàð âûíèìàþò
íàóäà÷ó, øàðû îäèíàêîâû è òùàòåëüíî ïåðåìåøàíû). Ñîáûòèþ
(ïîÿâëåíèþ öâåòíîãî øàðà) áëàãîïðèÿòñòâóþò 5 èñõîäîâ: ïîÿâ-
ëåíèå ëþáîãî êðàñíîãî èëè ñèíåãî øàðà. Ñëåäîâàòåëüíî, n =
6,m = 5, P (A) = 5/6. Ýòî ÷èñëî äàåò êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó
ñòåïåíè âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ öâåòíîãî øàðà. Â ýòîé çàäà÷å
âñå ïðîñòî. Òàêæå ïðîñòî, êàê íàéòè âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷¼ò-
íîãî ÷èñëà î÷êîâ (ñîáûòèå ) ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè: âñåãî
6 èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ A � 3 èñõîäà: âûïàäåíèå
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2, 4, 6 î÷êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, P (A) = 1/2.
Íî êîãäà øêîëüíèêè íà÷èíàþò ðåøàòü ÷óòü áîëåå ñëîæíûå

çàäà÷è ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îíè ÷àñòî íå îáðàùàþò âíèìà-
íèå íà ñëîâà ¾ðàâíîâîçìîæíûõ íåñîâìåñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ, îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó¿. Â ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ ýëå-
ìåíòàðíûå èñõîäû ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ áóêâàëüíî ¾íà ïàëüöàõ¿, íî
â ýòîé êàæóùåéñÿ ïðîñòîòå ÷àñòî è êðîåòñÿ áîëüøàÿ îïàñíîñòü
îøèáêè [1, 2].

Ïðèâåäåì ïðèìåð íà îøèáêó èíòóèöèè èññëåäîâàòåëåé, òàê
íàçûâàåìàÿ çàäà÷à Äàëàìáåðà [3]. Ïóñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà
áðîñàåòñÿ äâà ðàçà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ìåõàíèçìà, îáåñïå÷è-
âàþùåãî ïðîèçâîëüíîå âðàùåíèå ìîíåòû â âîçäóõå è å¼ íåïðåä-
íàìåðåííîå ïàäåíèå íà íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü ñòîëà. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû ðàç ïîÿâèòñÿ ãåðá (îæèäàåìîå ñîáû-
òèå ). Ïî îäíîé èç ëåãåíä, Äàëàìáåð è åãî ïîñëåäîâàòåëè ðåøàëè
ýòó çàäà÷ó è ðàññóæäàëè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãåðá ïîÿâèòñÿ
ëèáî ïðè ïåðâîì áðîñàíèè, è â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå áðîñàíèå íå
íóæíî, ëèáî òîëüêî ïðè âòîðîì, ëèáî ãåðá ñîâñåì íå âûïàäà-
åò. Âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àåâ òðè. Èç íèõ áëàãîïðèÿòñòâóþò
îæèäàåìîìó ñîáûòèþ òîëüêî äâà. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âå-
ðîÿòíîñòü ðàâíà P (A) = 2/3.

Íî, åñëè âíèìàòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðîöåññ, ïðîèñõîäÿ-
ùèé â çàäà÷å, âèäèì, ÷òî ÷èñëî âîçìîæíûõ èñõîäîâ â ñåðèè èç
äâóõ èñïûòàíèé ðàâíî 4: ¾Ãåðá, Ãåðá¿, ¾Ãåðá, ×èñëî¿, ¾×èñëî,
Ãåðá¿, ¾×èñëî, ×èñëî¿.

×èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èíòåðåñóþùåìó ñîáû-
òèþ, ðàâíî 3: ¾Ãåðá, Ãåðá¿, ¾Ãåðá, ×èñëî¿, ¾×èñëî, Ãåðá¿.

Ïîëó÷àåì, P (A) = 3/4.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îïèñûâàåò ïàðàäîêñ íåçàâèñèìîñòè. Åñ-

ëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ñîáûòèÿ A è B âûïàäåíèå ãåðáà íà ïåðâîé
è íà âòîðîé ìîíåòå ñîîòâåòñòâåííî ïðè áðîñàíèè äâóõ ìîíåò, à
÷åðåç C ïîÿâëåíèå òîëüêî îäíîãî ãåðáà, òî íåçàâèñèìîñòü A è B
èíòóèòèâíî âèäíà, à íåçàâèñèìîñòü A è C, B è C íåò.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð, êîòîðûé èçâåñòåí â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé êàê ¾Ïàðàäîêñ äåâî÷êè è ìàëü÷èêà¿, ¾Äåòè ìèñòåðà
Ñìèòà¿ è ¾Ïðîáëåìû ìèññèñ Ñìèò¿.

Â ñåìüå èìååòñÿ 2 ðåáåíêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â
ñåìüå ðîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí ìàëü÷èê (îæèäàåìîå ñîáûòèå ).

Çàäà÷à ïî ñâîåé ñóòè íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé. Òîëü-
êî ïîä ñîáûòèåì ïîíèìàåòñÿ ðîæäåíèå ðåáåíêà. Åñëè ðîæäå-
íèå ìàëü÷èêà èëè äåâî÷êè â îäíîì èñïûòàíèè ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, òî ÷èñëî ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî
4: ¾Ìàëü÷èê, Ìàëü÷èê¿, ¾Ìàëü÷èê, Äåâî÷êà¿, ¾Äåâî÷êà, Ìàëü-
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÷èê¿, ¾Äåâî÷êà, Äåâî÷êà¿. Òîëüêî ïåðâûå 3 èñõîäà áëàãîïðèÿò-
ñòâóþò ñîáûòèþ A. Ïîýòîìó P (A) = 3/4.

Îøèáî÷íîå ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò òàê: ×èñëî âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ â ñåðèè èç äâóõ èñïûòàíèé ðàâíî 3: ¾Ìàëü-
÷èê, Äåâî÷êà¿, ¾Ìàëü÷èê, Ìàëü÷èê¿, ¾Äåâî÷êà, Äåâî÷êà¿.

Ïåðâûå äâà èñõîäà áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ A. Ïîýòîìó
P (A) = 2/3.

Òðè ñîáûòèÿ: ¾äâà ìàëü÷èêà¿, ¾îäèí ìàëü÷èê è îäíà äåâî÷-
êà¿ è ¾äâå äåâî÷êè¿ íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè, ïîñêîëüêó
¾Ìàëü÷èê, Ìàëü÷èê¿ è ¾Äåâî÷êà, Äåâî÷êà¿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, òîãäà êàê ñîáûòèå ¾îäèí ìàëü÷èê è îäíà
äåâî÷êà¿ � ñîñòàâíîå ñîáûòèå, êîòîðîå ðàçëàãàåòñÿ íà 2 èñõîäà:
¾Ìàëü÷èê, Äåâî÷êà¿ è ¾Äåâî÷êà, Ìàëü÷èê¿ [4].

Êàê èçâåñòíî, ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê íàóêè íà÷à-
ëîñü â ñåðåäèíå XVII âåêà â ñâÿçè ñ ðàñ÷åòîì øàíñîâ â àçàðòíûõ
èãðàõ. Ïîýòîìó ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð îøèáî÷íîãî ðåøå-
íèÿ.

Çàäà÷à. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ áóäåò ðàâíà ñåìè.

Êàæåòñÿ, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè âîçìîæíû äâà èñõîäà: ëèáî
ñóììà áóäåò ðàâíà ñåìè, ëèáî íå áóäåò. Ïîëó÷àåì îáùåå ÷èñëî
èñõîäîâ � äâà, à èç íèõ áëàãîïðèÿòíûé � îäèí (ñóììà ðàâíà
ñåìè). Çíà÷èò, ïî ôîðìóëå âåðîÿòíîñòè: P (A) = m/n = 1/2.

Íî, êàæäàÿ êîñòü èìååò 6 ãðàíåé, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû
òî÷êè (î÷êè) îò îäíîãî äî øåñòè. Åñëè áðîñàþò îáà êóáèêà îä-
íîâðåìåííî, ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîì êóáèêå, íå çà-
âèñèò îò òîãî, êàêîå ÷èñëî î÷êîâ â ýòî âðåìÿ âûïàäåò íà âòî-
ðîì. Òàêèì îáðàçîì, øåñòü èñõîäîâ ïåðâîãî êóáèêà ñî÷åòàþòñÿ ñ
øåñòüþ èñõîäàìè âòîðîãî. È îáùåå ÷èñëî ðàâíîâîçìîæíûõ èñõî-
äîâ: 6 ·6 = 36. Áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ (ñóììà ðàâíà ñåìè) áóäåò
ðàâíî 6: 3 + 4; 4 + 3; 2 + 5; 5 + 2; 6 + 1; 1 + 6. Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò
íà âîïðîñ çàäà÷è: P (A) = m/n = 6/36 = 1/6.

Êàê âèäèì, ïðè íåïðàâèëüíûõ ðåøåíèÿõ íå ó÷òåíî, ÷òî ñî-
áûòèÿ äîëæíû áûòü

• ðàâíîâîçìîæíû;

• ïîïàðíî íåñîâìåñòíû;

• è îáðàçîâûâàòü ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé.

Ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà ïðèâåëè ê
ñîçäàíèþ ñîâåðøåííî íîâîãî ïîäõîäà â ïåðâîé ïîëîâèíå äâàäöà-
òîãî ñòîëåòèÿ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àêñèîì è òåîðåì. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ñòàëà
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ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêîé â 1933 ãîäó ïîñëå âûõîäà êíèãè àêà-
äåìèêà À.Í. Êîëìîãîðîâà ¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé¿, â êîòîðîé ïðåäëîæåíà àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé. Ñ ïîìîùüþ ýòîé àêñèîìàòèêè óäàëîñü îáúÿñíèòü ìíîãî-
÷èñëåííûå ïàðàäîêñû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íî ïðè ýòîì íå ñëå-
äóåò çàáûâàòü, ÷òî êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ðàçâèâàåò èíòóèöèþ
âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ìèðîâîççðåíèÿ.

Òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà âåðîÿòíîñòü, ñëåäóåò îáðàòèòü
âíèìàíèå íà òàêîé, êàê, êàçàëîñü áû, î÷åâèäíûé ìîìåíò, êàê
âíèìàòåëüíîå ÷òåíèå óñëîâèÿ çàäà÷è. Çàäà÷è ïî òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé îòëè÷àþòñÿ áîãàòñòâîì ôîðìóëèðîâîê, ìíîãèå èç êîòî-
ðûõ âûçûâàþò ó ñëóøàòåëåé ðàñòåðÿííîñòü. Íåîáõîäèìî ïðåä-
ñòàâëÿòü ñåáå æèçíåííûé ïðîöåññ, ïðîèñõîäÿùèé â óñëîâèè.
Î÷åíü ìíîãî îøèáîê äîïóñêàþò ó÷åíèêè, òîðîïÿñü ñäåëàòü çà-
äàíèå, êîòîðîå, êàê èì êàæåòñÿ, óæå çíàêîìî è, íå âíèêíóâ â
èñõîäíûå äàííûå, äîïóñêàþò îøèáêè [5].

Ðàññìîòðèì ïîõîæèå, íî àáñîëþòíî ðàçíûå ïî ñìûñëó (è,
åñòåñòâåííî, ïî ñïîñîáó ðåøåíèÿ) çàäà÷è [6].

Çàäà÷à 1. Ôàáðèêà âûïóñêàåò ñóìêè. Â ñðåäíåì èç 80 êà-

÷åñòâåííûõ ñóìîê ïðèõîäèòñÿ âîñåìü ñóìîê ñî ñêðûòûìè äå-

ôåêòàìè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííàÿ ñóìêà

îêàæåòñÿ êà÷åñòâåííîé.
Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü íàéäåì ïî ôîðìóëå: P (A) = n/m. Îá-

ùåå êîëè÷åñòâî ñóìîê m = 80. Çäåñü èç 80 ñóìîê 8 íåêà÷åñòâåí-
íûõ, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëüíûå êà÷åñòâåííûå, ò.å. n = 80−8 =
72 ñóìêè. P (A) = m/n = 72/80 = 9/10 = 0, 9. Îòâåò: 0, 9.

Çàäà÷à 2. Ôàáðèêà âûïóñêàåò ñóìêè. Â ñðåäíåì íà 80 êà-

÷åñòâåííûõ ñóìîê ïðèõîäèòñÿ âîñåìü ñóìîê ñî ñêðûòûìè äå-

ôåêòàìè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííàÿ ñóìêà

îêàæåòñÿ êà÷åñòâåííîé. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü íàéäåì ïî ôîðìóëå: P (A) = n/m. Â

ýòîé çàäà÷å, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé, èçìåíåíî óñëîâèå. Íåîá-
õîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå ÷òî íà 80 êà÷åñòâåííûõ ñóìîê ïðè-
õîäèòñÿ âîñåìü ñóìîê ñî ñêðûòûìè äåôåêòàìè. Òàêèì îáðà-
çîì, îáùåå êîëè÷åñòâî ñóìîê ñêëàäûâàåòñÿ èç êà÷åñòâåííûõ
(80 øòóê) è íåêà÷åñòâåííûõ (8 øòóê), ò. å. m = 80 + 8 =
88. Ñðåäè ýòèõ 88 ñóìîê, êà÷åñòâåííûõ áûëî 80 øòóê, n =
80, P (A) = 80/88 = 10/11 ' 0, 91. Îòâåò: 0, 91

Çàäà÷à 3. Ôàáðèêà âûïóñêàåò ñóìêè. Â ñðåäíåì, íà êàæäûå
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80 ñóìîê ïðèõîäèòñÿ 8 ñóìîê ñî ñêðûòûìè äåôåêòàìè. ÎÒÊ

ïðîïóñêàåò êàæäóþ 4 ñóìêó ñ äåôåêòàìè è âñå êà÷åñòâåííûå

ñóìêè. Âñå ïðîøåäøèå ÎÒÊ ñóìêè ïîñòóïàþò â ìàãàçèí. Íàé-

äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííàÿ ñóìêà îêàæåòñÿ êà÷å-

ñòâåííîé. (Åñëè íåîáõîäèìî, ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ).
Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíûé îïûò � ïîêóïêà â ìàãàçèíå ñóìêè. Èí-

òåðåñóþùåå ñîáûòèå � ñóìêà êà÷åñòâåííàÿ. Âåðîÿòíîñòü íàé-
äåì ïî ôîðìóëå: P (A) = n/m. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ çà-
äà÷, â ýòîé çàäà÷å äîáàâëåíî äåéñòâèå � ïîñòóïëåíèå ñóìêè
â ìàãàçèí. Îíî ñêëàäûâàåòñÿ èç êà÷åñòâåííûõ (80 − 8 = 72
øòóê) è íåêà÷åñòâåííûõ, ïðîøåäøèõ ÎÒÊ (8 : 4 = 2), ò. å.
n = 72 + 2 = 74. Ñðåäè ýòèõ ñóìîê â ìàãàçèíå êà÷åñòâåííûõ
áûëî 72, ò. å. m = 72, òîãäà P (A) = 72/74 = 0.97. Îòâåò: 0, 97.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçó÷åíèè îñíîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìîæ-
íî ñóùåñòâåííî ïîìî÷ü ñëóøàòåëÿì, åñëè óäåëèòü áîëüøå âíè-
ìàíèÿ:

1. âíèìàòåëüíîìó ïðî÷òåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è, óÿñíåíèþ âñåõ íþ-
àíñîâ è ïîäðîáíîñòåé, ò.å. ïðåäñòàâëåíèþ æèçíåííîãî ïðîöåññà,
ïðîèñõîäÿùåãî â óñëîâèè çàäà÷è;

2. âûñòðàèâàíèþ ïðàâèëüíîé ñõåìû ðàâíîâîçìîæíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ;

3. àíàëèçó è âûñòðàèâàíèþ ëîãè÷åñêîé ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â ðåçóëüòàòå çàíÿòèé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé âûðàáàòûâàåòñÿ
íàâûêè àíàëèçà æèçíåííûõ ðåøåíèé, îöåíêè ñòåïåíè ðèñêà è
øàíñîâ íà óñïåõ, èññëåäîâàíèÿ âçàèìîñâÿçè ÿâëåíèé [7, 8].
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ÓÄÊ 511.11+519.115.1

Îðåõîâ À.Â.1

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåòîä ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè, áèíîì Íüþòîíà

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðè ïîìîùè àêñèîì Ïåàíî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè. Ñ åãî ïîìîùüþ äîêàçûâàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ââîäÿòñÿ êîíñòðóêöèè êîíå÷íûõ ñóìì è
ïðîèçâåäåíèé. Îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíü ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì, äîêàçûâà-
þòñÿ å¼ ñâîéñòâà. Ïðè ïîìîùè ïîíÿòèé íåóïîðÿäî÷åííîãî è óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâ, ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè. Äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà
áèíîìà Íüþòîíà. Ðàññìîòðåíî ðåøåíèå íåñêîëüêèõ òèïîâûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêñèîìû Ïåàíî, íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè, ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ, ñî÷åòàíèÿ, áèíîì Íüþòîíà.

1. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçíà÷àëü-
íî ïîòðåáíîñòü ñ÷åòà ïðåäìåòîâ ïðèâåëà ê âîçíèêíîâåíèþ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë; ñîãëàñíî èñòîðè÷åñêèì äàííûì âñå íàðîäû èìåâ-
øèå ïèñüìåííîñòü âëàäåëè ýòèì ïîíÿòèåì. Ôîðìàëüíîå îïðå-
äåëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â 1889 ãîäó ñôîðìóëèðîâàë èòà-
ëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Äæóçåïïå Ïåàíî; äëÿ ýòîãî îí èñïîëüçîâàë
ñèñòåìó èç ïÿòè àêñèîì, êîòîðûå ñ òåõ ïîð íîñÿò åãî èìÿ �
àêñèîìû Ïåàíî.

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, e-mail: a_v_orehov@mail.ru
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Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü N ìíîæåñòâîì íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë åñëè:

1) 1 ∈ N;
2) Äëÿ ∀n ∈ N ∃! S(n) ∈ N; S(n) íàçûâàþò ñëåäóþùèì íàòó-
ðàëüíûì ÷èñëîì ïîñëå n. Ôîðìàëüíîå ðàâåíñòâî y = S(x) çàäà¼ò
â ýòîì ñëó÷àå òàê íàçûâàåìîå îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ;
3) S(n) 6= 1. Íå ñóùåñòâóåò ¾ñëåäóþùèõ¿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ðàâíûõ 1;
4) Åñëè S(n) = S(m), òî òîãäà n = m. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ñëåäóåò íå áîëåå, ÷åì çà îäíèì ÷èñëîì;
5) Åñëè Q ⊂ N òàêîå, ÷òî 1 ∈ Q, è èç òîãî, ÷òî n ∈ Q⇒ S(n) ∈
Q, òî òîãäà Q = N.

Ïîñëåäíÿÿ, ïÿòàÿ àêñèîìà, íàçûâàåìàÿ àêñèîìîé èíäóêöèè,
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñòèííîñòè ïðåäèêàòîâ (ëîãè-
÷åñêèõ âûðàæåíèé ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå âåëè÷èíû), çàâèñÿ-
ùèõ îò íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, íà âñåì ìíîæåñòâå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Ýòîò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà íàçûâàþò ¾ìåòîäîì ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè¿.

×òîáû äîêàçàòü èñòèííîñòü p(n) äëÿ ∀n ∈ N, íåîáõîäèìî
ñíà÷àëà äîêàçàòü áàçó èíäóêöèè, òî åñòü ïîêàçàòü èñòèííîñòü
âûñêàçûâàíèÿ p (1), à çàòåì îñóùåñòâèòü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä,
òî åñòü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N p (n) èñòèí-
íî (èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå), ôîðìàëüíî ïîêàçàòü, ÷òî èç
èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèÿ
p (S(n)).

Ïðàâîìåðíîñòü äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Q ⊂ N, íà êîòîðîì p (n) � èñòèííîå
âûñêàçûâàíèå. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî Q 6= Ø. Äëÿ ýòîãî íàäî
äîêàçàòü áàçó èíäóêöèè, òî åñòü äîêàçàòü, ÷òî p (1) èñòèííî. Òî-
ãäà 1 ∈ Q. Çàòåì ïîëîæèì, ÷òî p (n) èñòèííî, è, èñõîäÿ èç ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ, äîêàæåì, ÷òî âûñêàçûâàíèå p (S(n)) èñòèííî,
òî åñòü ïîêàæåì, ÷òî åñëè n ∈ Q ⇒ S(n) ∈ Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî Q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïÿòîé àêñèîìû Ïåàíî è
Q = N, òî åñòü p (n) èñòèííî äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Çàìå÷àíèå 1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü (ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé
çàìåíû ïåðåìåííîé), ÷òî áàçó èíäóêöèè ìîæíî äîêàçûâàòü äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà áîëüøåãî åäèíèöû.

2. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîìè-
ìî äîêàçàòåëüñòâ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ñóùåñòâóåò ñïîñîá
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îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, îñíîâàííûé íà ïÿòîé àê-
ñèîìå Ïåàíî, åãî íàçûâàþò ìåòîäîì ¾ïîëíîé èíäóêöèè¿[1].

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëîæåíèåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàþò
áèíàðíóþ îïåðàöèþ, ïðè êîòîðîé ∀ n,m ∈ N ñîïîñòàâëÿþò
åäèíñòâåííîå n+m ∈ N

¾ + ¿ : n, m ∈ N 7−→ n+m ∈ N

îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

1) n+ 1 = S(n);
2) n+ S(m) = S(n+m).

Èñõîäÿ èç ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ äåñÿòè÷íîé ïîçèöèîííîé ñè-
ñòåìû ñ÷èñëåíèÿ è ïåðâîãî ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, âûïèøåì èçâåñòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

1 + 1 = 2; 2 + 1 = 3; . . . 10 + 1 = 11; . . . 100 + 1 = 101; . . .

Â îáùåì ñëó÷àå ïî âòîðîé àêñèîìå Ïåàíî è ïåðâîìó ñâîéñòâó
ñëîæåíèÿ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n 6= 1 ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå: n = m+ 1, ãäå m ∈ N.

Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü ïåðâîå è âòîðîå ñâîéñòâà ñëîæå-
íèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â áîëåå óäîáíîé ôîðìå:

n+ 1 = n+ 1;

n+ (m+ 1) = (n+m) + 1.

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, äîêàæåì àññîöèàòèâíîñòü è êîì-
ìóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå N. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé È.Â.Àðíîëüäîì [2].

Òåîðåìà 1. (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë).

Äëÿ ∀ n,m, k ∈ N : (n+m) + k = n+ (m+ k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè îò-
íîñèòåëüíî k. Åñëè k = 1, èç îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ ñðàçó ñëå-
äóåò

(n+m) + 1 = n+ (m+ 1).

Äîïóñòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(n+m) + k = n+ (m+ k).

Ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(n+m) + (k + 1) = ((n+m) + k) + 1.
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Èñïîëüçóÿ ñíà÷àëà èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, à çàòåì äâà-
æäû âòîðîå ñâîéñòâî ñëîæåíèÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

((n+m)+k)+1 = (n+(m+k))+1 = n+((m+k)+1) = n+(m+(k+1)).

Òåîðåìà 2. (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë).

Äëÿ ∀ n,m ∈ N : n+m = m+ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå áàçà èíäóêöèè òðåáóåò
îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Ïóñòü m = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ∀n ∈ N : n + 1 = 1 + n. Ïðè
n = 1 ðàâåíñòâî î÷åâèäíî: 1 + 1 = 1 + 1. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n âåðíî ðàâåíñòâî n+1 = 1+n. Ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ è âòîðîìó ñâîéñòâó ñëîæåíèÿ ïîëó÷èì

(n+ 1) + 1 = (1 + n) + 1 = 1 + (n+ 1).

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ñïðàâåäëèâî n+m = m+ n.
Òîãäà ïî âòîðîìó ñâîéñòâó ñëîæåíèÿ, èíäóêòèâíîìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ, àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ, áàçå èíäóêöèè è åùå ðàç
àññîöèàòèâíîñòè ïîëó÷èì

n+ (m+ 1) = (n+m) + 1 = (m+ n) + 1 =

= m+ (n+ 1) = m+ (1 + n) = (m+ 1) + n.

Îïðåäåëåíèå 3. Óìíîæåíèåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâà-
þò áèíàðíóþ îïåðàöèþ, êîòîðàÿ ∀ n,m ∈ N ñîïîñòàâëÿåò åäèí-
ñòâåííîå n ·m ∈ N

¾ · ¿ : n, m ∈ N 7−→ n ·m ∈ N

îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

1) 1 · n = n;
2) (m+ 1) · n = m · n+ n.

Òåîðåìà 3. (äèñòèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).

Äëÿ ∀ n,m, k ∈ N : k · (n+m) = k · n+ k ·m.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k = 1, òî ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó óìíî-

æåíèÿ
1 · (n+m) = n+m = 1 · n+ 1 ·m.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðîãî k âåðíî

k · (n+m) = k · n+ k ·m.
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Òîãäà ïî âòîðîìó ñâîéñòâó óìíîæåíèÿ, èíäóêòèâíîìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ, êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ

(k + 1) · (n+m) = k · (n+m) + (n+m) =

= k · n+ k ·m+ n+m = (k · n+ n) + (k ·m+m).

Äâàæäû èñïîëüçóÿ âòîðîå ñâîéñòâî óìíîæåíèÿ, îêîí÷àòåëü-
íî ïîëó÷èì

(k+ 1) · (n+m) = (k ·n+n) + (k ·m+m) = (k+ 1) ·n+ (k+ 1) ·m.

Òåîðåìà 4. (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë).

Äëÿ ∀ n,m ∈ N : n ·m = m · n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî m.
Ïóñòü m = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ∀n ∈ N : n · 1 = 1 · n.
Åñëè n = 1, òî î÷åâèäíî 1 · 1 = 1 · 1.
Äîïóñòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî n.

Òîãäà

(n+1) ·1 = n ·1+1 = 1+n ·1 = 1 ·1+1 ·n = 1 · (1+n) = 1 · (n+1).

Áàçà èíäóêöèè ïî m äîêàçàíà.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî n ·m = m ·n.
Äëÿ m+ 1 ïî äèñòðèáóòèâíîñòè, èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæå-

íèþ è âòîðîìó ñâîéñòâó óìíîæåíèÿ ïîëó÷èì

n · (m+ 1) = n ·m+ n = m · n+ n = (m+ 1) · n.

Ñëåäñòâèå Äëÿ ∀ n,m, k ∈ N : (n+m) · k = k · n+ k ·m.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñëåäñòâèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêà-

åò èç êîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

k · n+ k ·m = k · (n+m) = (n+m) · k.

Òåîðåìà 5. (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë).

Äëÿ ∀ n,m, k ∈ N : (n ·m) · k = n · (m · k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ ïðîâåä¼ì ïî èíäóêöèè îò-
íîñèòåëüíî n.

Äâàæäû èñïîëüçóåì ïåðâîå ñâîéñòâî óìíîæåíèÿ

(1 ·m) · k = m · k = 1 · (m · k).
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Ñäåëàåì èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå: ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî n : (n ·m) ·k = n ·(m ·k). Òîãäà ïî âòîðîìó ñâîéñòâó
óìíîæåíèÿ, äèñòðèáóòèâíîñòè, èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ è
åù¼ ðàç âòîðîìó ñâîéñòâó óìíîæåíèÿ

((n+ 1) ·m) · k = (n ·m+m) · k = (n ·m) · k +m · k =

= n · (m · k) +m · k = (n+ 1) · (m · k).

Îáû÷íî èñïîëüçóþò ñîêðàù¼ííóþ çàïèñü îïåðàöèè óìíîæå-
íèÿ � nm, âìåñòî n ·m.

Ïðåäèêàòû
n+ x = m; nx = m,

ãäå n è m � ôèêñèðîâàííûå, à x � íåèçâåñòíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîé âåëè÷èíû x, à òå x, ïðè êîòîðûõ ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
èñòèííûìè âûñêàçûâàíèÿìè, � ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

Åñëè ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ (óìíîæåíèÿ) òà-
êîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Óðàâíåíèå n+ x = m (èëè óðàâíåíèå
nx = m) íå èìååò ðåøåíèé, åñëè åãî ìíîæåñòâî èñòèííîñòè
ðàâíî ïóñòîìó ìíîæåñòâó.

Ïðåäèêàòû x < n; x > n; x 6 n; x > n, áóäåì íà-
çûâàòü íåðàâåíñòâàìè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû x.
Êàê è äëÿ óðàâíåíèé, ðåøåíèåì ýòèõ íåðàâåíñòâ áóäóò ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìíîæåñòâà èñòèííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü n, m ∈ N. Ãîâîðÿò, ÷òî n ìåíüøå m
(n<m), åñëè óðàâíåíèå n + x = m èìååò ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Èíà÷å ãîâîðÿ n ìåíüøå, ÷åì m, åñëè m ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n è
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x. Îòñþäà ñëåäóåò äîñòàòî÷íî
î÷åâèäíûé, íî î÷åíü âàæíûé âûâîä: åäèíèöà � íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî åñòü äëÿ ∀ n ∈ N : 1 6 n.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n = 1, òî 1 = 1. Åñëè æå n 6= 1, òî,
îáîçíà÷èâ n = 1 + x, ãäå x ∈ N, ïîëó÷èì 1 + x = n ⇒ 1 < n.
Òàêèì îáðàçîì, íàòóðàëüíûé ðÿä îãðàíè÷åí ñíèçó åäèíèöåé.

Òåïåðü ìû èìååì âñå îñíîâàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîçíà÷àòü
íàòóðàëüíûå ÷èñëà â ïðèâû÷íîé äëÿ íàñ ôîðìå

N = {1, 2, . . . , 9, 10, 11, . . . , 99, 100, 101, , . . .}.

Â òàêîì âèäå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ¾íàòóðàëüíûì ðÿäîì¿.
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3. Êîíå÷íûå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü äàíû n íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë: a1, a2, . . . , an.

Ñóììó ýòèõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü
n∑
i=1

ai = a1 + a2 + . . .+ an, (1)

ñ÷èòàÿ ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ k < n

1∑
i=1

ai = a1;
k+1∑
i=1

ai =
k∑
i=1

ai + ak+1. (2)

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþò ïðîèçâåäåíèå n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:
n∏
i=1

ai = a1a2 . . . an,

ãäå äëÿ k < n

1∏
i=1

ai = a1; ;
k+1∏
i=1

ai =

(
k∏
i=1

ai

)
ak+1.

Íàïðèìåð,

1 + 2 + . . .+ n =
n∑
k=1

k

ñóììà ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

1 · 2 · . . . · n =
n∏
k=1

k = n!

n! � n-ôàêòîðèàë, ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò, ÷òî 0! = 1.

(2n−1)!! � (2n - 1)�äâîéíîé ôàêòîðèàë, ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ
n íå÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

2 · 4 · 6 · . . . · 2n =
n∏
k=1

2k = 2n!!

2n!! � 2n�äâîéíîé ôàêòîðèàë, ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ n ÷¼òíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Àíàëîãè÷íî êîíå÷íûì ñóììàì è ïðîèçâåäåíèÿì êîíñòðóè-
ðóþò êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå è êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
X1, . . . , Xn:

n⋃
i=1

Xi = X1 ∪ . . . ∪Xn;
n⋂
i=1

Xi = X1 ∩ . . . ∩Xn;
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äëÿ k < n

1⋃
i=1

Xi = X1;
k+1⋃
i=1

Xi =

(
k⋃
i=1

Xi

)
∪Xk+1;

1⋂
i=1

Xi = X1;
k+1⋂
i=1

Xi =

(
k⋂
i=1

Xi

)
∩Xk+1.

Òåîðåìà 5. (î êðàòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ).
Äëÿ ∀ n,m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

nm =
n∑
i=1

m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî n. Ïóñòü n = 1, èç ïåð-
âîãî ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ è ðàâåíñòâà 1, îïðåäåëÿþùåãî ñóììó
íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñëåäóåò

1 ·m = m =
1∑
i=1

m.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n:

nm =
n∑
i=1

m.

Ïî êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ, âòîðîìó ñâîéñòâó óìíîæå-
íèÿ, èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ è âòîðîìó ñâîéñòâó ñóììû
íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 2 ñëåäóåò, ÷òî:

(n+ 1)m = m(n+ 1) = mn+m = nm+m =
n∑
i=1

m+m =
n+1∑
i=1

m.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ∀ n ∈ N ñïðàâåäëèâî

n =
n∑
i=1

1 = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n

.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü n, m ∈ N, n-òîé ñòåïåíüþ íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà m íàçûâàåòñÿ ÷èñëî:

mn =
n∏
i=1

m.
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Òåîðåìà 6. (ñâîéñòâà íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé).
Äëÿ ∀ h, k, n,m ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

kn · km = kn+m; (kn)m = knm; (k · h)n = kn · hn.

Äîêàçàòåëüñòâî.

kn · km =
n∏
i=1

k ·
m∏
i=1

k =
n∏
i=1

k ·
n+m∏
i=n+1

k =
n+m∏
i=1

k = kn+m;

(kn)m =
m∏
i=1

kn =
m∏
i=1

·

(
n∏
j=1

k

)
=

=

(
n∏
j=1

k

)
·

(
n∏
j=1

k

)
· . . . ·

(
n∏
j=1

k

)
︸ ︷︷ ︸

m

=
nm∏
j=1

k = knm;

(k · h)n =
n∏
i=1

(k · h) =
n∏
i=1

k ·
n∏
i=1

h = kn · hn.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð êîíå÷íîé ñóììû:

n∑
k=1

k=1+2+. . .+n=
(1 + 2 + . . .+ n) + (n+ (n− 1) + . . .+ 1)

2
=

=
(n+ 1) + (n+ 1) + . . .+ (n+ 1)

2
=
n(n+ 1)

2
.

Âûâåäåííàÿ ôîðìóëà ñóììû ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
êîððåêòíà, òàê êàê îäíî èç ÷èñåë: ëèáî n, ëèáî n+ 1 � ÷¼òíîå.

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ, íî äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé âû÷èòàíèÿ è
äåëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå, ýòèõ ÷èñåë íåäîñòàòî÷íî.

4. Ïðîñòåéøèå çàäà÷è êîìáèíàòîðèêè: ïåðåñòàíîâêè,
ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòàíèÿ, áèíîì Íüþòîíà. Ðàçäåë ìàòå-
ìàòèêè, ïîñâÿùåííûé âûáîðó è ðàñïîëîæåíèþ ýëåìåíòîâ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè, íàçû-
âàåòñÿ êîìáèíàòîðèêîé. Çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû ïðîñòåéøèå
ñëó÷àè âûáîðà è ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â êîíå÷íûõ ìíîæå-
ñòâàõ.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü, ñêîëüêî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ,
ñîäåðæàùèõ n ýëåìåíòîâ, ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü èç ïðîèçâîëü-
íîãî n-ýëåìåíòíîãî íåóïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà.



Ñåêöèÿ 2 87

Åñëè çàïèñûâàòü óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, êîíñòðóèðóåìûå
èç n-ýëåìåíòíîãî íåóïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â îäíó ñòðîêó, òî
íà ïåðâóþ ïîçèöèþ â òàêîì ìíîæåñòâå ìîæíî âûáðàòü ëþáîé
èç n ýëåìåíòîâ. Íà âòîðóþ � óæå n − 1, íà òðåòüþ � n − 2 è
ò. ä. Íà ïðåäïîñëåäíþþ ïîçèöèþ ìîæíî âûáðàòü îäèí èç äâóõ
îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ, è íà ïîñëåäíþþ � îäèí. Ïîëó÷åííóþ
âåëè÷èíó íàçûâàþò ¾÷èñëîì ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ¿

Pn = n(n− 1)(n− 2) . . . 2 · 1 = n! .

Ïðèìåð 2. Ñêîëüêî k-ýëåìåíòíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü èç ïðîèçâîëüíîãî íåóïîðÿäî-

÷åííîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ?

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîëó÷èì

ïðîèçâåäåíèå k ñîìíîæèòåëåé:

Ak
n = n(n− 1) . . . (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
,

ãäå Ak
n (A èç n ïî k) � ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ïî k ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 3. Ñêîëüêî k-ýëåìåíòíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü èç ïðîèçâîëüíîãî íåóïîðÿäî÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ?

Ïóñòü 1 6 k 6 n. Åñëè áû ìû êîíñòðóèðîâàëè óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà, òî ïîëó÷èëè áû ÷èñëî ðàâíîå Ak

n, íî îíî çàâåäîìî
áîëüøå, ÷åì èñêîìîå, ïðè÷åì âî ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü íàáîð èç k ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ,
òî åñòü â k! ðàç:

Ck
n =

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
,

ãäå Ck
n (C èç n ïî k) � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k ýëåìåíòîâ.

×èñëà Ck
n íàçûâàþò òàêæå áèíîìèíàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè.

Äîêàæåì äâà ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé.

Ck
n = Cn−k

n .

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)!(n− n+ k)!
= Cn−k

n .

Ck
n +Ck+1

n = Ck+1
n+1.
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Ck
n +Ck+1

n =
n!(k + 1) + n!(n− k)

(k + 1)!(n− k)!
=

=
n!(n+ 1)

(k + 1)!(n− k)!
=

(n+ 1)!

(k + 1)![(n+ 1)− (k + 1)]!
= Ck+1

n+1.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü òàê íàçûâàåìûé
¾Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ¿ (ðèñ. 1). Ñòðîêè ýòîãî òðåóãîëüíèêà �
êîýôôèöèåíòû ôîðìóë ¾ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ¿, îòêóäà è
èäåò âòîðîå íàçâàíèå äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé � áèíîìèíàëüíûå
êîýôôèöèåíòû.

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ðèñ. 1 Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.

Òåîðåìà 7. (áèíîì Íüþòîíà).
Äëÿ ∀x, y ∈ Q è ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà áèíîìà Íüþ-

òîíà:

(x+ y)n =
n∑
k=0

Ck
nx

n−kyk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî n. Åñëè n = 1, òî ðà-
âåíñòâî î÷åâèäíî. Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðîãî n ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà. Òîãäà

(x+ y)n+1 = (x+ y)(x+ y)n = (x+ y)
n∑
k=0

Ck
nx

n−kyk =
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=
n∑
k=0

Ck
nx

n−k+1yk +
n∑
k=0

Ck
nx

n−kyk+1 =

= C0
nx

n+1 +C1
nx

ny +C2
nx

n−1y2 + . . .+Cn
nxy

n+

+C0
nx

ny +C1
nx

n−1y2 + . . .+Cn−1
n xyn +Cn

ny
n+1 =

= C0
nx

n+1 +
n−1∑
k=0

(
Ck+1
n +Ck

n

)
xn−kyk+1 +Cn

ny
n+1 =

= C0
n+1x

n+1 +
n−1∑
k=0

Ck+1
n+1x

n−kyk+1 +Cn+1
n+1y

n+1 =
n+1∑
k=0

Ck
n+1x

n−k+1yk.

Ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ðàçíîñòü
x− y, èìåÿ â âèäó, ÷òî íå÷åòíûå ñòåïåíè y áóäóò èìåòü â àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñóììå áèíîìà çíàê ¾ìèíóñ¿:

(x− y)n =
n∑
k=0

(−1)kCk
nx

n−kyk.

Ïðèìåð 4. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíî-
æåñòâ ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíîå n-ýëåìåíòíîå íåóïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî?

Ïóñòü X � n-ýëåìåíòíîå íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî:

C0
n = 1 � ÷èñëî ïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ X;

C1
n = n � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ X èç îäíîãî ýëåìåíòà;

C2
n = n(n− 1)/2 � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ X èç äâóõ ýëåìåíòîâ;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Cn−2
n = n(n− 1)/2 � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ X èç n− 2 ýëåìåíòîâ;

Cn−1
n = n � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ X èç n− 1 ýëåìåíòà;

Cn
n = 1 � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ èç n ýëåìåíòîâ.

Âûïèøåì áèíîì Íüþòîíà: (x+ y)n =
n∑
k=0

Ck
nx

n−kyk.

Åñëè âìåñòî x è y ïîäñòàâèòü åäèíèöû, òî ïîëó÷èì

n∑
k=0

Ck
n = (1 + 1)n = 2n.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåóïîðÿäî÷åííîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ñî-
äåðæèò 2n íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

(2n− 1)!! < nn äëÿ n > 1.
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Îäèí èç îñíîâíûõ ïðè¼ìîâ, èñïîëüçóåìûé ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå íåðàâåíñòâ, îñíîâûâàåòñÿ íà òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ïî-
ðÿäêà. Åñëè ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà íåâîçìîæíî ñðàâ-
íèòü ñðàçó, òî ëèáî ìåíüøàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà çàìåíÿåòñÿ íà
áîëüøóþ âåëè÷èíó, î÷åâèäíî ìåíüøóþ, ÷åì ïðåäïîëàãàåìàÿ
áîëüøàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, ëèáî, íàîáîðîò, áîëüøàÿ ÷àñòü íåðà-
âåíñòâà çàìåíÿåòñÿ íà ìåíüøóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ î÷åâèäíî
áîëüøå, ÷åì ïðåäïîëàãàåìàÿ ìåíüøàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Ïðè
íåîáõîäèìîñòè ýòèì ïðè¼ìîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî
ðàç ïðè ðåøåíèè îäíîé çàäà÷è. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî íåðà-
âåíñòâà èç äàííîãî ïðèìåðà èíäóêöèåé ïî n.

Äëÿ n = 2 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî
âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, è ðàññìîòðèì åãî ïðè n+ 1:

(2n+ 1)!! < (n+ 1)n+1 ⇔ (2n+ 1)(2n− 1)!! < (n+ 1)(n+ 1)n.

Èñïîëüçóÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, çàìåíèì â ëåâîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé íà áîëüøèé:

nn(2n+ 1) < (n+ 1)(n+ 1)n ⇔

2n+ 1

n+ 1
<

(
n+ 1

n

)n
⇔ 1 +

n

n+ 1
<

(
1 +

1

n

)n
.

Ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà è, îöå-
íèâ å¼ ñíèçó, ïîëó÷èì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî:(

1 +
1

n

)n
= 1 + n · 1

n
+
n(n− 1)

2
· 1

n2
+ . . . > 2 > 1 +

n

n+ 1
.

Òåïåðü äîêàæåì äâå ïîëåçíûå ôîðìóëû:
1) x2n+1 + y2n+1 = (x+ y)(x2n − x2n−1y + . . .− xy2n−1 + y2n).

Äîêàçàòåëüñòâî:

(x+ y)(x2n − x2n−1y + . . .− xy2n−1 + y2n) =

= x2n+1 − x2ny + . . .− x2y2n−1 + xy2n+

+x2ny − . . .+ x2y2n−1 − xy2n + y2n+1 = x2n+1 + y2n+1 .

2) xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + . . .+ xyn−2 + yn−1).
Äîêàçàòåëüñòâî:

(x− y)(xn−1 + xn−2y + . . .+ xyn−2 + yn−1) =

= xn + xn−1y + xn−2y2 + . . .+ xyn−1 −
−xn−1y − xn−2y2 − . . .− xyn−1 − yn = xn − yn .
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Ïóñòü a, b, m ∈ N. Åñëè a− b äåëèòñÿ íà m, òî òîãäà ãîâîðÿò,
÷òî a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ m, è ïèøóò: a ≡ b(mod m).

Ïðèìåð 6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

a ≡ 1(mod m)⇒ am
k ≡ 1(mod mk+1).

Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî k. Åñëè k = 1, òî òîãäà

am − 1 = (a− 1)(am−1 + . . .+ a+ 1) =

= (a− 1)((am−1 − 1) + . . .+ (a− 1) +m) =

= (a− 1)[(a− 1)(am−2 + . . .+ 1) + . . .+ (a− 1) +m].

Êàæäîå ñëàãàåìîå âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ äåëèòñÿ íà m, çíà÷èò, è
âåñü ñîìíîæèòåëü äåëèòñÿ íàm. Ñëåäîâàòåëüíî, am ≡ 1(mod m2).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî am
k ≡ 1(mod mk+1), è ðàññìîòðèì

âûðàæåíèå am
k+1 − 1. Çàìåòèì, ÷òî am

k+1
= am·m

k
=
(
am

k
)m

.

Òîãäà

am
k+1−1 =

(
am

k
)m
−1 =

(
am

k − 1
)[(

am
k
)m−1

+ . . .+ am
k

+ 1

]
=

=
(
am

k − 1
){[(

am
k
)m−1

− 1

]
+ . . .+

[
am

k − 1
]

+m

}
.

Äëÿ ∀ p | 1 6 p 6 m− 1,(
am

k
)p
− 1 = ap·m

k − 1 = (a− 1)(ap·m
k−1 + ap·m

k−2 + . . .+ a+ 1).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ñëàãàåìîå âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå äå-
ëèòñÿ íà m, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåñü ýòîò ñîìíîæèòåëü äåëèòñÿ íà
m. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ am

k − 1 äåëèòñÿ íà mk+1,
ïîýòîìó am

k+1 ≡ 1(mod mk+2) [3].
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ÓÄÊ 512.622

Öûëåâà È.À.1

Ïîëèíîìû

Àííîòàöèÿ. Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé ìàòåðèàë ñîäåðæèò çàäà÷è êóðñà àëãåá-
ðû ê ðàçäåëó ¾Ïîëèíîìû¿. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñ ïîäðîáíûì ðåøåíèåì è
êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ äîñòàòî÷íûå äëÿ èõ ðåøåíèÿ. Ïîñîáèå ïðåä-
íàçíà÷åíî äëÿ äëÿ øêîëüíèêîâ îáó÷àþùèõñÿ â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäíèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ è äëÿ ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ãîñóäàðñòâåííûõ óíèâåðñèòåòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîì, êîðåíü ïîëèíîìà, àëãîðèòì Åâêëèäà.

1. Äåéñòâèÿ íàä ïîëèíîìàìè. Àëãîðèòì Åâêëèäà. Ëè-
íåéíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.Ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, âèäà
f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an, ãäå x, a0, . . . , an ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîýôôèöèåíò a0 6= 0 íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì ïîëèíîìà, à ÷èñëî n� ñòåïåíüþ ïîëèíîìà f(x) :
deg f(x) = n.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëèíîìû f1(x) = a0x
n + . . . + an−1x + an

è f2(x) = b0x
m + . . . + bm−1x + bm íàçûâàþòñÿ òîæäåñòâåííî

ðàâíûìè, åñëè f1(x) = f2(x) ïðè âñåõ x ∈ C.

Òåîðåìà 1. Äâà ïîëèíîìà f1(x) è f2(x) òîæäåñòâåííî ðàâ-
íû (f1(x) ≡ f2(x)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà
óñëîâèÿ: 1) n = m; 2) ai = bi ãäå i = 0, n.

Äëÿ ïîëèíîìîâ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
(ðàñêðûâàåì ñêîáêè, ïðèâîäèì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå). Ïðè ýòîì
deg(f1 + f2) ≤ max(deg f1, deg f2)
deg(f1f2) = deg f1 + deg f2.
Ìîæíî óìíîæàòü ïîëèíîìû ¾â ñòîëáèê¿.

Ïðèìåð 1. Ïåðåìíîæèòü ïîëèíîìû

f(x) = x5 + 2x3 + x2 − 4x+ 1 è g(x) = −x2 − 2x+ 4.

Ïðåäñòàâèì ïîëèíîìû íàáîðàìè èõ êîýôôèöèåíòîâ, ðàñïîëî-

æèâ îäèí èç íèõ ãîðèçîíòàëüíî, à âòîðîé � âåðòèêàëüíî. Óìíî-

æåíèå ïîëèíîìà f(x) íà ñëàãàåìîå bjx
n−j âòîðîãî ïîëèíîìà

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, e-mail: i.tsyleva@spbu.ru
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g(x) ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íàáîðà (a0, . . . , an) íà bj; ðåçóëü-

òàò ñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ � íà bj+1x
n−j−1 � ïîëó÷àåòñÿ àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì, íî çàïèñûâàåòñÿ ñî ñäâèãîì íà îäíó ïîçèöèþ

âïðàâî. Ïîëó÷èâøèåñÿ ðÿäû ñóììèðóþòñÿ ïî ñòîëáöàì.

1 0 2 1 -4 1

-1 -1 0 -2 -1 4 -1

-2 -2 0 -4 -2 8 -2

4 4 0 8 4 -16 4

-1 -2 2 -5 10 11 -18 4

(Â îòëè÷èå îò ïåðåìíîæåíèÿ ÷èñåë çäåñü ðåçóëüòàòû ñëîæå-

íèÿ â ñòîëáèêàõ íå ïåðåíîñÿòñÿ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä.)

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

−x7 − 2x6 + 2x5 − 5x4 + 10x3 + 11x2 − 18x+ 4.

Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå ïîëèíîìîâ åù¼ îäíó îïåðàöèþ: äåëåíèå
ñ îñòàòêîì.

Òåîðåìà 2. (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì)

Äëÿ äâóõ ïîëèíîìîâ f(x), g(x) ãäå (g(x) 6= 0) ñóùåñòâóþò
ïîëèíîìû q(x) è r(x) òàêèå, ÷òî f(x) = g(x)q(x) + r(x), ãäå
deg r(x) < deg g(x), ïðè÷¼ì ýòè ïîëèíîìû îïðåäåëÿþòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì. Ïîëèíîì q(x) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëå-
íèÿ, à ïîëèíîì r(x) � îñòàòêîì.

Ïðèìåð 2. Âûïîëíèòü äåëåíèå ïîëèíîìà òðåòüåé ñòåïåíè

f(x) = x3−3x2−x−1 íà ïîëèíîì g(x) = 3x2−2x+1 ñ îñòàòêîì.

x3−3x2 −x−1 3x2 − 2x+ 1

x3−2
3
x2 +1

3
x 1

3
x− 7

9

−7
3
x2 −4

3
x−1

−7
3
x2 +14

9
x−7

9

−26
9
x−2

9

x3 − 3x2 − x− 1 = (3x2 − 2x+ 1)(1
3
x− 7

9
)− 26

9
x− 2

9

Ïðèìåð 3. Ïðè êàêîì óñëîâèè ïîëèíîì f(x) = x3 + px + q
äåëèòñÿ íà ïîëèíîì g(x) = x2 + mx − 1. ßñíî, ÷òî èìååòñÿ â
âèäó äåëåíèå áåç îñòàòêà!
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x3 +px +q x2 +mx− 1

x3 +mx2 −x x−m
−mx2 +(p+ 1)x +q

−mx2 −m2x +m

(m2 + p+ 1)x+q −m{
m2 + p+ 1=0

q −m =0
⇒

{
p=−(m2 + 1)

q=m
.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîëèíîì p(x) íàçûâàåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì
ïîëèíîìîâ f1(x) è f2(x), åñëè îáà ýòèõ ïîëèíîìà äåëÿòñÿ íà p(x)
áåç îñòàòêà, ò.å. f1(x) = p(x)m(x), f2(x) = p(x)n(x).

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì íàçûâàòü íàèáîëüøèì îáùèì äå-
ëèòåëåì í.î.ä. (f1(x), f2(x)) ïîëèíîìîâ f1(x) è f2(x) èõ îáùèé
äåëèòåëü íàèáîëüøåé ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ãîâîðÿò, ÷òî f1(x) è f2(x) âçàèìíî ïðîñòû,
åñëè í.î.ä. (f1(x), f2(x)) = const .

Çàìåòèì, ÷òî í.î.ä. (f1(x), f2(x)) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó. Íàéòè í.î.ä. (f1(x), f2(x)) ìîæíî ïî
àëãîðèòìó Åâêëèäà:

1-ûé øàã f1(x) = q1(x)f2(x)+f3(x), deg (f3(x)) < deg (f2(x));

Åñëè f3(x) 6= 0, ðàçäåëèì f2(x) íà f3(x) ñ îñòàòêîì:

2-îé øàã f2(x) = q2(x)f3(x) + f4(x), deg (f4(x)) < deg (f3(x));

Åñëè f4(x) 6= 0, ðàçäåëèì f3(x) íà f4(x) ñ îñòàòêîì:

3-èé øàã f3(x) = q3(x)f4(x) + f5(x), deg (f5(x)) < deg (f4(x));

Ýòîò ïðîöåññ îáîðâåòñÿ, êîãäà ïîëó÷èòñÿ íóëåâîé îñòàòîê, ò.å.
íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷èì:

n-ûé øàã fn(x) = qn(x)fn+1(x).

Ïîñëåäíèé íå ðàâíûé íóëþ îñòàòîê fn+1(x) êàê ðàç è áóäåò
í.î.ä. (f1(x), f2(x)).

Ïðèìåð 4. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïîëèíîìîâ

f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 è g(x) = x3 + x2 − x− 1

x4+x3−3x2−4x−1 x3 + x2 − x− 1

x4+x3 −x2 −x x

−2x2−3x−1
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x3 +x2 −x−1 −2x2 − 3x− 1

x3 +3
2
x2 +1

2
x −1

2
x+ 1

4

−1
2
x2−3

2
x−1

−1
2
x2−3

4
x−1

4

−3
4
x−3

4

−2x2−3x−1 −3
4
x− 3

4

−2x2−2x −8
3
x+ 4

3

−x−1

−x−1

0

Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê ðàâåí −3
4
x− 3

4
, íî ïîñêîëüêó íàè-

áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíî-
æåíèÿ íà êîíñòàíòó, îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ìîæíî çàïèñàòü
òàê: í.î.ä. (f(x), g(x)) = x+ 1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïîëèíîì d(x) � íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü ïîëèíîìîâ f1(x) è f2(x). Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû
M1(x) è M2(x) òàêèå, ÷òî
d(x) = M2(x)f1(x) +M1(x)f2(x).
Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì í.î.ä.

Íàéòè ïîëèíîìû M1 è M2 ìîæíî, ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâ-
êëèäà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü èìååòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xj, . . . . ×èñëà Kj(x1, . . . , xj), îïðåäå-
ëÿåìûå ïðàâèëàìè

K0
def
= 1, K1

def
= x1, Kj

def
= Kj−1xj + Kj−2 ïðè j ≥ 2

íàçûâàþòñÿ êîíòèíóàíòàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëàM1 èM2 èç ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
í.î.ä. âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíòèíóàíò:

M1 = (−1)jKj(q1, q2, . . . , qj),M2 = (−1)j−1Kj−1(q2, . . . , qj).

Çäåñü qi � ÷àñòíîå, ïîëó÷åííîå íà i øàãå, à j � íîìåð øàãà, íà
êîòîðîì ïîëó÷èëìÿ ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ âû÷èñëåíèÿ êîíòèíóàíò óäîáíî
ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû. Òàê, ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå òàá-
ëèöû äëÿ âû÷èñëåíèÿ Kj(q1, q2, . . . , qj) ñëåäóþùåå:

j 0 1 2 3 4 . . .

qj � q1 q2 q3 q4 . . .

Kj(q1, q2, . . . , qj) 1 q1 . . .

+ 

*  

 

è çíà÷åíèå äëÿ K2(q1, q2) = 1 + q1q2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñõåìå, óêà-
çàííîé ñòðåëêàìè. Ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå òàáëèöû:

è î÷åðåäíîå çíà÷åíèå K3(q1, q2, q3) = K1(q1) + K2(q1, q2)q3 ñíîâà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñõåìå, óêàçàííîé ñòðåëêàìè.
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j 0 1 2 3 4 . . .

qj � q1 q2 q3 q4 . . .

Kj(q1, q2, . . . , qj) 1 q1 1 + q1q2 . . .

+ 

*  

 

Òàáëèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ Kj−1(q2, . . . , qj) ñòðîèòñÿ ïî òîìó æå
ïðèíöèïó, òîëüêî ñ èíûìè ñòàðòîâûìè çíà÷åíèÿìè:

j 0 1 2 3 4 . . .
qj � q1 q2 q3 q4 . . .

Kj−1(q2, . . . , qj) � 1 q2 . . .

Îáû÷íî òàáëèöû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáåèõ êîíòèíóàíò îáúåäè-
íÿþò.

Ïðèìåð 5.Íàéòè ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå í.î.ä.(f(x), g(x)),

åñëè

à) f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x− 2, g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2;

á) f(x) = x5−5x42x3 + 12x2−2x+ 12, g(x) = x3−5x2−3x+ 17

à) Ñíà÷àëà ïðîäåëûâàåì àëãîðèòì Åâêëèäà:

x4+2x3−x2−4x−2 x4 + x3 − x2 − 2x− 2

x4 +x3−x2−2x−2 1

x3 −2x

x4+x3 −x2−2x−2 x3 − 2x

x4 −2x2 x+ 1

x3 +x2−2x−2

x3 −2x

x2 −2

x3 −2x x2 − 2

x3 −2x −x
0

í.î.ä. (f(x), g(x)) = x2 − 2.

Òåïåðü ñîñòàâëÿåì òàáëèöó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíòèíóàí-

òîâ:

j 0 1 2

qj � 1 x+ 1

K4(q1, q2) 1 1 x+ 2

K3(q2) � 1 x+ 1

M1(x) = x+ 2

M2(x) = −(x+ 1)
⇒

í.î.ä. (f(x), g(x)) = x2−2 = −(x+1)(x4+2x3−x2−4x−2)+

+ (x+ 2)(x4 + x3 − x2 − 2x− 2);
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á) Ñíà÷àëà ïðîäåëûâàåì àëãîðèòì Åâêëèäà:

x5−5x4−2x3+12x2−2x+12 x3 − 5x2 − 3x+ 17

x5−5x4−3x3+17x2−2x −2 x2 + 1

x3 −5x2−2x+12

x3 −5x2−2x+17

x −5

x3−5x2−3x+17 x− 5

x3−5x2 x2 − 3

−3x+17

−3x+15

2

x−5 2

x 1
2
x− 5

2

−5

−5

0

í.î.ä. (f(x), g(x)) = 2.

Òåïåðü ñîñòàâëÿåì òàáëèöó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíòèíóàí-

òîâ:

j 0 1 2

qj � x2 + 1 x2 − 3

K4(q1, q2) 1 1 x4 − 2x− 2

K3(q2) � 1 x2 − 3

M1(x) = x4 − 2x− 2

M2(x) = −(x2 − 3)

Ñëåäîâàòåëüíî: í.î.ä. (f(x), g(x)) = 2 = −(x2−3)(x5−5x42x3+

12x2 − 2x+ 12) + (x4 − 2x− 2)(x3 − 5x2 − 3x+ 17);

Ýòè ïîëèíîìû âçàèìíî ïðîñòû. Îáû÷íî â ýòîì ñëó÷àå ïè-

øóò:

í.î.ä. (f(x), g(x)) = 1, è ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå âûãëÿäèò

òàê:

1 = −x
2 − 3

2
(x5−5x42x3 + 12x2−2x+ 12) +

x4 − 2x− 2

2
(x3−

5x2 − 3x+ 17)

Òåîðåìà 4. Ïîëèíîìû f1(x) è f2(x) âçàèìíî ïðîñòû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò äâà ïîëèíîìà M1(x) è M2(x)
òàêèå, ÷òî f1(x)M2(x) + f2(x)M1(x) ≡ 1.

Ïîëèíîìû M1(x) è M2(x) ìîæíî âûáðàòü èç óñëîâèÿ:
degM1(x) < deg f1(x), degM2(x) < deg f2(x). Òàêèå ïîëèíîìû
îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïîýòîìó äëÿ âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ïîëèíîìîâ ïîëèíîìûM1(x) èM2(x) ìîæíî íàéòè ìåòîäîì
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Ïðèìåð 6. Ïîäîáðàòü ïîëèíîìû M1(x) è M2(x) òàêèå, ÷òî

f1(x)M2(x) + f2(x)M1(x) ≡ 1, åñëè f1(x) = x3, f2(x) = (1− x)2

ßñíî, ÷òî ïîëèíîìû f1(x) è f2(x) âçàèìíî ïðîñòû, à çíà÷èò
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñòåïåíü èñêîìûõ ïîëèíîìîâ M1(x) è
M2(x) ðàâíà 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. èõ ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå:
M1(x) = ax2 + bx+ c è M2(x) = dx+ f .
Òîãäà (dx+ f)x3 + (ax2 + bx+ c)(x2 − 2x+ 1) = 1.
Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ïîëè-
íîìîâ, ñòîÿùèõ ñïðàâà è ñëåâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

x4

x3

x2

x1

x0



d+ a = 0

f − 2a+ b = 0

a− 2b+ c = 0

b− 2c = 0

c = 1

⇒



c = 1

b = 2

a = 3

f = 4

d = −3

⇒

M1(x) = 3x2 + 2x+ 1 è M2(x) = −3x+ 4, ò.å.
1 = (−3x+ 4)x3 + (3x2 + 2x+ 1)(x2 − 2x+ 1).

2. Êîðíè ïîëèíîìû. Êðàòíûå êîðíè. Òåîðåìà Âèåòà.

Îïðåäåëåíèå 8. x = λ íàçûâàåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà
f(x) = a0x

n+a1x
n−1 + . . .+an, a0, a1, . . . , an, x ∈ C, åñëè f(λ) = 0.

ßñíî, ÷òî êîðåíü x = λ ïîëèíîìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (êîðíåì)
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an = 0.

Ñóùåñòâóåò ëè ó óðàâíåíèÿ f(x) = 0 õîòÿ áû îäèí êîðåíü?

Òåîðåìà 5. (îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñøåé àëãåáðû)
Óðàâíåíèå a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an = 0 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí êîðåíü, â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûé.

Òåîðåìà 6. (Áåçó)
Åñëè x = λ � êîðåíü ïîëèíîìà f(x), òî ïîëèíîì ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäåf(x) = (x−λ)f1(x), ãäå ïîëèíîì f1(x) îïðåäåëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïðè ýòîì deg (f1(x)) = deg(f(x))− 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàçäåëèòü f(x) íà (x − λ) ñ îñòàòêîì,
ïîëó÷èì f(x) = (x− λ)f1(x) + r. Ïðè÷¼ì îñòàòîê r � ýòî ÷èñëî.
Ïîñêîëüêó f(λ) = 0, ïîëó÷èì r = 0.

Èòàê, ó ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà f(x) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí
êîðåíü x = x1, è ýòîò ïîëèíîì ïðåäñòàâèì â âèäå

f(x) = (x− x1)f1(x).
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Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ó ïîëèíîìà f1(x) òîæå íàé-
äåòñÿ õîòÿ áû îäèí êîðåíü x = x2, ïðè ýòîì

f(x) = (x− x1)(x− x2)f2(x)

è òàê äàëåå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäñòâèå ê îñíîâíîé òåîðåìå
âûñøåé àëãåáðû.

Ñëåäñòâèå. Êàæäûé ïîëèíîì f(x) = a0x
n+a1x

n−1 + . . .+an
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(x) = a0(x−x1)(x−x2) . . . (x−xn), è
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Îíî íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì
ïîëèíîìà íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, à âûðàæåíèå âèäà (x − xi)
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîæèòåëåì äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x).

Ïðèìåð 7. Íàéòè ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà

f(x) = x3 − 6ix+ 4(1− i)

íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî x1 = −1 − i ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî êîðíåì.

Ïî òåîðåìå Áåçó f(x) = (x + 1 + i)f1(x). Íàéòè f1(x) ìîæíî,
ïîäåëèâ f(x) íà (x+ 1 + i).

x3 −6ix+4(1− i) x+ 1 + i

x3 (1 + i)x2 x2 − (1 + i)x− 4i

−(1 + i)x2−6ix

−(1 + i)x2−2ix

−4ix+4(1− i)
−4ix+4(1− i)

0

Ò.å. f(x) = (x+ 1 + i)(x2 − (1 + i)x− 4i).
Ðåøàåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 − (1 + i)x− 4i = 0.

x2,3 =
1 + i±

√
2i+ 16i

2
=

1 + i± 3
√

2i

2
;

√
i =

√
cos
(
π
2

)
+ i sin

(
π
2

)
=

= cos

(
π/2 + 2πk

2

)
+ i sin

(
π/2 + 2πk

2

)
= ± 1√

2
(1 + i);

x2 = 2(1 + i);x3 = −(1 + i),

ò.å. ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè èìååò âèä:

f(x) = (x+1+ i)(x−2(1+ i))(x+1+ i) = (x+1+ i)2(x−2(1+ i)).
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Ïðèìåð 8. Ðàçëîæèòü íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ïîëèíîìû

à) f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6;

á) f(x) = x4 + 4;

â) f(x) = x4 − 10x2 + 1

à) Èíîãäà óäàåòñÿ òàê ñãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå, ÷òî èñõîä-

íûé ïîëèíîì ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ,

íàéòè êîðíè êîòîðûõ ëåãêî:

f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6 = x3 − 5x2 − x2 + 6x+ 5x− 6 =

= x3−x2−5x2+5x+6x−6 = x2(x−1)−5x(x−1)+6(x−1) =

= (x− 1)(x2 − 5x+ 6) = (x− 1)(x− 2)(x− 3);

èëè ïî-äðóãîìó:

f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6 = x3 − 6x2 + 12x− x+ 6− 12 =

= x3 − x− 6x2 + 6 + 12x− 12 =

= x(x− 1)(x+ 1)− 6(x− 1)(x+ 1) + 12(x− 1) =

= (x− 1)(x2 + x− 6x− 6 + 12) = (x− 1)(x2 − 5x+ 6);

á) ×àñòî óñïåõà ìîæíî äîáèòüñÿ, âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò:

f(x) = x4 + 4x4 + 4x2 − 4x2 + 4 = (x2 + 2)2 − 4x2 =

= (x2 + 2 + 2x)(x2 + 2− 2x);

Ðåøàåì êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ x2 ± 2x+ 2 = 0;

x1,2,3,4 = ±1±
√
−1 = ±1± i;

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

x4 + 4 = (x− 1− i)(x− 1 + i)(x+ 1− i)(x+ 1 + i);

â) Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîíèçèòü ñòåïåíü

óðàâíåíèÿ: ïóñòü t = x2, òîãäà

f(x) = x4 − 10x2 + 1 = t2 − 10t+ 1 = 0,

t1,2 = 5±
√

24 = 5± 2
√

3 = (
√

2±
√

3)2

x1,2,3,4 = ±(
√

2±
√

3), ò.å. ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

x4 − 10x2 + 1 =

= (x−
√

2−
√

3)(x−
√

2 +
√

3)(x+
√

2−
√

3)(x+
√

2 +
√

3).

Âåðíåìñÿ ê ðàçëîæåíèþ ïîëèíîìà íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.
Ïóñòü f(x) = a0(x−x1)(x−x2) . . . (x−xn). Ñðåäè x1, . . . , xn ìîãóò
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áûòü ñîâïàäàþùèå. Åñëè îíè åñòü, òî

f(x) = a0(x− x1)p1(x− x2)p2 . . . (x− xk)pk ,

ïðè÷åì p1 + p2 + . . . + pk = n, à ñðåäè x1, . . . , xk óæå íåò ñîâïà-
äàþùèõ.

Îïðåäåëåíèå 9. Åñëè pj > 1, òî êîðåíü xj íàçûâàåòñÿ êðàò-
íûì êðàòíîñòè pj, åñëè pj = 1, òî êîðåíü xj íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü f(x) èìååò êðàòíûé êîðåíü xi êðàòíîñòè
pi. Òîãäà xi ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì êîðíåì ïðîèçâîäíîé f ′(x) êðàò-
íîñòè pi − 1.

Ñëåäñòâèå xi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè pi ïîëèíîìà f(x)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(xi) = 0, f ′(xi) = 0, . . . , f (pi−1)(xi) = 0, f (pi)(xi) 6= 0.

Ïðèìåð 9. Ïðè êàêèõ a ïîëèíîì f(x) = x5 − ax2 − ax + 1

èìååò êîðåíü x = −1 íå íèæå âòîðîé êðàòíîñòè?

Äëÿ òîãî, ÷òîáû x = −1 áûë êîðíåì íå íèæå âòîðîé êðàòíî-
ñòè, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû f(−1) = 0 è f ′(−1) = 0.
f(−1) = −1− a+ a+ 1 = 0 äëÿ ëþáîãî a;
f ′(−1) = 5 + 2a− a = 5 + a = 0⇒ a = −5.

Ïðèìåð 10. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîì

f(x) = x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1

èìååò êîðåíü x = 1 òðîéíîé êðàòíîñòè

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

f(1) = 0; f ′(1) = 0; f ′′(1) = 0; f ′′′(1) 6= 0.

f(1) = 1− n+ n− 1 = 0;
f ′(x) = 2nx2n−1 − n(n+ 1)xn + n(n− 1)xn−2 ⇒
f ′(1) = 2n− n2 − n+ n2 − n = 0;
f ′′(x) = 2n(2n− 1)x2n−2− n2(n+ 1)xn−1 + n(n− 1)(n− 2)xn−3 ⇒
f ′′(1) = 4n2−2n+n(−n2−n+n2−3n+2) = n(4n−2−4n+2) = 0;
f ′′′(x) = 2n(2n− 1)2(n− 1)x2n−3 − n2(n+ 1)(n− 1)xn−2 +
+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3)xn−4 ⇒
f ′′′(1) = n(n−1)(8n−4−n2−n+n2−5n+6) = 2n(n−1)(n+1) 6= 0
äëÿ n > 1.
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Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà f(x) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = a0(x− x1)p1(x− x2)p2 . . . (x− xk)pk ,

òîãäà äëÿ f ′(x) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f ′(x) = (x− x1)p1−1(x− x2)p2−1 . . . (x− xk)pk−1ϕ(x).

Çäåñü degϕ = k − 1 è ϕ(xj) 6= 0 (j = 1, k). Ýòî çíà÷èò, ÷òî
í.î.ä.(f, f ′) = (x − x1)p1−1(x − x2)p2−1 . . . (x − xk)pk−1. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè íàéòè í.î.ä.(f(x), f ′(x)) (íàïðèìåð, ïî àëãîðèòìó
Åâêëèäà), òî êîðíÿìè ýòîãî ïîëèíîìà áóäóò êðàòíûå êîðíè f(x),
è êðàòíîñòü èõ áóäåò íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ó f(x).

Ïðèìåð 11. Íàéòè êðàòíûå êîðíè ïîëèíîìà

f(x) = x4 − 4x3 + 8x2 − 8x+ 4.

f ′(x) = 4x3 − 12x2 + 16x− 8 = 4(x3 − 3x2 + 4x− 2);

Èùåì í.î.ä.(f(x), f ′(x)/4) ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà:

x4−4x3+8x2−8x+4 x3 − 3x2 + 4x− 2

x4−3x3+4x2−2x x− 1

−x3+4x2−6x+4

−x3+3x2−4x+2

x2−2x+2

x3−3x2+4x−2 x2 − 2x+ 2

x3−2x2+2x x− 1

−x2+2x−2

−x2+2x−2

0

í.î.ä.(f(x), f ′(x)/4) = x2− 2x+ 2. Èùåì êîðíè ýòîãî ïîëèíîìà:
x1,2 = 1 ±

√
−1 = 1 ± i � ýòî êîðíè ïîëèíîìà f(x) êðàòíîñòè

2, ò.å. f(x) = (x− 1− i)2(x− 1 + i)2.

Åñëè óðàâíåíèå í.î.ä.(f(x), f ′(x)) = 0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ñòåïåíè è åãî ðåøèòü íå óäà¼òñÿ, òî è åãî êðàòíûå êîðíè ìîæíî
íàéòè óêàçàííûì âûøå ìåòîäîì. À èìåííî, ñòðîÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

d1 = í.î.ä.(f, f ′), d2 = í.î.ä.(d1, d
′
1), . . . , dr = í.î.ä.(dr−1, d

′
r−1),

â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ïðèä¼ì ê ïîëèíîìó, èìåþùåìó òîëüêî ïðîñòûå
êîðíè. Ïóñòü ýòî ïðîèçîéä¼ò íà øàãå r−1 è ïîëó÷èòñÿ ïîëèíîì
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dr−1, êîðíè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ëåãêî. Òîãäà ýòè êîðíè áóäóò
êîðíÿìè êðàòíîñòè r ïîëèíîìà f(x).

Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ

f1 = f/d1, f2 = d1/d2, . . . , fr−1 = dr−2/dr−1, fr = dr−1.
Âñå êîðíè êàæäîãî èç ýòèõ ïîëèíîìîâ ïðîñòûå, îäíàêî ñðåäè

êîðíåé ïîëèíîìà f2(x) íåò ïðîñòûõ êîðíåé ïîëèíîìà f(x), ñðåäè
êîðíåé f3(x) íåò êîðíåé êðàòíîñòè 2 ïîëèíîìà f(x) è ò.ä. Òàêèì
îáðàçîì, íàéäÿ ïîëèíîìû

F1 = f1/f2, F2 = f2/f3, . . . , Fr−1 = fr−1/fr, Fr = fr,

ïîëó÷èì ïîëèíîìû Fj(x), j = 1, r, êîðíè êîòîðûõ ïðîñòûå è
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êðàòíîñòè j ïîëèíîìà f(x), ò.å. èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = F1(x)F 2
2 (x)F 3

3 (x) · · · · · F r
r (x).

Ïðèìåð 12. Íàéòè êðàòíûå êîðíè ïîëèíîìà

f(x) = x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4.

f ′(x) = 6x5 − 24x3 − 12x2 + 18x+ 12 = 6(x5 − 4x3 − 2x2 + 3x+ 2).

Èùåì í.î.ä.(f(x), f ′(x)/6) ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà:

x6 −6x4−4x3+9x2+12x+4 x5 − 4x3 − 2x2 + 3x+ 2

x6 −4x4−2x3+3x2 +2x x

−2x4−2x3+6x2+10x+4

x5 −4x3−2x2 +3x+2 −2x4 − 2x3 + 6x2 + 10x+ 4

x5 +x4−3x3−5x2−2x −1
2
x− 1

2

−x4 −x3 +3x2 +5x+2

−x4 −x3 +3x2 +5x+2

0

í.î.ä.(f(x), f ′(x)/6) = x4 + x3 − 3x2 − 5x− 2 = d1(x).

d′1(x) = 4x3 + 3x2 − 6x− 5.

Èùåì í.î.ä.(d1(x), d′1(x)):

x4 +x3 −3x2 −5x −2 4x3 + 3x2 − 6x− 5

x4+3
4
x3 −3

2
x2 −5

4
x 1

4
x+ 1

16
1
4
x3 −3

2
x2−15

4
x− 5

16
1
4
x3 + 3

16
x2 −3

8
x− 5

16

−27
16
x2−27

8
x−27

16
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4x3 +3x2 −6x−5 −27
16
x2 − 27

8
x− 27

16

4x3 +8x2 +4x −64
27
x+ 80

27

−5x2−10x−5

−5x2−10x−5

0

í.î.ä.(d1(x), d′1(x)) = x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2 = d2(x).

d′2(x) = 2(x+ 1). ßñíî, ÷òî í.î.ä.(d2(x), d′2(x)) = x+ 1 = d3(x).

Ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f1 = f/d1, f2 = d1/d2, f3 = d2/d3, f4 = d3.

x6 −6x4−4x3 +9x2+12x+4 x4 + x3 − 3x2 − 5x− 2

x6 +x5−3x4−5x3 −2x2 x2 − x− 2

−x5−3x4 +x3+11x2+12x

−x5 −x4 +3x3 +5x2 +2x

−2x4−2x3 +6x2+10x+4

−2x4−2x3 +6x2+10x+4

0

f1(x) = x2 − x− 2 = (x+ 1)(x− 2);

x4 +x3−3x2−5x−2 x2 + 2x+ 1

x4+2x3 +x2 x2 − x− 2

−x3−4x2−5x

−x3−2x2 −x
−2x2−4x−2

−2x2−4x−2

0

f2(x) = x2 − x− 2 = (x+ 1)(x− 2);

f3(x) = x+ 1;

f4(x) = x+ 1;

È ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

F1 = f1/f2 = 1, F2 = f2/f3 = x− 2, F3 = f3/f4 = 1, F4 = x+ 1.

Çíà÷èò äëÿ èñõîäíîãî ïîëèíîìà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëå-
íèå: f(x) = (x + 1)4(x − 2)2. Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îò-
âåòà íå îáÿçàòåëüíî áûëî äîâîäèòü ïðîöåññ äî êîíöà, à ìîæ-
íî áûëî, ïîëó÷èâ d2(x) = (x + 1)2, ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî
x = −1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f ′(x) êðàòíîñòè 3, à çíà÷èò êîðíåì
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f(x) êðàòíîñòè 4, à ðàçäåëèâ f(x) íà (x+ 1)4, ïîëó÷èòü îñòàâ-
øèåñÿ êîðíè.

Òåîðåìà 8. (Âèåòà)
Ïóñòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0x

n+a1x
n−1 + . . .+an ðàâíû

λ1, λ2, . . . , λn. Òîãäà

λ1 + λ2 + . . .+ λn = −a1/a0
λ1λ2 + λ1λ3 + . . .+ λn−1λn = a2/a0
λ1λ2λ3 + . . .+ λn−2λn−1λn = −a3/a0
. . .
λ1λ2 . . . λn = (−1)nan/a0.

Ïðèìåð 13. Ñóììà äâóõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

2x3 − x2 − 7x+ λ = 0

ðàâíà 1. Îïðåäåëèòü λ.

Ïóñòü λ1, λ2, λ3 � êîðíè óðàâíåíèÿ. Òåîðåìà Âèåòà è óñëîâèå
çàäà÷è äàþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

λ1 + λ2 + λ3 =
1

2

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = −7

2

λ1λ2λ3 = −λ
2

λ1 + λ2 = 1

⇒



λ3 = −1

2

λ1λ2 −
λ1
2
− λ2

2
= −7

2

−λ1λ2
2

= −λ
2

λ1 + λ2 = 1

⇒


λ2 = −1

2
λ1λ2 = −3

λ1λ2 = λ

λ1 + λ2 = 1

⇒ λ = −3.

Ïðèìåð 14. Îïðåäåëèòü a, b, c òàê, ÷òîáû îíè áûëè êîðíÿ-

ìè óðàâíåíèÿ x3 − ax2 + bx− c = 0.

Çàïèñûâàåì òåîðåìó Âèåòà äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ:


a+ b+ c = a

ab+ ac+ bc = b

abc = c

⇒


b+ c = 0

b(c− 1) = 0

abc = c

⇒




b = 0

c = 0

a − ∀
c = 1

b = −1

a = −1

.
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Ïðèìåð 15. Îáðàçóþò ëè êîðíè óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïå-

íè 8x3 − 12x2 − 2x+ 3 = 0 àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

Åñëè êîðíè óðàâíåíèÿ λ1, λ2, λ3 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ, òî λ1 + λ3 = 2λ2. Äîïîëíèì ýòî óñëîâèå ðàâåíñòâàìè
èç òåîðåìû Âèåòà:

λ1 + λ3 = 2λ2

λ1 + λ2 + λ3 =
3

2

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = −1

4

λ1λ2λ3 = −3

8

⇒



λ1 + λ3 = 2λ2

3λ2 =
3

2

2λ2
2 + λ1λ3 = −1

4

λ1λ2λ3 = −3

8

⇒


λ2 =

1

2

λ1 + λ3 = 1

λ1λ3 = −3

4

⇒


λ2 =

1

2

λ1,3 = −1

2
,
3

2

;

Êîðíè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

3. Ñõåìà Ãîðíåðà. Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïîëèíîìà

f(x) = an + an−1x+ an−2x
2 + . . .+ a0x

n

â òî÷êå x = x0 íàèáûñòðåéøèì ñïîñîáîì. Ïðè âû÷èñëåíèè ¾â
ëîá¿ ïîòðåáóåòñÿ n − 1 ðàç âîçâîäèòü â ñòåïåíü, ïîòîì n ðàç
óìíîæàòü íà ai è n ðàç ñêëàäûâàòü: 3n−1 äåéñòâèé. Ïîïðîáóåì
îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ:

f(x0) = an + x0[an−1 + an−2x0 + . . .+ a1x
n−2
0 + a0x

n−1
0 ] =

= an + x0[an−1 + x0[an−2 + . . .+ x0[

b2︷ ︸︸ ︷
a2 + x0[a1 + a0x0︸ ︷︷ ︸

b1

]] . . .

︸ ︷︷ ︸
bn−1

] .

Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé, ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ, íà÷èíàÿ
ñ âíóòðåííåé. ßñíî, ÷òî f(x0) = bn. Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ëþáîãî èç bk(k = 1, n) ïîòðåáóåòñÿ äâå îïåðàöèè (ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå), çíà÷èò âñåãî ïðèäåòñÿ ñäåëàòü 2n îïåðàöèé. Ýòîò
àëãîðèòì ðåàëèçóåòñÿ â ñõåìå Ãîðíåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b0 = a0, bk = ak + bk−1x0, k = 1, n
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a0 a1 . . . an−2 an−1 an
x0 b0 b1 . . . bn−2 bn−1 bn = f(x0)

Êðîìå íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà f(x) â òî÷êå x = x0
ñõåìà Ãîðíåðà ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïîëèíîì f(x) íà (x − x0) ñ
îñòàòêîì:

f(x) = (x− x0)(B0x
n−1 +B1x

n−2 + . . .+Bn−2x+Bn−1) + r;

Òîãäà f(x0) = r = bn. À åñëè ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ïîëèíîìîâ, ñòîÿùèõ ñïðàâà è ñëåâà ðà-
âåíñòâà, ïîëó÷èì:

a0 = B0, a1 = B1 − B0x0, a2 = B2 − B1x0, . . . , an = bn − x0Bn−1.
Îòêóäà

B0 = a0, Bk = ak + Bk−1x0, k = 1, n− 1. Òàêèì îáðàçîì âûðàæå-
íèÿ äëÿ Bk ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè â ïåðâîé ñòðîêå ñõåìû
Ãîðíåðà!

Èòàê, ïåðâàÿ ñòðîêà ñõåìû Ãîðíåðà äàåò âîçìîæíîñòü:

1. f(x) â òî÷êå x = x0 : f(x0) = bn;

2. ðàçäåëèòü ïîëèíîì f(x) íà (x− x0) ñ îñòàòêîì:
f(x) = (x− x0)(b0xn−1 + b1x

n−2 + . . .+ bn−2x+ bn−1) + bn;

3. âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè x = x0 êîðíåì ïîëèíîìà f(x): åñëè
bn = 0, òî ÿâëÿåòñÿ, à åñëè bn 6= 0 � íåò.

Ïðîèçâîëüíóþ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìóþ â òî÷êå x0 ôóíêöèþ
ìîæíî ïðèáëèçèòü ôîðìóëîé Òåéëîðà:

Φ(x) ≈ Φ(x0) +
Φ′(x0)

1!
(x− x0) + . . .+

Φ(n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Äëÿ ïîëèíîìà f(x), deg f(x) = n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Òî åñòü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëîæèòü f(x) ïî ñòåïåíÿì (x−x0),
íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ âñåõ åãî ïðîèçâîäíûõ âïëîòü äî
n ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

f(x) = (x− x0)(b0xn−1 + b1x
n−2 + . . .+ bn−2x+ bn−1) + bn.

Òîãäà

f ′(x) = 1 · (b0xn−1 + b1x
n−2 + . . .+ bn−2x+ bn−1) +

+ (x− x0)((n− 1)b0x
n−2 + (n− 2)b1x

n−3 + . . .+ bn−2),

f ′(x0) = 1 · g(x0), ãäå g(x) = b0x
n + . . .+ bn−2x+ bn−1.

Çíà÷åíèå ïîëèíîìà g(x) â òî÷êå x = x0 íàéäåì ïî ñõåìå
Ãîðíåðà, äëÿ ÷åãî íóæíî çàïîëíèòü âòîðóþ ñòðî÷êó òàáëèöû
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ïî àíàëîãè÷íûì ôîðìóëàì:

c0 = b0, ck = ck−1x0 + bk, k = 1, n− 1. Òîãäà f ′(x0) = 1 · cn−1.
a0 a1 . . . an−2 an−1 an

x0 b0 b1 . . . bn−2 bn−1 bn = f(x0)
x0 c0 c1 . . . cn−2 cn−1 = f ′(x0)

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ f ′′(x0) íåîáõîäèìî çàïîëíèòü òðåòüþ ñòðîêó ñõåìû Ãîð-
íåðà ïî ôîðìóëàì:

d0 = c0, dk = di−1x0 + ck, k = 1, n− 2,

è òîãäà f ′′(x0) = 1 · 2 · dn−2 = 2!dn−2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âñåõ ïðîèçâîäíûõ, íóæíî çàïîë-
íèòü n+ 1 ñòðîêó ñõåìû Ãîðíåðà:

a0 a1 . . . an−2 an−1 an

x0 b0 b1 . . . bn−2 bn−1 bn = f(x0)

x0 c0 c1 . . . cn−2 cn−1 = f ′(x0)
1!

x0 d0 d1 . . . dn−2 = f ′′(x0)
2!

x0 e0 e1 = f(n−1)(x0)
(n−1)!

x0 r0=
f(n)(x0)

n!

Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê âîçìîæíîñòåé, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿåò
ñõåìà Ãîðíåðà ðàñøèðÿåòñÿ:

4. ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëèíîìà â òî÷êå x = x0 :
f ′(x0) = 1!cn−1, f

′′(x0) = 2!dn−2, . . .
f (n−1)(x0) = (n− 1)!e1, f

(n)(x0) = n!r0;

5. ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíòû ôîðìóëû Òåéëîðà ðàçëîæåíèÿ ïî-
ëèíîìà ïî ñòåïåíÿì (x− x0) :
f(x) = r0(x− x0)n + e1(x− x0)n−1 + . . .+ dn−2(x− x0)2 +
+ cn−1(x− x0) + bn
(ýòî ÷èñëà, ñòîÿùèå íà äèàãîíàëè ñõåìû Ãîðíåðà);

6. îïðåäåëèòü êðàòíîñòü êîðíÿ x = x0: îíà ðàâíà êîëè÷åñòâó
íóëåé, ñòîÿùèõ íà äèàãîíàëè ñõåìû Ãîðíåðà (íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé
ñòðî÷êè!). Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î êðàòíûõ êîðíÿõ;

7. åñëè x = x0 � êîðåíü ïîëèíîìà êðàòíîñòè k, îïðåäåëèòü
êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè äåëåíèè f(x) íà
(x− x0)k áåç îñòàòêà:
f(x) = (x − x0)

k(p0x
n−k + p1x

n−k−1 + . . . + pn−k−1x + pn−k), ãäå
pi(i = 0, n− k)� ýòî ÷èñëà, ñòîÿùèå â k-îé ñòðîêå ñõåìû Ãîðíåðà.

Ïðèìåð 16. Âûïîëíèòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïîëèíîìà
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f(x) = 4x3 + x2 íà x+ i+ 1.

Íóæíî ïîñòðîèòü ïåðâóþ ñòðîêó ñõåìû Ãîðíåðà äëÿ x = −1− i.
4 1 0 0

−1− i 4 −3− i −1 + 7i 8− 6i

Çíà÷èò f(x) = (4x2 − (3 + i)x− 1 + 7i)(x+ 1 + i) + 8− 6i.

Ïðèìåð 17. Äëÿ ïîëèíîìà f(x) = x4 − 3x3 + 6x2 − 10x + 16

âû÷èñëèòü f(4).

Íóæíî ïîñòðîèòü ïåðâóþ ñòðîêó ñõåìû Ãîðíåðà äëÿ x = 4.

1 −3 6 −10 16

4 1 1 10 30 136

Çíà÷èò f(4) = 136.

Ïðèìåð 18. Ðàçëîæèòü ïîëèíîì f(x) = x4+2x3−3x2−4x+1

ïî ñòåïåíÿì (x+ 1).

Íóæíî ïîñòðîèòü ñõåìó Ãîðíåðà äëÿ x = −1.

1 2 −3 −4 1

−1 1 1 −4 0 1

−1 1 0 −4 4

−1 1 −1 −3

−1 1 −2

−1 1

Çíà÷èò f(x) = (x+ 1)4 − 2(x+ 1)3 − 3(x+ 1)2 + 4(x+ 1) + 1.

Ïðèìåð 19. Íàéòè çíà÷åíèå ïîëèíîìà f(x) = x5 − 4x3 +

6x2 − 8x+ 10 è âñåõ åãî ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x = 2.

Íóæíî ïîñòðîèòü ñõåìó Ãîðíåðà äëÿ x = 2.

1 0 −4 6 −8 10

2 1 2 0 6 4 18

2 1 4 8 22 48

2 1 6 20 62

2 1 8 36

2 1 10

2 1

f(2) = 18

f ′(2) = 48

f ′′(2) = 2! · 62 = 124

f ′′′(2) = 3! · 36 = 216

f (IV )(2) = 4! · 10 = 240

f (V )(2) = 5! · 1 = 120
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Ïðèìåð 20. ×åìó ðàâåí ïîêàçàòåëü êðàòíîñòè êîðíÿ x = 2

äëÿ ïîëèíîìà f(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8.

Íóæíî ïîñòðîèòü ñõåìó Ãîðíåðà äëÿ x = −2.

1 −5 7 −2 4 −8

2 1 −3 1 0 4 0

2 1 −1 −1 −2 0

2 1 1 1 0

2 1 3 7

Çíà÷èò êðàòíîñòü êîðíÿ ðàâíà 3.

Ïðèìåð 21. Îïðåäåëèòü A è B òàê, ÷òîáû ïîëèíîì

f(x) = Ax4 +Bx3 + 1 äåëèëñÿ íà (x− 1)2.

Èíà÷å ãîâîðÿ, íóæíî, ÷òîáû x = 1 áûë êîðíåì íå íèæå âòî-
ðîé êðàòíîñòè äëÿ äàííîãî ïîëèíîìà, ò.å. ïåðâûå äâå ñòðîêè
ñõåìû Ãîðíåðà äîëæíû çàêàí÷èâàòüñÿ íóëÿìè.

A B 0 0 1

1 A A+B A+B A+B A+B + 1

1 A 2A+B 3A+ 2B 4A+ 3B{
A+B + 1 = 0

4A+ 3B = 0
⇒

{
A+B + 1 = 0

−B − 4 = 0
⇒

{
B = −4

A = 3
.

4. Íåêîòîðûå ïðèåìû íàõîæäåíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an = 0, (aj ∈ R, j = 0, n).
Äëÿ n < 5 êîðíè óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ â îáùåì âèäå � â âèäå

ôóíêöèè îò a0, . . . , an. Îäíàêî ïðè n ≥ 5 òàêîãî ðåøåíèÿ íàéòè
íå óäà¼òñÿ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà äëÿ
íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ïîëèíîìîâ êîðíè íàéòè óäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ
òåõ èëè èíûõ ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ.

Òåîðåìà 9. Åñëè ïîëèíîì

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an, (aj ∈ R, j = 0, n) èìååò êîðåíü
x1 = α + iβ ñ β 6= 0, òî îí èìååò è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé
êîðåíü x2 = x̄1 = α − iβ. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè f(α + iβ) = 0, òî
f(α− iβ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîðíè âåùåñòâåííîãî ïîëèíîìà ðàñïî-
ëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè. Çíàíèå
ýòîãî ôàêòà, îäíàêî, ñëàáî ïîìîãàåò ïðè ïîèñêå êîðíåé.
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Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì 1.

Òåîðåìà 10. Åñëè ïîëèíîì f(x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an, ãäå

aj ∈ Z, j = 1, n èìååò öåëûé êîðåíü λ, òî ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà: an
... λ.

Ïðèìåð 22. Íàéòè öåëûå êîðíè ïîëèíîìà

f(x) = x5 + x4 − 6x3 − 14x2 − 11x− 3.

Âûïèñûâàåì äåëèòåëè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà a5
... {±1,±3}. Åñëè

x � öåëûé êîðåíü ïîëèíîìà, òî x ∈ {±1,±3}. Îñòàåòñÿ ïîñ÷è-
òàòü çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà â ýòèõ òî÷êàõ:

1 1 −6 −14 −11 −3

1 1 2 −4 −18 −29 −32

−1 1 0 −6 −8 −3 0

−1 1 −1 −5 −3 0

−1 1 −2 −3 0

−1 1 −3 0

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì: f(x) = (x + 1)4(x − 3), ò.å. ïîëèíîì
èìååò êðàòíûé êîðåíü x = −1 êðàòíîñòè 4 è ïðîñòîé êîðåíü
x = 3.

Ïóñòü òåïåðü f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an, aj ∈ Z, ãäå
j = 0, n.

Òåîðåìà 11. Åñëè ïîëèíîì f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü λ = p/q (p/q � íåñîêðàòèìàÿ
äðîáü), òî

1. q � äåëèòåëü ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà: a0
... q;

2. p � äåëèòåëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà:an
... p;

3. (p−mq) � äåëèòåëü f(m) ïðè ëþáîì öåëîìm: f(m) ... (p−mq).

Èòàê, ÷òîáû ïðîâåðèòü, åñòü ëè ó ïîëèíîìà ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè öåëûå èëè ðàöèîíàëüíûå êîðíè íóæíî âûïèñàòü
äåëèòåëè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è äåëèòåëè ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà,
îïðåäåëèòü ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûå êîðíè, à ïîòîì âû÷èñëèòü
çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà â ýòèõ òî÷êàõ. ßñíî, ÷òî åñëè äåëèòåëåé
áóäåò ìíîãî, òî è ïîòåíöèàëüíûõ êîðíåé, êîòîðûå ïðèäåòñÿ ïðî-
âåðÿòü, òîæå áóäåò î÷åíü ìíîãî.

Ïîýòîìó åñòü ñìûñë èñïîëüçîâàòü 3-é ïóíêò òåîðåìû, ñôîð-
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ìóëèðîâàííûé äëÿ m = 1:

f(1) ... (p− q), f(−1) ... (p+ q),

÷òîáû îòñåÿòü ëèøíèå çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð 23. Íàéòè ðàöèîíàëüíûå êîðíè ïîëèíîìà

à) f(x) = x3 − 6x2 + 15x− 14;
á) f(x) = 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12.

à) a0 = 1 è a3
... {±1,±2,±7,±14}; ⇒

x ∈ {±1,±2,±7,±14}; f(1) = −4; f(−1) = −36⇒
äîïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó ïðîõîäèò òîëüêî ÷èñëî 2 : f(−4)

... (2− 1) = 1

f(−36)
... (2 + 1) = 3

⇒ x ∈ {2} ;

Ñ÷èòàåì f(2) ïî ñõåìå Ãîðíåðà:

1 −6 −15 −4

2 1 −4 7 0

2 1 −2 3

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì: f(x) = (x−2)(x2−2x+3), ò.å. ïîëèíîì
èìååò îäèí öåëûé êîðåíü x = 2 êðàòíîñòè 1;

á) f(a0)
... {±1,±2,±3,±6} è f(a4)

... {±1,±2,±3±4,±6,±12} ⇒
x ∈ {±1,±2,±3,±4,±6,±12,±1/2,±3/2,±1/3,±2/3,±4/3,±1/6};
f(1) = 4; f(−1) = 18 ⇒ äîïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó ïðîõîäÿò
x ∈ {2,−3, 1/2,−1/3}. Ñòðîèì ñõåìó Ãîðíåðà:

6 19 −7 −26 12

2 6 31 55 84 180

−3 6 1 −10 4 0

−3 6 −17 41 −119

Òàêèì îáðàçîì, f(x) = (x + 3)(6x3 + x2 − x + 4). Îñòàâøèåñÿ
çíà÷åíèÿ x ïîäñòàâëÿåì óæå â ïîëèíîì 6x3 + x2 − x+ 4:

−3 6 1 −10 4
1
2

6 4 −8 0
1
2

6 7 −9
2

Òî åñòü f(x) = (x+3)

(
x− 1

2

)
(6x2+4x−8). Ïîñêîëüêó ïîëèíîì,

ñòîÿùèé â ïîñëåäíåé ñêîáêå, ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé íå èìååò,

îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: x = −3 è x =
1

2
.
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Åñëè f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an è aj ∈ Q, j = 0, n, òî ýòîò
ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

f(x) =
p0
q0
xn +

p1
q1
xn−1 + . . .+

pn
qn
.

Åñëè óìíîæèòü ýòîò ïîëèíîì íà q0q1 . . . qn, òî åãî êîðíè íå èç-
ìåíÿòñÿ, à êîýôôèöèåíòû íîâîãî ìíîãî÷ëåíà ñòàíóò öåëûìè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïîëèíîì f(x) = a0x
n+a1x

n−1+ . . .+an íà-
çûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè a0 = an, a1 = an−1, . . . aj = an−j, . . .,
òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ (a0, a1, . . . , an)
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû.

Ïðèìåðîì âîçâðàòíîãî ïîëèíîìà ìîæåò ñëóæèòü áèíîì (x+ 1)n.
Ïóñòü f(x) � âîçâðàòíûé ïîëèíîì. Òîãäà

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an = anx
n + an−1x

n−1 + . . .

+a1x+a0 = xn
(
an + an−1

1

x
+ . . .+ a1

1

xn−1
+ a0

1

xn

)
= xnf

(
1

x

)
.

Èòàê, âîçâðàòíûå ïîëèíîìû óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèîíàëüíîìó

ñîîòíîøåíèþ f(x) = xnf

(
1

x

)
.

Òåîðåìà 12. Åñëè n íå÷¼òíî, òî âîçâðàòíûé ïîëèíîì èìååò
êîðåíü x = −1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü x = −1 â ïîëó÷åí-
íîå ñîîòíîøåíèå: f(−1) = (−1)nf(−1) = −f(−1)⇒ f(−1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âîçâðàòíûé ïîëèíîì f(x) íå÷¼òíîé ñòåïåíè

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(x) = (x+ 1)f̂(x). Ìîæíî äîêàçàòü,

÷òî f̂(x) òîæå âîçâðàòíûé ïîëèíîì (óæå ÷¼òíîé ñòåïåíè). Êàê
íàéòè åãî êîðåíü?

Ïðèìåð 24. Ðåøèòü óðàâíåíèå

à) x4 + 4x3 + 4x+ 1 = 0;
á) x6 − 6x5 + 14x4 − 18x3 + 14x2 − 6x+ 1 = 0.

à) Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà x2.

x2 + 4x+
4

x
+

1

x2
= 0

è ñãðóïïèðóåì(
x2 +

1

x2

)
+ 4

(
x+

1

x

)
= 0.

Ââ¼äåì íîâóþ ïåðåìåííóþ u = x+
1

x
.

Òîãäà u2 = x2 +
1

x2
+ 2 è óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â êâàäðàòíîå

u2 − 2 + 4u = 0.
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Åãî ðåøèòü íåòðóäíî. Íàéäÿ u1, u2, ïîäñòàâèì èõ â u1,2 = x+
1

x
è ñíîâà ðåøèì äâà êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ.

á) Ðåøàåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òîëüêî äåëèì íà x3:(
x3 +

1

x3

)
− 6

(
x2 +

1

x2

)
+ 14

(
x+

1

x

)
− 18 = 0

u = x+
1

x
, u2 = x2 +

1

x2
+ 2, u3 =

(
x3 +

1

x3

)
+ 3

(
x+

1

x

)
.

Îòêóäà u3 − 3u− 6(u2 − 2) + 14u− 18 = 0 èëè
u3 − 6u2 + 11u− 6 = 0.
Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè 1, 2, 3. Ðåøàåì òðè êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

x1,2 =
1±
√

3i

2
, x3,4 = 1, x5,6 =

3±
√

5

2
.
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Ðàñïîïîâà Í.Â.1

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Àííîòàöèÿ. Êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû îïåðàöèîí-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ, à òàêæå äàíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Ëàïëàñà, îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âåùåñòâåí-
íîãî ïåðåìåííîãî f(t) îïðåäåë¼ííóþ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè
t ∈ R è èíòåãðèðóåìóþ íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Ïóñòü
f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, e-mail: n.raspopova@spbu.ru
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1. f(t) = 0 ïðè t < 0.

2. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà M > 0, s > 0, ÷òî ôóíêöèÿ f(t)
ïðè ëþáîì t ∈ R óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

|f(t)| 6Mest.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì ïå-
ðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åí-
íîãî ðîñòà. Ïðè ýòîì ÷èñëî s0 = inf s íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì
ðîñòà f(t).

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðâîå óñëîâèå ìîæíî îáîéòè, ââåäÿ ôóíê-

öèþ Õåâèñàéäà:

η(t) =

{
0, t < 0,

1, t > 0.

Â äàëüíåéøåì ëþáóþ ôóíêöèþ f(t) áóäåì çàìåíÿòü íà f(t)·η(t)
è áóäåì ñ÷èòàòü ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíåííûì. Íàïðèìåð, åñëè
ìû óêàçûâàåì ôóíêöèþ f(t) = sin t, òî íà ñàìîì äåëå èìååì â
âèäó ôóíêöèþ

f(t) = sin t · η(t) =

{
0, t < 0,

sin t, t > 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî p ∈ C

F (p) =

+∞∫
0

f(t) e−ptdt, p = s+ iσ, s ∈ R, σ ∈ R

íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèåì ïî Ëàïëàñó, åñëè ñóùåñòâóåò óêàçàí-
íûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë. Èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f(t) íàçûâàåò-
ñÿ îðèãèíàëîì.

Ïðèìåð 1. Íàéäåì èçîáðàæåíèå äëÿ f(t) = et. Óñëîâèå 1

áóäåò âûïîëíåíî, åñëè äîîïðåäåëèòü f(t), ââåäÿ ôóíêöèþ Õý-

âèñàéäà (ñì. Çàìå÷àíèå 1). Óñëîâèå 2 âûïîëíåíî ïðè M = 1,

s0 = 1.

+∞∫
0

et · e−ptdt =

+∞∫
0

et(1−p)dt =
1

−(p− 1)
e−(p−1)t

∣∣∣∣+∞
0

=
1

p− 1
.
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Äëÿ äàííîé ôóíêöèè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë áóäåò ñõîäèòñÿ
ïðè p→∞ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Re p > s0 = 1

2. Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïåðå÷èñëèì (áåç äî-
êàçàòåëüñòâ) îñíîâíûå òåîðåìû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ôóíêöèè äåéñòâè-
òåëüíîãî ïåðåìåííîãî f(t), g(t) ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëàìè, ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî F (p),G(p) � èçîáðàæåíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ f(t) è g(t):

f(t) : F (p), g(t) : G(p).

Òåîðåìà 1. (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè)
Ïóñòü α, β ∈ C. Èçîáðàæåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé

f(t) è g(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èõ èçîáðàæåíèé F (p)
è G(p):

αf(t) + βg(t) : αF (p) + βG(p).

Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà îò ôóíê-
öèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.

Òåîðåìà 2. (ïîäîáèÿ)
Ïóñòü a ∈ R, a > 0.

f(at) :
1

a
F
(p
a

)
.

Ýòî ñâîéñòâî òàêæå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ è ñâîéñòâ
èíòåãðàëà îò ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.

Ïðèìåð 2.Íàéäåì èçîáðàæåíèå äëÿ f(t) = eat. Çíàÿ (ñì. Ïðè-

ìåð 1), ÷òî

et :
1

p− 1
,

çàïèøåì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó ïîäîáèÿ:

eat :
1

a
· 1
p
a
− 1

=
1

p− a
.

Òåîðåìà 3. (ñìåùåíèÿ)
Ïóñòü α ∈ C.

eαt · f(t) : F (p− α).

Ïðèìåð 3. Íàéä¼ì èçîáðàæåíèå äëÿ f(t) = e2t sin t. Âíà÷à-

ëå íàéä¼ì èçîáðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè sin t, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà
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ëèíåéíîñòè (Òåîðåìà 1), ïîäîáèÿ (Òåîðåìà 2) è íàéäåííîå âûøå

èçîáðàæåíèå äëÿ eat (Ïðèìåð 2):

sin t =
eit − e−it

2i
:

1

2i

(
1

p− i
− 1

p+ i

)
=

1

2i
· 2i

(p+ i)(p− i)
=

1

p2 + 1
.

Äàëåå ïî òåîðåìå ñìåùåíèÿ ïîëó÷èì (äëÿ α = 2)

e2t sin t :
1

(p− 2)2 + 1
.

Òåîðåìà 4. (çàïàçäûâàíèÿ)
Ïóñòü τ ∈ R, τ > 0.

f(t− τ) : e−pτ · F (p).

Â ìåõàíèêå èñïîëüçóþò âêëþ÷åíèå ñ çàïàçäûâàíèåì äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ïðèáîðîâ. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òàêèõ âêëþ÷åíèé
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Õýâèñàéäà, à èçîáðàæåíèÿ äëÿ
òàêèõ ôóíêöèé óäîáíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû çàïàçäû-
âàíèÿ.

Ïðèìåð 4. Íàéäåì èçîáðàæåíèå äëÿ f(t) = cos(t−1)·η(t−1).

Èçîáðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè f(t) = cos t ìîæíî âûâåñòè àíàëî-

ãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â Ïðèìåðå 3 äëÿ sin t:

cos t =
eit + e−it

2
:

1

2

(
1

p− i
+

1

p+ i

)
=

1

2
· 2p

(p+ i)(p− i)
=

p

p2 + 1
.

Äàëåå ïî òåîðåìå çàïàçäûâàíèÿ ïîëó÷èì (äëÿ τ = 1)

cos (t− 1) · η(t− 1) : e−p·1 · p

p2 + 1
= e−p · p

p2 + 1
.

Òåîðåìà 5. (äèôôåðåíöèðîâàíèå îðèãèíàëà)

f ′(t) : pF (p)− f(0),

f ′′(t) : p2F (p)− p f(0)− f ′(0), . . .

f (n)(t) : pnF (p)− pn−1f(0)− . . .− f (n−1)(0).

Ïðèìåðû äëÿ äàííîé òåîðåìû áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþ-
ùåì ðàçäåëå.

Òåîðåìà 6. (äèôôåðåíöèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ)

F ′(p) : −tf(t),
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F ′′(p) : t2f(t),

· · ·

F (n)(p) : (−1)ntnf(t).

Ïðèìåð 5. Íàéäåì èçîáðàæåíèå äëÿ f(t) = t2et. Èñïîëüçóåì

èçîáðàæåíèå, íàéäåííîå â Ïðèìåðå 1:

et :
1

p− 1
.

Òîãäà ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè èçîáðàæåíèé(
1

p− 1

)′
= − 1

(p− 1)2
: tet,

(
− 1

(p− 1)2

)′′
=

2

(p− 1)3
: t2et.

Òåîðåìà 7. (èíòåãðèðîâàíèå îðèãèíàëà)

t∫
0

f(τ)dτ :
F (p)

p
.

Ïðèìåð 6. Íàéäåì èçîáðàæåíèå äëÿ äëÿ f(t) =
t∫
0

eτdτ .

et :
1

p− 1
⇒

t∫
0

eτdτ :
1

p(p− 1)
.

Òåîðåìà 8. (èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ)

f(t)

t
:

+∞∫
p

F (p)dp.

Ïðèìåð 7. Íàéäåì èçîáðàæåíèå äëÿ äëÿ f(t) =
sin t

t
.

sin t :
1

p2 + 1
(ñì. Ïðèìåð 3) ⇒
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sin t

t
:

+∞∫
p

dp

p2 + 1
= arctg p

∣∣∣∣+∞
p

=
π

2
− arctg p = arcctg p.

Òåîðåìà 9. (óìíîæåíèå èçîáðàæåíèé èëè òåîðåìà î ñâ¼ðòêå)
Åñëè F (p) è G(p) ÿâëÿþòñÿ èçîáðàæåíèÿìè ïî Ëàïëàñó ôóíê-

öèé f(t) è g(t), òî èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíè-
åì, ïðè÷åì

F (p) ·G(p) :

t∫
0

f(τ)g(t− τ) dτ.

Îïðåäåëåíèå 3.Èíòåãðàë
t∫
0

f(τ)g(t−τ) dτ íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðò-

êîé ôóíêöèé f(t), g(t) è îáîçíà÷àåòñÿ (f ∗ g)(t).
Òåîðåìó 9, ó÷èòûâàÿ Îïðåäåëåíèå 3, ìîæíî ïðî÷èòàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: ïðîèçâåäåíèå èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæå-
íèåì ñâ¼ðòêè.

Ïðèìåð 8. Íàéä¼ì èçîáðàæåíèå äëÿ

ψ(t) =

∫ t

0

(t− τ)eτ dτ.

Ôóíêöèÿ ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé g(t) = t è f(t) = et. Èçîáðà-

æåíèÿ äëÿ êàæäîé èç ýòèõ äâóõ ôóíêöèé ìû çíàåì:

G(p) =
1

p2
, F (p) =

1

p− 1
.

Òîãäà ïî òåîðåìå î ñâ¼ðòêå:

ψ(t) = f(t) · g(t) : F (p) ·G(p) =
1

p− 1
· 1

p2
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èçîáðàæåíèé ïî çàäàííûì îðèãèíàëàì ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü Îïðåäåëåíèå 1 è ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà, îäíà-
êî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ôóíêöèé óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ
ãîòîâûìè òàáëèöàìè, èìåþùèìèñÿ â ëþáîì ïîñîáèè èëè ó÷åá-
íèêå ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è îïåðàöè-
îííîìó èñ÷èñëåíèþ.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà (íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ èëè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé), ïðèõîäèòñÿ òàêæå
ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó, òî åñòü ïî ïîëó÷åííîìó èçîáðàæåíèþ
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íàõîäèòü îðèãèíàë. Ïîñêîëüêó èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò èç ñå-
áÿ, êàê ïðàâèëî, àëãåáðàè÷åñêóþ äðîáü, äëÿ íàõîæäåíèÿ îðè-
ãèíàëà ìîæíî ðàçëîæèòü ýòó äðîáü íà ñóììó ïðîñòåéøèõ è èñ-
ïîëüçîâàòü ãîòîâûå òàáëèöû îðèãèíàëîâ è èçîáðàæåíèé. Äðóãîé
ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà ïî èçîáðàæåíèþ � ïðèìåíåíèå
òåîðåì ðàçëîæåíèÿ [1, 2, 3, 4].

3. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïóñòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè:

x(n)(t) + a1 x
(n−1)(t) + . . .+ an x(t) = f(t),

x(0) = x0, . . . , x
(n−1)(0) = x

(n−1)
0 .

Çàïèøåì èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ x(t) è èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëàìè
(óäîâëåòâîðÿþò âñåì íåîáõîäèìûì ñâîéñòâàì). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X(p) èçîáðàæåíèå äëÿ x(t), òîãäà ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðî-
âàíèè îðèãèíàëà (Òåîðåìà 5):

x(t) : X(p),

x′(t : pX(p)− x(0),

· · ·
x(n)(t) : pnX(p)− pn−1 x(0)− . . .− x(n−1)(0),

f(t) = F (p).

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì
îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèè è ïîç-
âîëÿåò äîñòàòî÷íî ëåãêî íàéòè èç íåãî íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ
X(p). Ïîñëå ÷åãî, çíàÿ èçîáðàæåíèå X(p), çàïèñûâàåì îðèãèíàë
x(t), èñïîëüçóÿ òàáëèöû îðèãèíàëîâ è èçîáðàæåíèé ëèáî òåî-
ðåìû ðàçëîæåíèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì àëãîðèòì íà ñëåäóþùèõ
ïðèìåðàõ.

3.1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

x′′ − 2x′ − 3x = e3t, x(0) = x′(0) = 0.

Ïîëó÷èì èçîáðàæåíèÿ äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

x(t) : X(p),



Ñåêöèÿ 2 121

x′(t) : pX(p)− x(0) = pX(p),

x′′(t) : p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p).

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò ôóíêöèÿ f(t) = e3t, èçîáðàæå-

íèå äëÿ êîòîðîé ðàâíî
1

p− 3
. Çàïèøåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:

(p2 − 2p− 3)X(p) =
1

p− 3
.

Íàéä¼ì èç çàïèñàííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íåèçâåñò-
íóþ ôóíêöèþ X(p) è ðàçëîæèì å¼ íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

X(p) =
1

(p− 3)2(p+ 1)
= − 1

16(p− 3)
+

1

4(p− 3)2
+

1

16(p+ 1)
.

Çàïèøåì îðèãèíàë äëÿ íàéäåííîãî èçîáðàæåíèÿ:

X(p) : x(t) = − 1

16
e3t +

1

4
te3t +

1

16
e−t.

3.2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

x′′′ + x′ = 1, x(0) = −1, x′(0) = x′′(0) = 1.

Çàïèøåì èçîáðàæåíèÿ äëÿ ëåâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ:

x(t) : X(p),

x′(t) : pX(p)− x(0) = pX(p) + 1,

x′′′(t) : p3X(p)− p2x(0)− px′(0)− x′′(0) = p3X(p) + p2 − p− 1.

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò 1, å¼ èçîáðàæåíèå �
1

p
. Îïåðà-

òîðíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

p3X(p) + p2 − p− 1 + pX(p) + 1 =
1

p
.

Íàéäåì èç çàïèñàííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ X(p) è ðàçëîæèì å¼ íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

X(p) =
1− p3 + p2

p2(p2 + 1)
=

1

p2
− p

p2 + 1
.

Çàïèøåì îðèãèíàë äëÿ íàéäåííîãî èçîáðàæåíèÿ:

1

p2
− 1

p2 + 1
: t− cos t.
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Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åí îòâåò äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè:

x(t) = t− cos t.

3.3. Â ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äàíû íå ïðè t = 0,
ñðàçó ïðèìåíèòü òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâàíèè îðèãèíàëà ìû
íå ìîæåì.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó Êîøè:

x′′ + 2x′ = e2t, x(1) = 2, x′(1) = 0.

Âíà÷àëå ïîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè
y(t) = x(t+ 1):

y′′ + 2y′ = e2(t+1), y(0) = 2, y′(0) = 0.

Çàïèøåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

p2Y (p)− 2p+ 2(pY (p)− 2) = e2
1

p− 2
.

Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ áûëî ñäåëàíî ñëåäóþùåå ïðåîáðà-
çîâàíèå:

e2(t+1) = e2t+2 = e2 · e2t : e2
1

p− 2
.

Íàõîäèì èç îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Y (p):

Y (p) =
e2

(p− 2)(p2 + 2p)
+

2p+ 4

p2 + 2p
=

e2

p(p− 2)(p+ 2)
+

2

p
.

Ðàñêëàäûâàåì Y (p) íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

Y (p) = e2
(
− 1

4p
+

1

8(p+ 2)
+

1

8(p− 2)

)
+

2

p
.

Òîãäà îðèãèíàë ïðèíèìàåò âèä:

y(t) = e2
(
−1

4
+

1

8
e−2t +

1

8
e2t
)

+ 2.

Ñî ñäâèãîì íà 1 íàõîäèì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è:

x(t) = y(t− 1) = e2
(
−1

4
+

1

8
e−2(t−1) +

1

8
e2(t−1)

)
+ 2.

3.4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò ñîñòàâíóþ ôóíêöèþ (âûðàæàåìóþ
÷åðåç ôóíêöèþ Õýâèñàéäà).

x′′ + x = η(t)− η(t− 2), x(0) = 0, x′(0) = 0.
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Çàïèøåì èçîáðàæåíèÿ äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ,
ïðè÷¼ì äëÿ ïðàâîé ÷àñòè, ñîäåðæàùåé ôóíêöèþ Õýâèñàéäà, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé çàïàçäûâàíèÿ (Òåîðåìà 4):

x′′ + x : p2X(p) +X(p),

η(t)− η(t− 2) :
1

p
− e−2p

p
.

Ïîëó÷èì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:

(p2 + 1)X(p) =
1

p
− e−2p

p
.

È çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ X(p):

X(p) =
1

p(p2 + 1)
− e−2p

p(p2 + 1)
.

Íàéäåì èçîáðàæåíèå äëÿ
1

p(p2 + 1)
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá èíòå-

ãðèðîâàíèè îðèãèíàëà (Òåîðåìà 7):

1

p2 + 1
: sin t ⇒

1

p(p2 + 1)
:

t∫
0

sin τ dτ = − cos t+ 1.

Òîãäà èçîáðàæåíèå äëÿ
e−2p

p(p2 + 1)
ïî òåîðåìå çàïàçäûâàíèÿ áóäåò

ðàâíî:
e−2p

p(p2 + 1)
: (− cos (t− 2) + 1)η(t− 2).

Ðåøåíèå çàäàííîãî óðàâíåíèÿ:

x(t) = (1− cos t)η(t)− (1− cos (t− 2))η(t− 2).

4. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Èíòåãðàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ñîäåðæàò íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèõîäèòñÿ èìåòü
äåëî ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà è Ôðåäãîëüìà ïåð-
âîãî è âòîðîãî ðîäà. Ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé òàêæå ìîæíî
âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.



124 Ñåêöèÿ 2

4.1. Ðåøèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

ϕ(x) = sin x+

x∫
0

(x− t)ϕ(t)dt.

Ïðèìåíÿåì äëÿ îáåèõ ÷àñòåé ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïðè ýòîì

èíòåãðàë
x∫
0

(x − t)ϕ(t)dt ðàññìàòðèâàåì êàê ñâ¼ðòêó ôóíêöèé

g(x) = x, f(x) = ϕ(x), èçîáðàæåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ìû çíàåì:

x :
1

p2
, ϕ(x) : Φ(p).

Òîãäà ïî òåîðåìå î ñâ¼ðòêå (Òåîðåìà 9):

x∫
0

(x− t)ϕ(t)dt :
1

p2
· Φ(p).

Çàïèñûâàåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:

Φ(p) =
1

p2 + 1
+

1

p2
Φ(p).

Íàõîäèì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ Φ(p)

Φ(p) =
p2

(p2 + 1)(p2 − 1)
=

1

2

(
1

p2 + 1
+

1

p2 − 1

)
è âû÷èñëÿåì îðèãèíàë ϕ(x). Ïðè ýòîì îðèãèíàë äëÿ âòîðîãî
ñëàãàåìîãî â ñêîáêàõ íàéäåì, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè
(Òåîðåìà 1):

1

p2 − 1
=

1

2(p− 1)
− 1

2(p+ 1)
:

1

2
et − 1

2
e−t = sh t.

Ïîëó÷àåì ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(x) =
1

2
(sin x+ sh x).
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ÓÄÊ 517.373

Áî÷êàðåâ À.Î.1

Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ
ïî íåÿâíî çàäàííûì êðèâûì

Àííîòàöèÿ. Ïðîâîäèòñÿ ðàçáîð çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì êðèâîëè-
íåéíûõ èíòåãðàëîâ I-ãî è II-ãî ðîäîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êðèâûì, çàäàííûì
íåÿâíî (êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé). Ðàññìàòðèâàþòñÿ àëüòåðíàòèâ-
íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ, ñ ïðèâëå÷åíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà èç àëãåáðû
è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äàíû ãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèè. Âñå ïðèìåðû, ñ
íåáîëüøèì âàðèàöèÿìè, çàèìñòâîâàíû èç ¾Ñáîðíèêà çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó¿ Á.Ï. Äåìèäîâè÷à.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, êðèâîëèíåéíûé èíòå-

ãðàë âòîðîãî ðîäà, íåÿâíî çàäàííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ.

1. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû I-ãî ðîäà. Ñâåäåíèå êðèâî-
ëèíåéíîãî èíòåãðàëà I-ãî ðîäà ê îïðåäåëåííîìó [1, 2] � ýëåìåí-
òàðíàÿ çàäà÷à, åñëè êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè:∫

(L)

f(x, y, z)ds =

T∫
t0

f
(
x(t), y(t), z(t)

)√
x′2 + y′2 + z′2dt

Â ñëó÷àå æå íåÿâíîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ êðèâîé � íàïðèìåð, êàê
ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé � íå âñåãäà î÷åâèäíî, êàê òàêóþ
êðèâóþ ïàðàìåòðèçîâàòü. Òàêèå çàäà÷è çàñòàâëÿþò âêëþ÷àòü
ìàòåìàòè÷åñêóþ ýðóäèöèþ è ïðèâëåêàòü ðàçíîîáðàçíûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ñðåäñòâà èç ñìåæíûõ îáëàñòåé, èç àëãåáðû, èç ãåî-
ìåòðèè, íó è, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàþò ïîíèìàíèå ñóòè ïîíÿòèé è
âëàäåíèå èíñòðóìåíòàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

1.1. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷è â êîòîðûõ íàäî âû÷èñëèòü
êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû 1-ãî ðîäà ñëåäóþùåãî âèäà:∮

(L)

x2ds,

∮
(L)

y2ds,

∮
(L)

z2ds,

∮
(L)

xyds, ...

1Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, e-mail: a.bochkarev@spbu.ru
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ãäå (L) � îêðóæíîñòü, çàäàííàÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ öåí-
òðàëüíîé ïëîñêîñòüþ (Ðèñ. 1)

(L) : x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0

Ðèñ. 1. Ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ öåíòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ

Ñïîñîá 1 (ýâðèñòè÷åñêèé). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ
ïîâåðõíîñòåé ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íû ïî âñåì òðåì ïåðåìåí-
íûì, à ïîòîìó ïåðâûå òðè èíòåãðàëà ðàâíû∮

(L)

x2ds =

∮
(L)

y2ds =

∮
(L)

z2ds =

=
1

3

∮
(L)

(
x2 + y2 + z2

)
ds =

1

3

∮
(L)

a2ds =
a32π

3

Îäíàêî äëÿ èíòåãðàëà

∮
(L)

xyds òàêîé ñïîñîá íå ãîäèòñÿ, è íóæíî

èñêàòü óäîáíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé.
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Ñïîñîá 2 (ïðîñòðàíñòâåííûé ïîâîðîò êîîðäèíàòíûõ îñåé).
Êîíêðåòíî äëÿ ýòîé çàäà÷è çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé çà-
ìêíóòûé êîíòóð (L) (çäåñü: îêðóæíîñòü) � ïëîñêèé, ïóñòü è
íàêëîíåííûé. Ïîýòîìó èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîâåðíóòü îñè
êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû íîâàÿ îñü z1 áûëà íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè
ê ïëîñêîñòè êîíòóðà. Òîãäà îêðóæíîñòü (L) åñòåñòâåííî ïàðà-
ìåòðèçîâàòü ïîëÿðíûì óãëîì â íîâîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
Ox1y1. Îñòàëîñü íàéòè ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòàðûõ êîîðäè-
íàò x, y, z ÷åðåç íîâûå x1, y1, z1.

Îðò íîâîé îñè Oz1 èçâåñòåí èç óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè:

k1 =
( 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

Îñè Ox1, Oy1 ìîæíî íàïðàâèòü ïðîèçâîëüíî â ïëîñêîñòè êîíòó-
ðà. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòüþ z = 0 ïî ïðÿìîé x + y = 0. Ïîýòîìó óäîáíî

íàïðàâèòü ïî ýòîé ïðÿìîé ñ îðòîì j1 =
(−1√

2
,

1√
2
, 0
)
, íàïðèìåð,

îñü Oy1, à îñòàâøóþñÿ îñü Ox1 çàäàòü âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíè-

åì: i1 = j1 × k1 =
( 1√

6
,

1√
6
,
−2√

6

)
. Èòàê (Ðèñ. 2),

Ðèñ. 2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé â ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè
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∥∥∥∥∥∥
x1
y1
z1

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
1/
√

6 1/
√

6 −2/
√

6

−1/
√

2 1/
√

2 0

1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥
x
y
z

∥∥∥∥∥∥ èëè ìàòðè÷íî x1 = Ax

Íî íàì íóæíî âûðàçèòü íàîáîðîò, x = A−1x1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî
ïîñòðîåíèþ ìàòðèöàA îðòîãîíàëüíàÿ, ò. å.A−1 = A∗, ïîëó÷àåì
èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò∥∥∥∥∥∥

x
y
z

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
1/
√

6 −1/
√

2 1/
√

3

1/
√

6 1/
√

2 1/
√

3

−2/
√

6 0 1/
√

3

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥
x1
y1
z1

∥∥∥∥∥∥
Ñòðîèì ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé (L) â íî-

âûõ îñÿõ

x1 = a cosϕ1, y1 = a sinϕ1, z1 = 0

÷òî è äàåò íàì ÷åðåç ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðèçàöèþ
â èñõîäíûõ îñÿõ

x =
1√
6
x1 −

1√
2
y1 = a

(cosϕ1√
6
− sinϕ1√

2

)
y =

1√
6
x1 +

1√
2
y1 = a

(cosϕ1√
6

+
sinϕ1√

2

)
z = − 1√

2
x1 = −2a

cosϕ1√
6

×òîáû ïåðåéòè ê îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó, íóæíî åùå íàéòè
ýëåìåíò äëèíû äóãè. Êîíå÷íî, ìîæíî ïîñ÷èòàòü åãî ïî ôîðìóëå
ds =

√
x′2 + y′2 + z′2 dϕ1, ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèâ ïðîèçâîä-

íûå x′, y′, z′ ïî ïàðàìåòðó ϕ1. Îäíàêî ìû âñåãî ëèøü åùå ðàç
óáåäèìñÿ, ÷òî ýëåìåíò äóãè îêðóæíîñòè ðàâåí ds = adϕ1

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

∮
(L)

x2ds = a3
2π∫
0

(cosϕ1√
6
− sinϕ1√

2

)2
dϕ1 =

a32π

3

Òî÷íî òàê æå ìîæíî íàéòè èíòåãðàë îò ôóíêöèè xy.
Ñïîñîá 3 (â îáîáùåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ).

Èñïîëüçîâàíèå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò óäîáíî, êîãäà îäíà èç
íèõ âûñòóïàåò êàê åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð êðèâîé. Ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå ïðîèñõîäèò íà ïîâåðõíîñòè
ñôåðû, ïðèâîäÿò ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
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åå óãëîâ, ÷òî äåëàåò åå èñïîëüçîâàíèå çàòðóäíèòåëüíûì. Ïðèìå-
íåíèå æå öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò íàïðÿìóþ òàêæå ïðîáëå-
ìàòè÷íî, èç-çà òîãî ÷òî ïðîåêöèÿ êîíòóðà (L) íà ïëîñêîñòü Oxy
åñòü ïîâ¼ðíóòûé íà π/4 ýëëèïñ. Ïîýòîìó íàïðàøèâàåòñÿ èäåÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ïîâ¼ðíóòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàò. Íàéäåì ýòîò ýëëèïñ (Ðèñ. 3):

Ðèñ. 3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xy (íà ïîâåðíóòîì

ýëëèïñå)

z = −(x+ y), x2 + y2 + (x+ y)2 = a2

Òàê êàê åãî îñè ëåæàò íà ïðÿìûõ x ± y = 0, òî åñòåñòâåííî
ñäåëàòü çàìåíó

x1 = 0.5(x+ y), y1 = 0.5(y − x),

â êîòîðûõ ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå ýëëèïñà è åãî ïàðàìåò-
ðèçàöèþ

3x21
2a2

+
y21
2a2

= 1;


x1 = a

2√
6

cosϕ

y1 = a
2√
2

sinϕ

Â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì ïàðàìåòðèçàöèþ èñõîäíîé êðè-
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âîé 
x = x1 + y1 = a

(cosϕ√
6
− sinϕ√

2

)
y = x1 − y1 = a

(cosϕ√
6

+
sinϕ√

2

)
z = −(x+ y) = −2x1 = −a2 cosϕ√

6
êîòîðàÿ, êàê âèäíî, ïîëó÷èëàñü òîé æå, ÷òî è ïðè ñïîñîáå 2.

1.2. Âû÷èñëåíèå äëèí äóã.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü äëèíó äóãè ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé
(Ðèñ. 4)

(L) : x2 + y2 = cz,
x

y
= tg

z

c
îò O (0,0,0) äî A (x0, y0, z0).

Ðèñ. 4. Ïàðàáîëè÷åñêàÿ ñïèðàëü

Ñïîñîá 1 (â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ). Â ñèëó îïðåäåëåííîé
ñèììåòðèè ïåðåìåííûõ x, y â óðàâíåíèè ïîâåðõíîñòåé â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà êðèâîé (L) íàïðàøèâàåòñÿ âçÿòü ïåðåìåííóþ z. Íå
ñðàçó î÷åâèäíî, êàê ÿâíî áóäóò âûðàæàòüñÿ x, y ÷åðåç z. Íî ïî
ïîñòàíîâêå çàäà÷è íàì ýòî íå îñîáî è íóæíî, òàê êàê òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü äëèíó äóãè, ýëåìåíò êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç x′z, y

′
z.

Â îòëè÷èå îò ñàìèõ ôóíêöèé íàéòè èõ ïðîèçâîäíûå âñåãäà ïðî-
ùå: äèôôåðåíöèðóåì ïî z ñèñòåìó íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèè
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x(z), y(z) è ðåøàåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
x′z, y

′
z  2xx′z + 2yy′z = c

xy′z − yx′z = z
⇒


x′z =

x

2z
− y

c

y′z =
y

2z
+
x

c
Çàòåì âû÷èñëÿåì ýëåìåíò äëèíû äóãè

ds =
√
x′2z + y′2z + 1 dz =

√
c

4z
+
z

c
+ 1 dz =

(1

2

√
c

z
+

√
z

c

)
dz

Íàêîíåö, âû÷èñëÿåì ñàìó äëèíó äóãè, ñâîäÿ êðèâîëèíåéíûé èí-
òåãðàë ê îïðåäåëåííîìó

L = c

z0∫
0

(1

2

√
c

z
+

√
z

c

)
d
z

c
= c
(√z0

c
+

2

3

√
z0
c

3)
=

√
z0
c

3c+ 2z0
3

Ñïîñîá 2 (â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ). ßâíóþ ïàðàìåò-

ðèçàöèþ x(z), y(z) ìîæíî âñå-òàêè ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ öèëèí-
äðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðè-
íèìàþò âèä

r =
√
cz, ϕ =

z

c
Ïîëó÷àåì ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé è
åå ïðîèçâîäíûå

x = r cosϕ =
√
cz cos

z

c

y = r sinϕ =
√
cz sin

z

c

⇒


x′z =

√
12

√
c

z
cos

z

c
−
√
z

c
sin

z

c

y′z =
√

12

√
c

z
sin

z

c
+

√
z

c
cos

z

c

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòî òà æå ïàðàìåòðèçà-
öèÿ, ÷òî è ïðè ñïîñîáå 1, òîëüêî âûðàæåííàÿ ÿâíî.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü äëèíó äóãè ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé

(L) : x2 + y2 + z2 = a2,
√
x2 + y2 · ch

(
arctg

y

x

)
= 1

îò A(a,0,0) äî B(x, y, z) (ñì. Ðèñ. 5).
Çäåñü óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, çàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâåííóþ

êðèâóþ, óäîáíî âûðàæàþòñÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, èç êî-
òîðûõ è âûäåëÿåì ïàðàìåòð ϕ

ρ = a, cosψ chϕ = 1⇒ ψ = arccos
1

chϕ
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Ðèñ. 5. Êðèâàÿ íà ñôåðå

Ïîëó÷àåì ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé è
åå ïðîèçâîäíûå

x = a cosψ cosϕ = a
cosϕ

chϕ

y = a cosψ sinϕ = a
sinϕ

chϕ

z = a sinψ = a

√
1− 1

ch2 ϕ
= a thϕ

⇒


x′ϕ = a

− sinϕ chϕ− cosϕ shϕ

ch2 ϕ

y′ϕ = a
cosϕ chϕ− sinϕ shϕ

ch2 ϕ

z′ϕ =
a

ch2 ϕ

Ýëåìåíò äëèíû äóãè ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè ëåãêî âû÷èñ-
ëÿåòñÿ:

ds =
√
x′2ϕ + y′2ϕ + z′2ϕ dϕ =

a

ch2 ϕ

√
ch2 ϕ+ sh2 ϕ+ 1 dϕ =

√
2a

chϕ
dϕ .

Îêîí÷àòåëüíî äëèíà äóãè êðèâîé îò A(a,0,0), ãäå ϕ = 0, äî
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B(x, y, z) ñîñòàâëÿåò

L =

ϕ∫
0

a
√

2dϕ

chϕ
= a
√

2

ϕ∫
0

d shϕ

1 + sh2 ϕ
=

= a
√

2 arctg shϕ = a
√

2 arctg
z√

a2 + z2
.

È åù¼ îäíà ïîó÷èòåëüíàÿ çàäà÷à.

Ïðèìåð 4. Íàéòè äëèíó äóãè ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, çà-
äàííîé êàê ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ îáðàçóþ-
ùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè z, è ýëëèïòè÷åñêîãî êîíóñà ñ îñüþ x
(ñì. Ðèñ. 6):

(L) : (x− y)2 = a(x+ y), x2 − y2 =
9

8
z2 ,

îò O(0, 0, 0) äî A(x0, y0, z0).

Ðèñ. 6. Ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà è ýëëèïòè÷åñêîãî êîíóñà

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðèìåíåíèå êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàò (ïîëÿðíûõ èëè ñôåðè÷åñêèõ) â ýòîé çàäà÷å íåóìåñò-
íî, à âûáîð óäîáíîãî ïàðàìåòðà èç äåêàðòîâûõ ïåðåìåííûõ çäåñü
íå î÷åâèäåí. Ïîäñêàçêó íàì äàåò ñòðóêòóðà óðàâíåíèé ïîâåðõ-
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íîñòåé, çàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ,� ââåñòè âñïîìî-
ãàòåëüíûå ïåðåìåííûå

x1 = x+ y, y1 = x− y

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðèâîäÿò ê ÿâíî-
ìó âûðàæåíèþ x1, z ÷åðåç y1

y21 = ax1

x1y1 =
9

8
z2
⇒


x1 =

y21
a

z =
2
√

2

3
√
a
y
3/2
1

Îòêóäà ïîëó÷àåì ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîé êðè-
âîé ïî y1

x =
x1 + y1

2
=
y21
2a

+
y1
2

y =
x1 − y1

2
=
y21
2a
− y1

2

z =
2
√

2

3
√
a
y
3/2
1

⇒



x′ =
y1
2

+
1

2

y′ =
y1
2
− 1

2

z′ =

√
2√
a

√
y1

Ýëåìåíò äëèíû äóãè ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè òàêæå ëåãêî
âû÷èñëÿåòñÿ

ds =
√
x′2 + y′2 + z′2 dy1 =

√
2
y21
a2

+
1

2
+ 2

y1
2
dy1 =

1√
2

(
2
y1
a

+1
)
dy1

Îêîí÷àòåëüíî äëèíà äóãè êðèâîé îò O(0,0,0) äî A(x0, y0, z0) ñî-
ñòàâëÿåò

L =
1√
2

x0−y0∫
0

(
2
y1
a

+ 1
)
dy1 =

(x0 + y0) + (x0 − y0)√
2

=
√

2x0 .

2. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû II-ãî ðîäà. Ñâåäåíèå êðè-
âîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ II-ãî ðîäà ê îïðåäåëåííûì òåõíè÷åñêè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîùå ÷åì ó èíòåãðàëîâ I-ãî ðîäà, òàê êàê ïðè
ýòîì íå âîçíèêàåò ðàäèêàë ñ ýëåìåíòîì äóãè [1, 2]∫

(L)

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz =
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=

T∫
t0

(
P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(. . . (t))y′(t) +R(. . . (t))z′(t)

)
dt.

Íî äëÿ èíòåãðàëîâ II-ãî ðîäà èìååòñÿ è ñâîÿ ñïåöèôèêà: íóæíî
ó÷èòûâàòü íàïðàâëåíèå îáõîäà, äëÿ íèõ, êàê ïðàâèëî, çàäåéñòâî-
âàíû âñå ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå îñè. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ïðîâîäèòü àíàëèç, êàêèå ïðîåêöèè èìåþò íóëåâîé âêëàä, åù¼
äî ñòàäèè âû÷èñëåíèÿ. Â ñëó÷àå çàìêíóòîãî êîíòóðà ýòî ïðèâî-
äèò ê àëüòåðíàòèâíîìó ïóòè ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû
Ñòîêñà ∮

(L)

Pdx+Qdy +Rdz =

=

∫∫
(S)

(∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

(∂R
∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(∂P
∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx.

Îäíàêî òàêîé ïîäõîä íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì, òàê
êàê ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë. Íî â ðÿäå
ñëó÷àåâ ýòîò ïðèåì îêàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìûì.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II-ãî ðîäà

I =

∮
(L)

(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz

(L) � îêðóæíîñòü, çàäàííàÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ öåíòðàëü-
íîé ïëîñêîñòüþ

(L) : x2 + y2 + z2 = a2, y = x tgα (0 < α < π)

ïðîáåãàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ñòîðîíû îñè x (ñì. Ðèñ. 7).

Ñïîñîá 1 (íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå). Èñïîëüçîâàíèå ñôå-
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x = a cosψ cosα

y = a cosψ sinα
z = a sinψ

⇒


x′ψ = −a sinψ cosα
y′ψ = −a sinψ sinα
z′ψ = a cosψ

ïîçâîëÿåò ââåñòè ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîé îêðóæíî-
ñòè ÷åðåç óãîë ψ ∈ [0, 2π] êàê ïîëÿðíûé â ïëîñêîñòè êðèâîé è
ñðàçó âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I = a2
2π∫
0

[(
sinα cosψ − sinψ)(− cosα) sinψ+
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Ðèñ. 7. Ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ öåíòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ

+
(

sinψ − cosα cosψ)(− sinα) sinψ+

+
(

cosα cosψ − sinα cosψ
)

cosψ
]
dψ = 2πa2

(
cosα− sinα

)
.

Ñïîñîá 2 (ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ñòîêñà). Ïðèìåíåíèå ôîðìó-
ëû Ñòîêñà äà¼ò

I = −2

∫∫
(S)

dxdy + dydz + dzdx

ãäå â êà÷åñòâå (S) óäîáíî âûáðàòü êðóã, íàòÿíóòûé íà îêðóæ-
íîñòü (L). Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ ýòîãî êðóãà íà xy áóäåò
íóëåâîé ïëîùàäè. ×òîáû íàéòè ïðîåêöèè íà äâå äðóãèå êîîð-
äèíàòíûå ïëîñêîñòè, óäîáíåå ïåðåéòè ê èíòåãðàëó I-ðîäà. Äëÿ
ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïîëîæèòåëüíîé
íîðìàëè n = (sinα,− cosα, 0). Ñàì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âû-
÷èñëÿòü íå ïðèäåòñÿ, òàê êàê îò êîíñòàíòû îí áóäåò ïðîïîðöè-
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îíàëåí ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè (çäåñü: êðóãà)

I = −2

∫∫
(S)

(sinα− cosα)dS = 2πa2(cosα− sinα) .

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II-ãî ðîäà

I =

∮
(L)

y2dx+ z2dy + x2dz

(L) � ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ öèëèíäðîì ïîëîâèííîãî ðàäèóñà,
ïðîõîäÿùèì ÷åðåç öåíòð ñôåðû (êðèâàÿ Âèâèàíè)

(L) : x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = 2ax, z ≥ 0

ïðîáåãàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñî ïîëîæèòåëü-
íîé ñòîðîíû îñè x (ñì. Ðèñ. 8).

Ðèñ. 8. Ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ öèëèíäðîì ïîëîâèííîãî ðàäèóñà, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç

öåíòð ñôåðû (êðèâàÿ Âèâèàíè)

Ñïîñîá 1 (íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå). Ââåä¼ì ïàðàìåòðå-
èçàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ñ ïîìîùüþ ïîëÿðíîãî óãëà èç
öåíòðà ïðîåêöèè öèëèíäðà íà Oxy.(

x− a

2

)2
+ y2 =

(a
2

)2
⇒
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x− a

2
=
a

2
cosϕ

y =
a

2
sinϕ

z =
√
a2 − x2 − y2 = a sin

ϕ

2

⇒



x′ϕ = −a
2

sinϕ

y′ϕ =
a

2
cosϕ

z′ϕ =
a

2
cos

ϕ

2

.

Óäà÷íî âûáðàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ñðàçó âû÷èñëèòü
èíòåãðàë

I = a3
2π∫
0

(
− 1

8
sin3 ϕ+

1

2
sin

ϕ

2
cosϕ+

1

8
(1 + cosϕ)2 cos

ϕ

2

)
dϕ =

= a3
2π∫
0

(
− 1

8
sinϕ(1− cos2 ϕ) +

1

4
(1− cosϕ) cosϕ+

+
1

2

(
1− sin2 ϕ

2

)2
cos

ϕ

2

)
dϕ =

a3

8

1∫
1

(1− z2)dz +
a3

4

2π∫
0

cosϕdϕ−

−a
3

8

2π∫
0

(1 + cos 2ϕ)dϕ+ a3
0∫

0

(1− z2)2dz = −πa
3

4
.

Êàê âèäíî èç âû÷èñëåíèé, ïåðâûé è ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâ-
íû 0, è òîëüêî ñðåäíèé èíòåãðàë äà¼ò íåíóëåâîé âêëàä. Ýòîò
ôàêò ìîæíî áûëî îáíàðóæèòü è ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è, åù¼ íå
ïðîèçâîäÿ íèêàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì
èíòåãðàëå, äâèãàÿñü ïî x îò a äî 0 ïðè y > 0 è îáðàòíî îò 0 äî a
ïðè y < 0 ïî ñèììåòðè÷íîé âåòâè çàìêíóòîãî êîíòóðà, ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ïðèíèìàåò ñèììåòðè÷íûå çíà÷åíèÿ, à
âîò çíàêè ïðîåêöèè ýëåìåíòà äóãè íà îñü x íà ýòèõ äâóõ ó÷àñòêàõ
êðèâîé áóäóò ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ. Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå,
äâèãàÿñü ïî z îò 0 äî a ïðè y > 0 è îáðàòíî îò a äî 0 ïðè y < 0, â
ñèëó ñèììåòðèè òàêæå ñëîæàòñÿ äâà ðàâíûõ çíà÷åíèÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ çíàêîâ. È òîëüêî â ñðåäíåì èíòåãðàëå, äâèãàÿñü ïî y
îò +a/2 äî −a/2 ïðè x < a/2 è îáðàòíî óæå íå ïî ñèììåòðè÷íîé
âåòâè îò −a/2 äî +a/2 ïðè x > a/2, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
z2 íå áóäåò ïðèíèìàòü ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà ýòèõ ó÷àñòêàõ.

Ñïîñîá 2 (ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ñòîêñà). Çäåñü òàêîãî ýôôåê-
òà êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å íå îæèäàåòñÿ. Ôîðìóëà Ñòîêñà
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ïðèõîäèò íàñ ê ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó II-ðîäà

I = −2

∫∫
(S)

ydxdy + zdydz + xdzdx

èëè I-ðîäà

I = −2

a

∫∫
(S)

(yx+ zy + xz)dS

ïî âåðõíåé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñôåðû, âûðåçàííîé öèëèíäðîì.
Îíè ÿâíî íå ïðîùå èñõîäíîãî êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà!
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