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А Н А Л И З  И П О Д Д Е Р Ж К А  Р Е ШЕ Н И Й

УВАЖАЕМЫЙ ЧИТАТЕЛЬ!

Задачи принятия решений пронизывают и жизнь каждого человека, 
и существование сообществ людей. Мы решаем, в какой вуз поступить 
учиться, куда пойти работать, на ком жениться или же за кого выйти 
замуж, какую машину (квартиру, дачу) купить, в какую школу отдать 
учиться детей. Коллективные решения принимаются на референдумах, 
парламентами, собраниями жильцов дома, в различных комитетах и 
комиссиях.

В тех случаях, когда цена ошибки очень высока, мы часто пытаемся 
найти подходящее решение «наощупь», сравнивая различные допус­
тимые варианты решения. Вместе с тем, за последние 150 лет интен­
сивно разрабатывается наука об анализе и поддержке решений. 
К настоящему времени в этой области уже создано значительное 
число эффективных методов.

Для того чтобы восполнить возникший за последние 10-15 лет пробел 
в отечественной литературе, издательство Физматлит и Высшая школа 
экономики решили начать издание серии «Анализ и поддержка реше­
ний», в которой будут представлены как изданные ранее и ставшие 
классическими в этой области книги, так и новые монографии и учеб­
ники. Тематика, охватываемая серией, включает в себя проблемы ин­
дивидуального и коллективного выбора (в том числе путем голосования), 
методы анализа многокритериальных решений, проблемы построения 
аналитических систем поддержки принятия решений, а также прило­
жения теории к анализу политических, социально-экономических, тех­
нических и иных решений, и многое другое.

Редакционный совет серии состоит из крупнейших, получивших ми­
ровое признание российских и зарубежных специалистов в области 
анализа и поддержки решений, и поэтому, я уверен, издаваемые в се­
рии книги предоставят читателю возможность познакомиться с совре­
менным уровнем развития соответствующих разделов науки.

Научный руководитель 
Государственного университета -
Высшей школы экономики
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принятия решений. В ней разбирается содержательный смысл, тео­
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Предисловие ко второму изданию

Читателю предлагается второе издание книги В. В. Подинов- 
ского и В. Д. Ногина «Парето-оптимальные решения многокрите­
риальных задач», впервые выпущенной издательством Физмат- 
лит в 1982 г. Книга посвящена теоретическим основам много­
критериальной оптимизации, т. е. теории важного класса задач 
выбора решений (вариантов действий, стратегий, планов), харак­
теризуемых наличием нескольких критериев выбора и большим 
или бесконечным числом возможных вариантов решений.

В большинстве сложных и ответственных задач принятия ре­
шений приходится учитывать различные аспекты и последствия 
возможных вариантов действий: экономические, социальные, по­
литические, технические, экологические и иные. Поэтому далеко 
не всегда возможно представить задачи поиска наиболее подхо­
дящего варианта действий в классической математической фор­
ме решения задачи оптимизации, т. е. максимизации или же ми­
нимизации целевой функции (единственного критерия выбора). 
В связи с этим возникли и получили широкое распространение 
многокритериальные постановки задачи выбора решения, осно­
ванные на явном признании наличия нескольких различных (как 
принято говорить, частных) критериев выбора. Анализ проблем 
выбора варианта действий в многокритериальной постановке не 
так прост, как в случае единственного критерия, когда достаточно 
решить математическую задачу поиска оптимального решения — 
необходимы специальные подходы, методы и процедуры.

Сейчас это положение не вызывает вопросов и является обще­
принятым. Однако так было не всегда. В середине XX в., когда 
начало интенсивно развиваться научно-прикладное направление 
методов выбора стратегий, получившее наименование «Исследо­
вание операций», считалось, что математическая модель опера­
ции должна представляться именно в форме задачи оптимизации 
единственного критерия (одной целевой функции). Задачи, кото­
рые естественным образом оказывались многокритериальными, 
рассматривались как сформулированные не до конца. Поэтому 
первоначально, в пятидесятых-шестидесятых годах прошлого ве­
ка, практически все подходы и методы, предлагавшиеся для ра­
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боты с такими задачами, основывались на одной и той же идее: 
свести исходную многокритериальную проблему к однокритери­
альной. Наиболее известным из них является метод «свертыва­
ния» всех критериев в один обобщенный, или агрегированный 
(чаще всего им служит линейная свертка, т. е. сумма произведений 
исходных критериев на их коэффициенты «важности»). Кроме 
того, большое распространение получили метод выделения среди 
исходных критериев главного и назначения требуемых уровней 
для всех остальных, а также метод целевого программирования 
(оптимальным считается такой вариант действий, для которого 
вектор значений всех критериев наиболее близок к целевому мно­
жеству). Эти методы, по своей сути, являются эвристическими, 
они не имеют строго научного обоснования и опираются на здра­
вый смысл и накопленный опыт лица, принимающего решение 
(ЛПР), на основе предпочтений которого и должны свертывать­
ся отдельные (частные) критерии или назначаться ограничения, 
целевые точки и т. д. Затем появились и математически обос­
нованные методы, в том числе методы построения функций по­
лезности (ценности), описывающих предпочтения ЛПР. Однако 
такие методы крайне сложны и трудоемки для ЛПР *), а потому 
возможности их практического применения весьма ограничены.

Постепенно стало ясно, что рассмотренный путь решения 
многокритериальных задач является далеко не универсальным. 
Начали появляться иные подходы, создаваться иные методы. 
Большие надежды возлагались на итеративные методы, которые 
предполагают не одноэтапный, а пошаговый поиск варианта дей­
ствий в многокритериальной задаче. Они реализуются в виде 
интерактивных процедур, т. е. диалоговых процедур «человек- 
компьютер», в которых компьютер на каждом шаге решает неко­
торую задачу однокритериальной оптимизации и находит некото­
рый вариант действий, а ЛПР реагирует на полученное решение 
этой задачи, меняя ее параметры с целью поиска более предпо­
чтительного варианта. В процессе такого диалога ЛПР начинает 
лучше понимать суть поставленной анализируемой задачи и ее 
особенности, свои предпочтения и возможности выбора. Как по­
казала жизнь, такие методы также имеют ограниченные возмож­
ности практического применения, поскольку участие в длитель­
ных интерактивных процедурах, в которых требуется отвечать на

*) См., например, О. И. Ларичев. Теория и методы принятия решений. — 
М.: Логос, 2002.
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сложные вопросы о собственных предпочтениях, также затрудни­
тельно для ЛПР **).

Альтернативный подход к поддержке ЛПР в процессе выбора 
предпочтительных решений состоит в построении совокупности 
всех «разумных» вариантов действий и информировании ЛПР об 
этих вариантах. Человек сам должен указать наиболее предпочти­
тельное решение среди разумных вариантов. При этом возникает 
вопрос о том, что можно понимать под «разумным» вариантом 
действий, а также как найти совокупность «разумных» вариантов 
и проинформировать ЛПР об этой совокупности. Теория приня­
тия решений при многих критериях рассматривает эти вопросы. 
Таким образом, она является основой методов аппроксимации 
совокупности «разумных» вариантов и ее представления ЛПР, 
которые получают все более широкое распространение в послед­
ние годы.

Остановимся теперь на объекте исследования теории много­
критериальной оптимизации — совокупности «разумных» вари­
антов действий. В этой теории для формулировки концепции 
«разумного» варианта действий используется понятие оптималь­
ности по Парето, или, как стали говорить в последнее время, 
оптимальности по Эджворту-Парето, названной так в честь 
Ф. Эджворта и В. Парето (Francis Edgeworth, 1845- 1926; Vilfredo 
Pareto, 1848- 1923), которые ввели это понятие и использовали 
его в экономических и социологических исследованиях. Это по­
нятие несложно: некоторый возможный (или, как принято гово­
рить, допустимый) вариант действий является оптимальным 
по Парето, если при замене его любым другим допустимым ва­
риантом нельзя добиться улучшения значения хотя бы одного 
из критериев, не ухудшив при этом значения какого-то другого. 
Только среди таких вариантов и надлежит выбирать наиболее 
предпочтительный.

Совокупность таких вариантов действий принято называть 
множеством парето-оптимальных решений. Каждое из парето- 
оптимальных решений порождает вектор значений критериев, 
который обладает простым геометрическим свойством: он лежит 
на границе множества критериальных векторов, которые могут 
быть получены при использовании всех допустимых вариантов 
действия (множества достижимых критериальных векторов или, 
как принято говорить в книге, множества достижимых критери­

**) См. там же.
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альных оценок). Таким образом, совокупность парето-оптималь- 
ных решений порождает часть границы множества достижимых 
критериальных векторов, которую принято называть паретовой 
границей. Ее анализ имеет и большое прикладное значение, по­
скольку аппроксимация паретовой границы является основой со­
временных методов многокритериальной оптимизации. Паретова 
граница является основным объектом теоретического исследова­
ния в настоящей книге.

В годы, предшествующие первому изданию этой книги, возник 
массовый интерес к анализу многокритериальных задач и на­
чали публиковаться научные статьи, посвященные этой пробле­
матике. В этих статьях нередко «переоткрывались» результаты, 
уже известные по работам в математической экономике и теории 
неантагонистических игр, а в прикладных работах встречались 
и явные ошибки. Поэтому появление монографии, написанной на 
высоком научном уровне и содержащей основные теоретические 
результаты в области многокритериальной оптимизации, явилось 
важной вехой в становлении и развитии теории принятия решений 
при многих критериях. Книга не только подвела итоги развития 
теории к началу 80-х годов, но и во многом явилась пионерской, 
так как содержала ряд новых и оригинальных идей и результатов, 
ранее не публиковавшихся. Она позволила научным работникам 
иметь, по существу, энциклопедию по теории многокритериаль­
ной оптимизации, а преподавателям — учебное пособие для пре­
подавания в вузах этой теории и методов, использующих ее ре­
зультаты.

Хотя со времени первого выхода в свет книги В. В. Подинов- 
ского и В. Д. Ногина прошло почти четверть века и за этот период 
получен ряд новых результатов, книга по-прежнему вызывает 
большой интерес научных работников и преподавателей. Это свя­
зано, прежде всего, с отсутствием новой книги (как в России, так 
и за рубежом), которая превзошла бы книгу В. В. Подиновского 
и В. Д. Ногина своей полнотой и ясностью изложения. Авторы 
книг по методам многокритериальной оптимизации, изданных 
за последние четверть века, в учебниках обычно ограничиваются 
отдельными (зачастую не самыми важными) свойствами задач, 
а в монографиях рассматривают только те их аспекты, которые 
важны для самих авторов. Поэтому на книгу В. В. Подиновского 
и В. Д. Ногина имеются ссылки практически во всех русскоязыч­
ных работах, посвященных многокритериальным задачам; она 
хорошо известна специалистам и за рубежом, которые также часто
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ссылаются на нее. Книга входит в списки основной литерату­
ры программ подготовки аспирантов самых различных специ­
альностей, а также в списки дополнительной литературы для 
студентов многих направлений обучения. Это объясняется тем, 
что она содержит теоретические результаты, которые остаются 
базовыми и со временем не теряют своей ценности, а также тем, 
что написана строгим и ясным языком. Поэтому переиздание 
книги В. В. Подиновского и В. Д. Ногина представляется вполне 
закономерным. Книга долго еще будет служить хорошим руковод­
ством для всех, кто уже использует теорию многокритериальной 
оптимизации в своей научной и педагогической работе или пока 
только еще готовится стать квалифицированным специалистом 
в области исследования операций и анализа решений.

Краткий обзор основных результатов по парето-оптимально- 
сти, полученных после выхода первого издания книги В. В. Поди­
новского и В. Д. Ногина, дан в нашем добавлении ко второму ее 
изданию.

Заведующий кафедрой «Исследование операций» 
ф-та вычислительной математики и кибернетики 
МГУ им. М. В. Ломоносова, 
академик РАН

П. С. Краснощеков

Заведующий сектором Вычислительного центра РАН 
д. ф.-м. н.

А. В. Лотов



Основные обозначения

{ж Е А  17г(ж)} — совокупность элементов х  множества Л, для которых 
выполнено 7г(ж).

0  — пустое множество.
\Л\ — число элементов конечного множества А.
А  х Б  — декартово произведение множеств А  и В.
h: А  —> В  — отображение h множества А  во множество В.
Е  — множество вещественных чисел.
Ent[g] — целая часть числа q.
Е т — евклидово m -мерное пространство.
0(ш) =  (0,0, .  . . ,  0) — нулевой вектор пространства Е т .

Для векторов у, z  из Е т :
т

(у, z ) = Уi z i — скалярное произведение у  и z;
г=1

||у II = уД у~ у)-н орм * у;
• y ^ z o y i ^ Z i ,  i =  1 , 2 , . . .  ,то; 

у > z ■Н у ^  z n 3 i :  yi > Zf, 
у > z yi > Zi, i =  1 , 2 , . . . ,  m;

у  >  z у = z  или yi > Zi хотя бы при одном г =  1, 2 ,. . . , m;

£ >  =  { у  Е Е т | ?/ >  0(ш)} — положительныйортантпространства Е ш \ 

Е™ = { у  Е E m | у  ^  0 (т )} — неотрицательный ортант прюстранства Е ш .

Для множества А  С Е т :
>4 — замыкание множества >4; 
int >4 — внутренность множества А\
Fr А  —граница множества А\
ri А  — относительная внутренность выпуклого множества А\ 
conv А  — выпуклая оболочка множества А\ 
conv>4 — замыкание выпуклой оболочки А\
А°  — поляра выпуклого конуса А\
0+ (у4) — рецессивный конус выпуклого множества А\
Т ( А \  у *) — касательный конус ко множеству А  в точке у*\
Мах>4 (Min>4) — множество максимальных (минимальных) элементов 

множества ^ , частично упорядоченного отношением > .
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Для множеств А, В  С Е т :

А -Ь В =  {у £ Е m | у =  а +  b, о £ .Д, 6 £ i?};
Л — В = {у £ Е ш \у =  а — 6, а G Л, 6 G В};
X  — множество (допустимых) решений;
Д , / 2, • • •, / т  — критерии (целевые функции);
М  =  { 1 , 2 , . . . ,  т }  — множество номеров критериев;
/  =  ( / l , / 2 , . . . , / m )  — векторный критерий;
g  =  (#1 > #2> • • • > £ * ) — вектор-функция ограничений (задана на множе­

стве D  С £ п);
*Дя°) =  { j € {1,2, I g j ( i ° )  =  0} — множество номеров активных

ограничений в ж0;
Yi — шкала критерия /*;
Y *  = Y l x Y 2 x . . . x Y m -i
Y  — множество (векторных) оценок;
Y  =  / ( X )  =  {у £ Е т | у =  /(ж ), ж G X } — множество достижимых 

(векторных) оценок;
Y,  = Y - E ? =  U  { z e E m \ y ^ z } - ,  

yev
fc /, £ / ,  >"/» — отношения в X , индуцированные с помощью /  от­

ношениями > , > , =  соответственно (ж' fc / ж" при /(ж ') ^  /(ж ") 
и Т.Д.);

P ( Y )  =  Мах У ( P f ( X ) )  — множество эффективных, оптимальных по 
Парето оценок (решений);

S ( Y ) ( 5 / ( Х ) )  — множество слабо эффективных, оптимальных по Слей­
теру оценок (решений);

G ( Y )  ( G f ( X ) )  — множество собственно эффективных, оптимальных по 
Джоффриону оценок (решений);

B { Y )  ( B f  ( X )) — множество подлинно эффективных, оптимальных по 
Борвейну оценок (решений);

■  — конец доказательства.
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О С Н О В Н Ы Е  П О Н Я Т И Я  И  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я

§ 1.1. Общие сведения
о многокритериальных задачах оптимизации

1. Концепция принятия (выработки) решения в качестве пер­
вичного элемента деятельности рассматривает решение как созна­
тельный выбор одной из ряда альтернатив, называемых, в зави­
симости от их конкретного содержания, стратегиями, планами, 
вариантами и т. п. Этот выбор производит лицо, принимающее 
решение и стремящееся к достижению определенных целей. В ро­
ли такого лица выступают отдельные люди или группы людей, 
обладающие правами выбора решения и несущие ответственность 
за его последствия.

Применение математических методов при принятии реше­
ний предполагает построение подходящей математической моде­
ли, формализованно представляющей проблемную ситуацию, т. е. 
ситуацию выбора решения. Для задач принятия решений (за­
дач оптимизации) в условиях определенности, когда случайные 
и неопределенные факторы отсутствуют, компонентами такой мо­
дели являются множество X  всех (альтернативных) решений, из 
которых и надлежит произвести выбор одного наилучшего, или 
оптимального решения, и описание предпочтений лица, прини­
мающего решение. Для того чтобы была обеспечена возможность 
(свобода) выбора, множество X  должно содержать не менее двух 
решений.

2. В многокритериальной задаче оптимизации сравнение ре­
шений по предпочтительности осуществляется не непосредствен­
но, а при помощи заданных на X  числовых функций / i , /2, • ..  , fm , 
называемых критериями (а также показателями качества или 
эффективности, критериальными функциями, целевыми функ­
циями и т. п.). Предполагается, что т ^ 2: при т = 1 задача оп­
тимизации является однокритериальной.
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Для каждого критерия /г- на числовой прямой Е  указывается 
подмножество У*, из которого он принимает свои значения. Прак­
тически множество Y{ (которое, допуская вольность речи, часто 
называют шкалой*) критерия /*) определяется в соответствии 
с содержательным смыслом этого критерия. Например, если за­
ведомо известно, что критерий f\ положителен или неотрицате­
лен (характеризует массу, стоимость и т. п.), то можно принять 
Y\ = (0,+оо) или Y\ = [0,+оо). Если значения /2 ограничены 
снизу и сверху некоторыми естественными границами а и 6, то 
У2 = [а, 6] (так, если /2 — израсходованная доля запаса ресурсов, 
то V2 =  [0, 1]). Если значениями /3 могут служить лишь нуль 
и натуральные числа (скажем, если /3 определяется в результате 
подсчета количества некоторых объектов), то Уз =  {0,1,  2 , . . .  }. 
Если на значения /4 нет никаких смысловых ограничений, то 
У4 = ( —оо, +оо) = Ё и т . п .

Критерии /г, называемые частными, (а также локальными), 
образуют векторный критерий /  = (/1, /2, . . .  , /т ). Считается, 
что каждое решение х полностью характеризуется соответству­
ющей (векторной) оценкой, т. е. вектором f{x).  Поэтому выбор 
оптимального решения из множества всех решений X  сводится 
к выбору оптимальной оценки из множества достижимых оценок

у = /РО = {у € Ет I у = /(* ),*  € X},
где Е т — m-мерное числовое пространство, называемое критери­
альным. При необходимости это пространство будет считаться 
евклидовым, т. е. снабженным метрикой

Ну -  у '\\ =  ( у - у ' , у  -  у')1/2 =
-,1/2

£ ( у ;  -  у.')2

В реальных задачах множество Y  часто построить весьма 
сложно, а то и невозможно. Поэтому в рассмотрение вводит­
ся некоторое более широкое множество Y  С Е т , векторам из 
которого можно придать содержательный смысл. Чаще всего 
это множество Y Э Y  всех (достижимых, т. е. из У, и гипо­
тетических) оценок является многомерным параллелепипедом 
Y x =  Y\ х У2 х . . .  х Ym. Иногда Y  получается из Y x при помо­
щи тех или иных ограничений, направленных на удаление лишен­
ных смысла или же заведомо недостижимых векторов.

*) В математической теории измерений понятие шкалы непосредствен­
но связывается с понятием допустимого преобразования критерия (см. п. 2).
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Введение в рассмотрение множества Y  дает ряд преимуществ. 
Например, возникает возможность исследования не одной, а сразу 
целого семейства задач, для каждой из которых множество дости­
жимых оценок входит в Y . В частности, становится возможным 
изучать характер зависимости оптимального решения от тех или 
иных параметров задачи.

Далее решения всегда будут обозначаться буквой х , часто снаб­
жаемой различными индексами, а соответствующие им оценки — 
буквой у с теми же индексами, например: у =  /(ж), у* = f{x*)  
и т. п. Если данная векторная оценка у0 является достижимой 
и ей соответствует несколько решений, то под х° будет пониматься 
(если нет специальных оговорок) произвольное из этих решений 
(т. е. любое решение, удовлетворяющее равенству f (x°)  = у0).

3. В задачах принятия индивидуальных решений критерии 
служат для выражения «интенсивности» существенных свойств 
(признаков) решений. Например, при сравнении некоторых изде­
лий могут использоваться такие критерии, как масса, стоимость, 
дата выпуска, внешний (товарный) вид и т. п. В задачах приня­
тия групповых решений критерий характеризует «качество» 
(или предпочтительность) решений с точки зрения индивида г, 
входящего в группу { 1 , 2 , . . . ,  га}. Например, если решений ко­
нечное число и индивид г все их проранжировал (упорядочил по 
предпочтительности), то можно принять f i(x' )  = 1 для наиболее 
предпочтительного решения ж', f i{x") =  2 — для следующего по 
предпочтительности решения ж" и т. д.

По своему характеру критерии делятся на количественные 
и качественные. Грубо говоря, критерий является количествен­
ным, когда его значения имеет смысл сравнивать, указывая, на 
сколько или во сколько раз одно значение больше другого, и каче­
ственным, когда такие сравнения бессмысленны. Примером ко­
личественного критерия fi  является масса. Если фиксирована 
единица измерения массы, то можно говорить о том, во сколько 
раз (или же на сколько) одно изделие тяжелее другого: отношение 
весов изделий не изменяется после перехода к другой единице 
измерения, т. е. после преобразования fi  в kfi  где А; > 0. Понятно, 
что всякое другое преобразование (не являющееся умножением 
на положительное число) может привести к изменению исходного 
соотношения значений /*.

В разобранном примере допустимыми преобразованиями кри­
терия fi  являются все положительные линейные преобразования, 
и только они. В общем случае функцию р называют допустимым
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преобразованием критерия /*, если функция <p(fi) вновь оказы­
вается критерием, измеряющим (задающим) то же свойство. При 
замене /* на f[  =  <p(fi) множество У* изменяется на Y[ = <p{Yi)-

Таким образом, с каждым критерием связывают множество 
допустимых преобразований Ф и говорят, что этот критерий имеет 
шкалу типа Ф, или что измерение производится в шкале типа Ф. 
Обычно множество Ф естественно вводится вместе с заданием 
критерия, но иногда определение типа шкалы оказывается само­
стоятельной, достаточно сложной задачей.

В вышеприведенном примере Ф = Фо = {ip \ <p(z) = kz, к > 0}. 
Шкала такого типа называется шкалой отношений, так как сохра­
няются отношения величин: k z1/ k z2 = z 1 / z2 = С  (C — const).

Распространенным является и случай измерения в шкале типа 
фи = {<£ | (p(z) = kz + /, k > 0}. Здесь допустимыми преобразова­
ниями являются умножение на положительное число к и добав­
ление произвольного числа /. Такая шкала называется шкалой 
интервалов. Это название объясняется свойством сохранения от­
ношений интервалов:

z 1 - * 2
z3 - z 4

(kz1 + /) -  (kz2 + /) __ 
(kz3 + Z) — (kz4 + /) ~

(C — const).

Примером критерия, имеющего шкалу интервалов, служит «дата 
выпуска изделия»: для измерения времени необходимо фиксиро­
вать масштаб и начало отсчета.

Шкала является тем более совершенной, чем уже множе­
ство Ф допустимых преобразований. Критерии, имеющие шкалу, 
не менее совершенную, чем интервальная, называются количе­
ственными. В большинстве случаев количественные критерии 
соответствуют объективным измерениям объективных («физиче­
ских») свойств. Однако весьма широко распространены и кри­
терии с менее совершенными шкалами, чем шкала интервалов.

Наименее совершенной шкалой критериев, встречающейся в 
зачах оптимизации, является порядковая шкала, для которой мно­
жество допустимых преобразований Фп состоит из всех монотон­
но возрастающих функций: Фп =  {(f | z 1 > z 2 -> (р(z *) > <p(z2)}.  
Критерии, имеющие порядковую шкалу, называются качествен­
ными. Значения качественного критерия имеет смысл сравнивать 
только по отношениям «больше», «меньше» и «равно» — они со­
храняются при монотонных преобразованиях. Но выяснять, во 
сколько раз или на сколько одно значение больше другого, бес­
смысленно. Критерий с порядковой шкалой естественным образом
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возникает в тех случаях, когда решения ранжируются, т. е. распо­
лагаются по возрастанию или убыванию интенсивности некото­
рого свойства, а затем им приписываются числа таким образом, 
чтобы большей интенсивности соответствовало большее (или, на­
оборот, меньшее) число. Обычно такие ранжирования получаются 
при субъективных «измерениях», например отражают мнение г-го 
индивида о предпочтительности решений.

Весьма часто субъективные измерения выполняются и в балль­
ных шкалах. Например, эксперты могут оценивать в баллах внеш­
ний вид изделия. Критерии с балльными шкалами занимают «про­
межуточное» положение между количественными и качественны­
ми критериями.

Утверждение о значениях критериев с заданными типами 
шкал называется осмысленным, или адекватным, если его истин­
ность не изменяется после применения к критериям любых до­
пустимых преобразований, определяемых типами шкал. Поэтому 
для анализа и решения практической многокритериальной задачи 
оптимизации следует применять только те определения и понятия, 
методы и процедуры, которые приводят к получению адекватных 
выводов и рекомендаций.

Например, широко известным является метод решения много­
критериальных задач, основанный на «свертывании» векторного 
критерия / в одну функцию — обобщенный (или агрегированный) 
критерий F(/i ,  /2, . . .  , / т ) • Нетрудно убедиться в том, что этот 
метод не пригоден для решения задач с качественными крите­
риями. Возьмем наиболее распространенный обобщенный крите-

т
рий — линейную «свертку» F s = ^  p i f i , где pi — некоторые по-

* = 1
ложительные числа, характеризующие относительную важность 
критериев (коэффициенты важности). Пусть, например, т = 2, 
Р \  = Р2 = 1, f (x ' )  = (2,8), /(ж") = (1, 27). Тогда указывает, 
что ж" лучше, чем ж', так как 2 + 8 < 1 + 27. Однако если к первому 
критерию применить допустимое преобразование <p\{z) = г 5,ако
второму <f2{z) = z 1/3 (т. е. f \  заменить на / f, а /2 — на Z ^ 3), то 
вывод окажется противоположным, ибо 32 + 2 > 1 + 3.

Для более подробного ознакомления с вопросами измерений 
в шкалах различных типов можно обратиться к книге [56]. Строгое 
и полное изложение математической теории измерений имеется 
в монографиях [75, 89].

4 . Как уже указывалось, выделение оптимального решения из 
множества X  должно быть произведено на основе предпочтений
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лица, принимающего решение. Эти предпочтения должны быть 
описаны формализованно при помощи критериев / ь  /2, • • •, /т- 
В теории принятия решений разработаны специальные общие спо­
собы описания предпочтений. Для удобства читателя в следующем 
параграфе приводятся все используемые в дальнейшем сведения, 
касающиеся описания предпочтений и определения оптимальных 
решений. Более подробно эти вопросы освещены, например, в кни­
гах [56, 103].

5. В последующих главах основное внимание будет уделе­
но конечномерным многокритериальным задачам, т. е. задачам, 
в которых X  — подмножество пространства Е п. В таких задачах 
множество X  обычно выделяется из некоторого более широкого 
множества D С Е п при помощи специальных ограничений, кото­
рые чаще всего представляются в виде неравенств:

X  =  {х  е  D\gi {x)  ^ О , . .. ,gk{x)  ^ о}, (1)

где г = 1, 2 , . . .  , к — числовые функции, определенные на D и 
составляющие вектор-функцию ограниченийg = (g 1, g2, . . .  , gk)- 
При этом считается, что и критерии /1, /2,. •. ,  / т  также опреде­
лены на D.

В роли множества D обычно выступает либо все простран­
ство Е п, либо некоторое его специфическое подмножество, напри­
мер неотрицательный ортант Е>, образуемый всеми векторами

с неотрицательными компонентами: Е> = { х Е  Е п \х\ ^ 0, . . .

. . . ,  х п ^ 0}. Практически множество D выделяется из Е п при по­
мощи самых простых и очевидных ограничений на переменные Х{. 
Так, если Х{ — потребное количество ресурса г-го типа, то Х{ ^ 0 
и можно принять D = Е>.

6. В зависимости от структуры множества X  (или же D ) 
и свойств функций fi  (а также gj)  для удобства исследования вы­
деляют различные классы многокритериальных задач. Так, если 
множество X  (D) содержит конечное число элементов, то задача 
называется конечной, а если X  (D) исчислимо, т. е. конечно или же 
счетно, то — дискретной. В частности, если у каждого вектора х 
из X  (D ) все компоненты Х{ — целые числа, то задача называется 
целочисленной. А если векторы, образующие X  (D), булевы (т. е. 
состоят из нулей и единиц), то и сама задача называется булевой.

Если X  (или D) выпукло, а все fi  (и gj) — вогнутые функции, 
то задача называется вогнутой. В частности, если X  — полиэд­
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ральное множество (т. е. «вырезано» из Е п конечной системой 
линейных неравенств и равенств), а все f i  линейны, то многокри­
териальная задача является линейной.

В специальный класс выделяются также задачи, в которых 
все функции fi  (и gj) дифференцируемы (иногда требуется 
непрерывная дифференцируемость). При этом обычно предпо­
лагается, что множество D — открытое (например, в его роли 
выступает само пространство Е п или положительный ортант 
Еу  = int Е> =  { x G  Е п | Х{ > 0, г = 1, 2 , . . .  , п} или же что 
X  С int D.

§ 1.2. О тнош ения предпочтения, 
ф ун кц ии ценности и вы бора

1. Достаточно общим и хорошо разработанным является способ 
описания предпочтений на «языке» бинарных отношений. Вообще 
бинарные отношения могут быть использованы и практически 
применяются для описания не только предпочтений, но и по­
парных связей самого различного характера между объектами 
произвольной природы.

Как известно, бинарным отношением р на (или во) множе­
стве А называется подмножество множества А 2 =  А х Л, т. е. со­
вокупность упорядоченных пар (а, 6), где а, 6 Е А. Если (а, 6) Е р, 
то говорят, что а и 6 находятся в отношении р, и этот факт 
записывают так: арЬ.

Можно вводить в рассмотрение и n-арные отношения как под­
множества множества А п. Однако мы будем иметь дело только 
с бинарными отношениями, и поэтому для краткости прилагатель­
ное «бинарное» часто будем опускать.

К бинарным отношениям как ко множествам применимы все 
теоретико-множественные операции, в том числе операции пе­
ресечения П, объединения U, образования разности \ и другие. 
Для отношений вводятся и специфические операции. Так, под р""1 
понимается отношение, обратное к р, которое определяется сле­
дующим образом:

р - 1 =  {(а,  6) 6 А 2 | (6, а) е  р),

т. е. пара (а, 6) включается в р-1 тогда и только тогда, когда пара 
(6, а) входит в р.
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Пусть В С А. Отношение рв  = {(о, 6) £ р \ а, 6 £ В }  называ­
ется сужением р на В.

Отношение р называется рефлексивным, если (а, а) £ р для 
всякого а £ А, и иррефлексивным, если (а, а) 0 р, т. е. ара не верно 
ни для одного а £ А.

Отношение р называется симметричным, если из (а, Ь) £ р 
следует (6, а) £ р, асимметричным, если (а, Ь) £ р влечет 
(Ь, а) 0 р, и антисимметричным, если из (а, 6) £ р и (6, а) £ р 
вытекает а = 6. Асимметричное отношение является, очевидно, 
и иррефлексивным.

Отношение р называется транзитивным, если из apb и Ьрс 
следует арс.

Элементы а и 6 из А называются сравнимыми по р, если 
справедливо арЬ или Ьра, и несравнимыми по р в противном случае 
(когда неверно ни apb, ни Ьра). Отношение р называется полным 
(или связным), если любые а,Ь £ А сравнимы (в том числе при 
а = 6). Отношение, не являющееся полным, называется частич­
ным (или несвязным).

Например, отношение ^ («не меньше») на множестве дей­
ствительных чисел рефлексивно, антисимметрично, транзитивно 
и полно, а отношение > («больше») иррефлексивно, асимметрич­
но, транзитивно, но не является полным (так как а > а неверно).

Рефлексивное, симметричное и транзитивное отношение на­
зывается эквивалентностью. Примером эквивалентности служит 
отношение равенства = векторов из Е т. Эквивалентности играют 
большую роль в математике. Это объясняется тем, что они тесно 
связаны с разбиениями множеств. Совокупность { Aj }  непустых 
подмножеств множества А называется его разбиением, если они 
попарно не пересекаются (A j П А/ = 0  при j  ф I) и в совокупности 
составляют все А (т. е. (|J A j = А). Сами A j называются классами

разбиения. 3
Если р — эквивалентность, то она порождает разбиение А сле­

дующим образом: а и b относятся к одному классу (называемо­
му классом эквивалентности) в том и только том случае, если 
(а, 6) £ р. Обратно, если дано разбиение {Aj}  множества А, то 
отношение р, определяемое так: (а, 6) £ р тогда и только тогда, 
когда а и b относятся к одному и тому же классу разбиения, 
оказывается эквивалентностью.

Иррефлексивное транзитивное (а потому и асимметричное) 
отношение называется строгим (частичным) порядком, а рефлек­
сивное и транзитивное отношение — (частичным) квазипорядком



(или предпорядком). Антисимметричный квазипорядок называ­
ется (частичным) порядком.

Рассмотрим отношения ^, >, > и >, определяемые на Е т  
следующим образом:

а ^ 6 a,i ^ 6j, г = 1, 2, . .  . , т ;
а > 6 н  а ^ Ьиа  7̂  Ь(т.е. справедливы т неравенств а» ^ 6», 

причем хотя бы одно из них — строгое); 
а > 6 <->• а\ > 6*, г = 1, 2 , . . .  , га;
а 5  6 <->• а =  6 или а{ > 6* хотя бы для одного г Е {1, 2, . . . ,  т } .  
Легко видеть, что отношение ^ является частичным поряд­

ком, > и > — строгие частичные порядки, а 5  рефлексивно (но
не является ни симметричным, ни тран­
зитивным).

Взаимосвязь этих четырех отноше­
ний и отношения равенства представле­
на схемой на рис. 1. Согласно этой схе­
ме, например, из а > Ь следует, что вер­
но также а > 6, а ^ 6 и а > 6, так что 

> С > С ^ С 5* Заметим еще, что ^ есть объединение > и =. 
Полезно иметь в виду также, что а 5  6 верно тогда и только тогда, 
когда Ь > а неверно.

В дальнейшем используется следующее утверждение [67]. 
Л е м м а  1. а > 6 тогда и только тогда, когда (/х, а) ^ (/х, 6) 

длл некоторого вектора /х из множества
771

Р € Е т | pi > 0, . . .  , р т  > О, Р» = 1
i=l

Для доказательства леммы предположим вначале, что а 5  6. 
Если а =  6, то (/х, а) = (/х, 6) при любом /х Е М. Пусть aj > 6j. 
Определим число

t = max{p, <7} ^ О,

гдер = £|сч|,< 7=

Если £ = 0, то (/х, а) > (/х, 6) при всяком /х Е М. Если t > 0, то 
пусть
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Имеем

}• (1>

аз ~ bj =  2tr ^ г(р +  q),
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откуда

aj -  rp ^ bj + rq)

aj + r J 2 ai = bj +  r

так что (/x, a) ^ (/x, 6) при /Xj =  1/[1 + r(ra — 1)], и pi = 
= r/[l + r(m — 1)] при остальных i ф j .

Пусть теперь a ^ 6 неверно, так что справедливо 6 > а. Но 
тогда, очевидно, (/х, 6) > (/х, а) для любого /х Е М. ■

Пусть ^ — функция, отображающая А  во множество t/, на 
котором задано отношение S. Это отношение индуцирует на А 
отношение р следующим образом: (а, 6) G (V>(a )> € <$•
Нетрудно проверить, что если £ рефлексивно (иррефлексивно, 
симметрично, транзитивно), то таким же будет и р. Следователь­
но, если 5 — эквивалентность (квазипорядок, строгий порядок), то 
и р будет отношением такого же типа.

2. Для описания предпочтений широко используются следу­
ющие бинарные отношения, вводимые на множестве А сравнива­
емых объектов (в многокритериальных задачах такими множе­
ствами, как указывалось в § 1.1, являются множество решений X  
и множество всех оценок У").

Отношение (строгого) предпочтения Р: аРЬ означает, что 
объект а (строго) предпочтительнее, чем 6.

Отношение безразличия I: a lb  означает, что объекты а и b 
одинаковы по предпочтительности (если выбор ограничить двумя 
этими объектами, то безразлично, какой из них взять) *).

Отношение нестрогого предпочтения R : aRb означает, что 
объект а не менее предпочтителен, чем 6, т. е. имеет место аРЬ 
или же a lb ; формально R есть объединение Р и / : Д = Р и / .

Отношения предпочтения всегда должны обладать следующи­
ми свойствами: Р  асимметрично (и иррефлексивно); / рефлек­
сивно и симметрично, R рефлексивно; Р  и / не пересекаются (не 
может быть одновременно аРЬ и alb).  Полезно иметь в виду, что 
Р  и / восстанавливаются по Д:

a /б, когда одновременно aRb и 6 Да, т. е. / = Д П Д- 1 ;
аР6, когда aRb верно, но 6 Да неверно: Р  = Д \Д -1 = Д\/.

*) Введение обозначений Р  и /  связано с английскими словами латин­
ского происхождения preference (предпочтение) и indifference (безразличие).
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Таким образом, / есть «симметричная часть», а Р  — «асиммет­
ричная часть» R.

В общем случае отношения R , Р  и / нетранзитивны. Если же R 
оказывается транзитивным, то транзитивными будут Р  и /; в этом 
случае Я — квазипорядок, Р  — строгий порядок, I — эквивалент­
ность, причем Р  транзитивно по /: из аРЬ и 6/с, а также из alb  
и 6Рс, следует аРс.

3. Пусть в А задано отношение нестрогого предпочтения R 
(порождающее, как указывалось выше, отношения Р  и /), и пусть 
В — подмножество А. Объект (элемент) а* € В  называется паи- 
лучшим (оптимальным) по Д (в В), если он не менее предпо­
чтителен, чем любой другой из Р , т. е. если a*Ra справедливо 
для любого а € В.  Наилучший объект единствен с точностью до 
эквивалентности /, т. е. если 6* — также наилучший в Р , то a*/6*. 
Если необходимо произвести выбор одного объекта из Р , то можно 
взять любой из наилучших объектов (если они в В  есть). Если R — 
порядок, то наилучший объект единствен.

К сожалению, если отношение R не является связным квази­
порядком, то наилучших элементов может не оказаться даже в ко­
нечном множестве Р . Например, если В  = {а, 6, с} и R = {(а, а), 
(6, 6), (с, с), (6, с)}, то в В  наилучшего элемента нет (а и 6 не срав­
нимы по R). Поэтому приходится использовать более слабое по­
нятие максимального объекта. Для дальнейшего это определение 
удобно ввести применительно к общему случаю: не предполагая, 
что объект входит в Р .

Объект а0 £ А называется максимальным по Р  относитель­
но Р , если в В  не существует объекта а, строго более предпо­
чтительного, чем а0, т. е. если аРа° не имеет места ни при ка­
ком а £ В  *). Если объект а0 принадлежит Р, то его называют 
максимальным по Р  в Р. В разобранном только что примере 
максимальными (в Р) являются объекты а и 6. Легко проверить, 
что наилучший в В  объект является и максимальным. Обратное 
утверждение, разумеется, неверно.

Обозначим множество максимальных по Р  объектов из В  че­
рез МахрР.  Это множество внутренне устойчиво в том смысле, 
что если a, b Е М ахрР, то не может быть ни аР6, ни ЬРа.  Это

*) Используются также наименования «неподчиненный», «недомини­
руемый» и др. Если объект (элемент) а € В не является максимальным (т. е. 
существует 6 (Е В такой, что 6Ра), то он называются подчиненным (объекту 6) 
или доминируемым (объектом 6).



§ 1.2]_____ Отношения предпочтения, функции ценности и выбора______ 25

множество называется внешне устойчивым [62], если для всякого 
объекта а £ В, который не является максимальным, найдется 
более предпочтительный максимальный объект, т. е. будет а0 Ра  
для некоторого а0 Е М ахрР. Внешне (и, разумеется, внутренне) 
устойчивое множество Мах р В  называется ядром отношения 
Р е  В  [244] *).

Понятие устойчивости имеет большое значение. Действитель­
но, если множество М ахрВ  внешне устойчиво, то оптимальный 
(т. е. тот, который будет считаться наилучшим после более полно­
го выявления предпочтений лица, принимающего решение) объ­
ект должен быть выбран из этого множества. Если же М ахрБ 
внешне устойчивым не является, то для утверждения о том, что 
выбор следует ограничить рамками этого множества, вообще го­
воря, нет оснований. Несложно проверить, что если Я — квазипо­
рядок, а множество В  конечно, то множество М ахрВ  непусто 
и, более того, внешне устойчиво; при этом М ахрВ  можно по­
строить путем «прямого перебора», сравнивая каждый объект 
и з б е  остальными и выбирая все максимальные. Таким образом, 
если R — квазипорядок, то множество МахрВ  может не быть 
внешне устойчивым (в частности, быть пустым) лишь при беско­
нечном В.  Различного рода условия непустоты и внешней устой­
чивости множества максимальных элементов приводятся в рабо­
тах [9, 49, 117, 201, 236].

П р и м е ч а н и е  1. Выше рассматривалась задача выбора од­
ного оптимального объекта. Однако существуют задачи, в кото­
рых требуется выбрать не один наилучший, а несколько лучших 
объектов, или упорядочить все объекты по предпочтительности 
и т. п. Для таких задач понятия максимального объекта и ядра 
теряют свое значение. Например, если требуется выбрать г луч­
ших объектов («конкурсная» задача), то уже нельзя утверждать, 
что все они должны быть максимальными по Р. Простейший 
пример: В  = {а, 6, с}, Р  = {(а, с)}. Здесь М ахрВ  = {а, 6}. Од­
нако если требуется выбрать два лучших объекта, то отбрасы­
вать с нельзя: если принимающий решение дополнительно со­
общит, что с предпочтительнее, чем 6, то искомыми окажутся 
объекты а и с. Для задач, в которых необходимо отобрать уста­
новленное число г лучших объектов, целесообразно применять 
понятие r-максимального по Р  объекта [82].

*) В теории игр внутренне и внешне устойчивое подмножество назы­
вается решением Неймана-Моргенштерна (НМ-решением), а ядром принято 
называть множество максимальных элементов.



26 Основные понятия и определения [Гл. 1

П р и м е ч а н и е  2. Часто используются также понятия наи­
худшего и минимального объектов. Объект а* Е В  называется 
наихудшим в Б, если для любого а € В  верно аЯа*. Объект 
ао Е А называется минимальным по Р  относительно Б, если ни 
для одного а Е В  не выполняется аоРа. Множество минимальных 
по Р  объектов из В  обозначим через М т р Б .

4 . Числовая функция 0 , определенная на Л, называется возра­
стающей (неубывающей[) по Р , если аРЬ влечет 0(a) > 0 (6) (со­
ответственно 0 (a) ^ 0 (6)) для любых а, 6 Е Л. В дальнейшем бу­
дет использовано следующее утверждение (см., например, [30,77]).

Л е м м а  2. Пусть В С А и а0 € В доставляет неубывающей 
по Р  на В функции 0  наибольшее на В значение. Для того чтобы 
объект а0 был максимальным по Р,  достаточно выполнения од­
ного из следующих условий:

0  возрастает по Р  на Б;
а0 — единственная точка максимума 0 на В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, предположим, что а0 не 
является максимальным по Р, так что в В  найдется другой объ­
ект а такой, что аРа°.  Но тогда должно быть 0 (a) ^ 0 (а°), при­
чем это неравенство строгое, если 0 возрастает по Р. Но строгое 
неравенство противоречит тому, что а0 — точка максимума 0, 
а нестрогое — единственности этой точки максимума. ■

Подмножество Б С Л назовем замкнутым сверху по R (по Р) 
относительно Л, если для любых а Е Л и Ь Е Б и з  aRb (аРЬ) 
следует a Е Б. В дальнейшем оказываются полезными следующие 
легко проверяемые утверждения.

Л е м м а  3. Если подмножества Bj  С Л, j  Е J, замкнуты 
сверху по R (по Р) относительно Л, т о  таким ж е свойством 
обладает и В  =  п 5,-.

Л е м м а  4. Если 0  не убывает по Р  на Л, т о  для любого 
числа t подмножество В  = {а Е Л | 0 (a) ^ £} замкнуто сверху 
по Р  относительно А.

Л е м м а  5. Пусть В С А замкнуто сверху по Р  относитель­
но А. Тогда объект а £ В максимален по Р  относительно В то­
гда и только тогда, когда он максимален по Р  относительно А.

Говорят, что полный квазипорядок Р  на Л представляет чи­
словая функция 0, если aRb верно тогда и только тогда, когда 
0 (a) ^ 0 (6). Функцию 0 , представляющую отношение нестрогого 
предпочтения, называют функцией ценности, а также функцией
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полезности *). Это название сохранилось с того времени, когда 
считали, что каждому объекту присуща некоторая объективная 
ценность (полезность), которую и отражают предпочтения людей. 
С современной точки зрения функция ценности является лишь 
«технически удобным» средством описания предпочтений: субъ­
екту приписывается такая числовая функция, которая как бы мак­
симизируется его действиями. Понятно, что функция ценности 
является качественным критерием: она определена с точностью 
до произвольного возрастающего преобразования. Условия суще­
ствования функции ценности приведены в [56, 99]. Здесь отметим 
лишь тот факт, что функция ценности существует для любого 
полного квазипорядка, когда множество А исчислимо, т. е. конечно 
или счетно.

Если на множестве А определена функция ценности t/>, пред­
ставляющая отношение нестрогого предпочтения R , то для любого 
В  С Л, очевидно,

М ахрБ = {6 е В  1ф(Ь) =  т а х'ф(а)})
к а€В J

причем все максимальные по Р  объекты из В  являются наилуч­
шими.

5. Характерной особенностью «языка» бинарных отношений 
является допущение о том, что результат сопоставления по пред­
почтению двух объектов не зависит от состава всего множества 
выбора А. Однако в целом ряде случаев такая зависимость имеет 
место, и для ее учета приходится обращаться к более богатому 
«языку» описания предпочтений, основанному на использовании 
функций выбора.

Пусть 21 — фиксированная совокупность непустых подмно­
жеств множества А. Функцией выбора (на 21) называется отобра­
жение С, сопоставляющее всякому множеству В  Е 21 подмноже­
ство С( В)  С В. В том частном случае, когда задано отношение 
строгого предпочтения Р, функцию выбора можно определить 
равенством С  (В) =  М ахрВ , В  С 21. Вопрос о введении бинарного 
отношения предпочтения по заданной функции выбора оказыва­
ется значительно более тонким [56, 221]. Аппарат функций вы­
бора является основой интенсивно развивающейся общей теории 
выбора [1].

*) Чаще функцией полезности называют такую функцию, математиче­
ское ожидание которой представляет отношение нестрогого предпочтения во 
множестве вероятностных распределений, рассматриваемых на А.
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§ 1.3. Независимость критериев по предпочтению. 
Многокритериальные задачи максимизации

1. В многокритериальной задаче каждое решение х Е X  пол­
ностью характеризуется своей оценкой у = /(х),  и поэтому выбор 
оптимального решения сводится к выбору оптимальной оценки из 
множества У  всех достижимых оценок. В связи с этим описание 
предпочтений лица, принимающего решение, первоначально осу­
ществляется во множестве всех оценок У.  Такое описание прак­
тически обычно производится при помощи бинарных отношений 
предпочтения или функции ценности.

При полном отсутствии информации (кроме перечня критери­
ев f \, /2, . .  • , fm) о предпочтениях лица, принимающего решение, 
во множестве У  можно ввести лишь отношение безразличия, яв­
ляющееся отношением равенства (=) оценок как векторов из Е т 
(при этом отношение нестрогого предпочтения совпадает с = , а от­
ношение строгого предпочтения оказывается пустым). Отношение 
безразличия = индуцирует отношение безразличия во множе­
стве решений: х х', когда /(х) = /(х '), т. е. решения, имеющие 
равные оценки, одинаковы по предпочтительности. Отношение 
является эквивалентностью и разбивает множество X  на классы, 
состоящие из одинаковых по предпочтительности решений.

Таким образом, если задача является нетривиальной, т. е. если 
множество У  включает более одной оценки, то выбор оптималь­
ного решения без информации о предпочтениях лица, принимаю­
щего решение, невозможен.

2. В однокритериальных задачах (при т = 1) полная инфор­
мация подобного рода обычно состоит в указании направления 
предпочтительного изменения оценок на множестве У  = У, явля­
ющемся подмножеством числовой прямой. Это объясняется тем, 
что в большинстве прикладных задач в качестве критерия выби­
раются такие функции, для которых либо большее значение всегда 
предпочтительнее меньшего, либо, наоборот, меньшее значение 
предпочтительнее большего.

В первом случае критерий часто имеет смысл прибыли, дохода 
и т. п., выражает степень достижения поставленной цели (напри­
мер, процент выполнения планового задания) или же отражает 
«технические» характеристики, которые желательно увеличивать 
(скажем, удобство работы оператора, которое оценивается экспер­
тами в баллах).
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Во втором случае критерий имеет смысл издержек, расхода 
ресурсов и т. п. или же описывает «технические» характеристи­
ки, которые желательно минимизировать (например, загрязнение 
окружающей среды).

Поскольку второй случай легко сводится к первому, например, 
заменой f\ на —/1, то в обоих случаях однокритериальная задача 
может быть сформулирована в виде задачи максимизации, т. е. 
задачи, в которой большие значения критерия предпочтительнее 
меньших. В задаче максимизации критерия f\ отношение строгого 
предпочтения на У  является обычным отношением «больше» (>) 
между числами. Таким образом, критерий f\ в задаче максими­
зации играет роль функции ценности: любые два решения ж,х'

t У1

Рис. 2

оказываются сравнимыми по предпочтительности, и лучшим из 
них является то, для которого значение критерия больше. Сле­
довательно, оптимальной оценкой у* является наибольшая в У 
(см. рис. 2), а оптимальным является любое решение х* Е X , 
максимизирующее f\ на X:

/i(x*) = maxfi (x)  = у*.
х£л

Если такое решение не существует, то вводится в рассмотрение 
максимизирующая последовательность решений {х*г} С X , удо­
влетворяющая равенству

lim f i (x*r) = sup f\{x).
r->°°

Если критерий ограничен на У  сверху, то для любого е > 0 (т. е. 
для любой заданной точности) найдется такое число X, что при 
любом г > N  будет справедливо неравенство

sup f l {x)  -  f l (x*r) й  £.
х£Х

Заметим, что в прикладных задачах нединамического характе­
ра неограниченность критерия сверху или снизу обычно является 
признаком наличия ошибки в построенной математической мо­
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дели проблемной ситуации (например, не учтена ограниченность 
ресурсов).

Легко видеть, что определение оптимального решения аде­
кватно для критерия /1, имеющего всего лишь порядковую шкалу. 
Определение максимизирующей последовательности адекватно, 
когда допустимы непрерывные монотонные преобразования этого 
критерия.

Не следует думать, что всякая однокритериальная задача лег­
ко представляется в виде задачи максимизации путем задания 
единого направления возрастания предпочтений. Иногда для это­
го требуется более полная информация о предпочтениях. Для 
иллюстрации разберем следующий пример [94]. Пусть f\ — время 
исполнения заказа, причем для клиента нежелательно как испол­
нение с запозданием относительно установленного срока t*, так

Направление возрастания Направление возрастания 
предпочтения предпочтения

Рис. 3

и досрочное исполнение. В этом случае на шкале Y\ имеются два 
направления возрастания предпочтений (рис. 3), и необходима до­
полнительная информация для сопоставления отклонений f\ — t* 
разных знаков. В частности, если установлено, что отклонения, 
различающиеся лишь знаками, одинаковы по предпочтительно­
сти, то исходную задачу можно свести к задаче минимизации 
нового критерия |/i — t*\.

3. В многокритериальных задачах сравниваются по предпо­
чтительности векторные оценки, т. е. значения векторного крите­
рия / = (/i, /2, . . .  , /т ). Естественно, что наиболее просто сопо­
ставлять по предпочтительности те векторные оценки, которые 
отличаются друг от друга лишь одной компонентой. Поэтому 
информация о предпочтительности изменения значения одного 
частного критерия при фиксированных значениях всех остальных 
критериев является наиболее доступной и достоверной, и именно 
ее целесообразно получать в первую очередь и использовать для 
анализа задачи.

В общем случае значения критерия // могут по-разному 
соотноситься по предпочтительности в зависимости от того, 
какие значения фиксированы у всех остальных критериев. Иначе
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говоря, для чисел s и t из У/ может оказаться, например, что оценка 
( y i , . . . , y i - i , s , y i +i , . . . , y m) предпочтительнее, чем (уь . . .
• • • • • • ,Ут), однако (y i , . . . ,y { _ 1,s,y{+1, . . . , y j n)
менее предпочтительна по сравнению с (y j , . . .  , t , t/{+1, . . .
. . . ,  y fm)- И тогда сказать, какое из значений s или t критерия // 
предпочтительнее, не указывая значений остальных критериев, 
невозможно.

Критерий //, для которого имеет место указанное положение, 
называется зависимым по предпочтению от остальных. Напри­
мер, если // и /2 — длина и ширина комнаты, а /3 — высота потолка, 
то с точки зрения жильца /3 зависит по предпочтению от { /1, / 2}. 
Еще пример: каждый из критериев /1 (температура воздуха) и /2 
(его влажность) зависят по предпочтению один от другого (име­
ется в виду комфортность для человека).

Однако гораздо чаще встречаются такие критерии, для кото­
рых можно упорядочить по предпочтению все их значения без 
рассмотрения значений остальных критериев. Примерами явля­
ются уже упоминавшиеся критерии дохода, издержек и т. п. Такие 
критерии называются независимыми по предпочтению от осталь­
ных [181]. Более точно, критерий f \  независим по предпочтению 
от остальных т — 1 критериев, если для любых четырех оценок 
вида

(УЪ • • • > У1—1) У1+1у • • • ) Ут)) (уь • • • > У/ —1> У/+1 > • • • > Ут)>

(Уъ • • • > У/—1) &) У/+1> • • • ) Ут)> (уъ • • • > Уl-l) t) У/+1, • • • ) Ут) 
из соотношения

(уъ • • • ,У /-1, 3,у/+1, . . . ,Ут)Я(г/1, • . • ,У /-1,*,У/+1, • • • ,Ут)
всегда следует

(У1> * * * > У/—1> У/+1> • • • » Ут) ̂ (У\)  * * * ) У/—1> У/+1> • • • > Ут)*

Если критерий // независим по предпочтению от совокупности 
остальных, то на множестве У/ можно ввести отношение нестрого­
го предпочтения Я/, полагая s R it , когда

(Уь • • • ) У1 — 1)  ̂> У/+1 > • • • > Ут) Я(ух, . . . , У/ —1, У/+1, • • • > Ут)

для некоторых двух (а значит, и любых двух) оценок такого вида. 
Кроме того, и на множестве Y  можно ввести отношение нестрогого 
предпочтения /ty), полагая y/fyjy ', когда у\ = у\ для всех i ф I 
и У/Я/yJ.
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Задачи, в которых все критерии независимы по предпочте­
нию, т. е. каждый критерий независим по предпочтению от со­
вокупности всех остальных, а отношением нестрогого предпо­
чтения на множестве значений каждого критерия является от­
ношение ^  («не меньше»), называются многокритериальными 
задачами максимизации. В таких задачах по каждому критерию 
желательно иметь возможно большее значение, или, как говорят, 
каждый критерий желательно максимизировать. Если же в задаче 
каждый критерий желательно минимизировать, то она называет­
ся многокритериальной задачей минимизации.

В дальнейшем, за исключением особо оговариваемых случаев, 
будут рассматриваться многокритериальные задачи максимиза­
ции.

П р и м еч ан и е . В ряде работ критерием называется показа­
тель, независимый по предпочтению от совокупности всех осталь­
ных показателей, а под многокритериальными понимаются зада­
чи, в которых все показатели независимы по предпочтению.

§ 1.4. Эффективные и слабо эффективные оценки
и решения

1. В многокритериальной задаче максимизации из двух век­
торных оценок, отличающихся лишь одной компонентой, предпо­
чтительнее та, у которой такая компонента больше. А что можно 
сказать о векторных оценках у и у', для которых выполняются 
неравенства

V i^ y 'i, г = 1 , 2 , . . .  ,m? (1)

Разберем вначале случай многокритериальной задачи» приня­
тия индивидуального решения. Допустим, что предпочтения при­
нимающего решение описываются отношением нестрогого пред­
почтения R на У", причем известно, что оно не только рефлексивно, 
но и транзитивное (т. е. является квазипорядком). Считая, что 
Y  =  Y\ х . . .  х Уш, можно записать следующие соотношения для 
векторных оценок, последовательно используя отношение ^  для 
их компонент:

(УЪУ2, • • • ,Ут)П{УъУ2,  • • • ,Ут),
{У1 ,У2 , • • • ,Ут)П(у\ ,У2 ,УЗ, ■ ■ ■ ,Ут),

(У1 > • • • . Утп—1 . Утп)П(у[ , У2. • • • . Ут)-
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На основании этих соотношений и транзитивности R приходим 
к заключению, что верно уЯу', т. е. векторная оценка у не менее 
предпочтительна, чем у '. ^

Если утверждать, что R транзитивно, нельзя, или если У не 
представляется прямым произведением У\ х . . .  х Ут , то фор­
мальным путем прийти к сформулированному утверждению у Ry'  
вообще говоря, нельзя. Однако в любом случае оно представляется 
настолько естественным, что во всех моделях принятия индивиду­
альных решений вводится как аксиома. Принятие этой аксиомы, 
называемой часто (сильной) аксиомой Парето, означает введение 
во множестве оценок Y  отношения нестрогого предпочтения, сов­
падающего с (частичным) порядком ^  для векторов из Е т *).

Отношению нестрогого предпочтения ^  соответствуют от­
ношение безразличия =  и отношение строгого предпочтения > 
(у > у'  означает, как указано в §1.2, что справедливы неравен­
ства (1), причем хотя бы одно из них является строгим).

2. Разберем теперь случай многокритериальной задачи при­
нятия группового решения, когда /* является функцией ценно­
сти индивида г**), входящего в группу {1, 2, . . .  , га}, так что 
f i (ж) ^  f i ( x f) означает, что решение ж не хуже, чем х ' с точки 
зрения В такой задаче отношение предпочтения на множестве 
оценок Y  должно отражать «групповое мнение», агрегирующее 
индивидуальные. Если у =  у', т. е. f ( x )  =  /(ж '), то вывод о ра­
венстве х и х' по предпочтительности может быть сделан и для 
группы в целом. Остается рассмотреть вопрос: если в (1) хотя бы 
одно неравенство строгое, то следует ли считать, что решение х 
предпочтительнее, чем ж'?

Пожалуй, положительный ответ на последний вопрос можно 
дать не во всех реальных ситуациях. Действительно, если строгое 
неравенство в (1) всего одно, то это означает, что х предпочтитель­
нее, чем ж', лишь для одного члена группы, а для всех остальных 
оба решения равноценны. Но в некоторых ситуациях может ока­
заться, что «одного голоса» слишком мало, и тогда группа в целом 
не обязательно должна считать ж предпочтительнее, чем ж'.

По-видимому, в разных ситуациях итог сравнения оценок у и у' 
может зависеть от того, сколько строгих неравенств выполняет­

*) Точнее, с его сужением на Y.  Однако ради простоты записи здесь 
и в дальнейшем сужения отношений ^ , > и других обозначаются так же, как 
и сами эти отношения.

**) Возможен и более общий случай, когда члены группы «имеют» по 
несколько критериев.

2 В. В. Подиновский, В. Д. Ногин
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ся в (1). Однако самым слабым является допущение, состоящее 
в том, что у для всей группы предпочтительнее у \ если в (1) все 
неравенства строгие. Это допущение, принимаемое почти во всех 
известных моделях групповых решений (и называемое (слабой) 
аксиомой Парето), вводит на Y  отношение строгого предпочте­
ния, совпадающее с отношением > для векторов из Е т (точнее, 
с его сужением на Y): у > у* верно тогда и только тогда, когда 
У{ > у\ Для всех г =  1, 2, . . .  , га. Таким образом, в зависимости 
от специфики задачи отношение строгого предпочтения Р может 
вводиться по-разному, однако оно обязательно будет включать от­
ношение >. Различными могут быть также отношения нестрогого 
предпочтения и безразличия. Вопросы задания всех этих отно­
шений достаточно сложны и являются предметом исследования 
теории групповых решений [53, 56, 96, 109, 221].

3. Итак, для многокритериальных задач максимизации на 
множестве Y  введены отношение нестрогого предпочтения два

отношения строгого предпочтения 
> и > и отношение безразличия =. 
В соответствии с общим определе­
нием (§1.2) оценка у* E Y  называ­
ется наилучшей по ^  (в У), если 
для любой оценки у Е Y  справед­
ливо у* ^  у. Так как отношение ^  
является (частичным) порядком, то 
может существовать только одна та­
кая точка у* (рис. 4) *).

4. Если в практической многокритериальной задаче существу­
ет наибольшая по ^  достижимая оценка г/*, то именно ее и следует 
считать оптимальной. К сожалению, такой случай реализуется 
исключительно редко: как правило, оценка у* не существует **). 
Это связано с тем, что порядок > не является полным. Например, 
если yi > yj, но yj < г/'., то у и у' по ^  не сравнимы. Поэтому, в за­
висимости от существа задачи, приходится использовать оценки, 
максимальные по > или по > (см. § 1.2).

Оценка у0 Е Y  называется максимальной по > (по >) отно­
сительно У, если не существует оценки у Е Y  такой, что у > у0

*) На этом и последующих рисунках множество Y  не изображено (мож­
но считать, что Y  — все пространство Е 2).

**) Условия существования наибольшей по ^ точки см. в статье [122] 
и указанной там литературе.
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(у > у0). Для этих оценок обычно используются специальные на­
звания. Оценка, максимальная по >, называется эффективной *), 
а также оптимальной по Парето, Парето-оптималъной, опти­
мумом Парето. Множество всех таких оценок из У, обозначаемое 
далее через Р(У), называется эффективным, или множеством 
Парето.

Оценка, максимальная по >, называется слабо эффективной, 
а также слабо оптимальной по Парето, слабым оптимумом Паре­
то, оптимальной по Слейтеру **). Множество всех таких оценок 
из У будем обозначать через S(Y )  и называть слабо эффективным.

Поскольку у > у' влечет у > у', то всякая эффективная от­
носительно Y  векторная оценка и слабо эффективна, так что 
Р(У) С S(Y).  Действительно, если у0 не является слабо эффек­
тивной, то для некоторой у Е Y  будет выполняться у > у0, а по­
этому и у > у0, так что у0 не может быть эффективной.

Прига =  2 Р(У) является, образно говоря, северо-восточной 
границей множества Y  (без тех ее частей, которые параллельны 
одной из координатных осей или лежат в достаточно крутых и глу­
боких провалах), a S(Y )  может дополнительно включать в себя 
вертикальные и горизонтальные участки границы, прилегающие 
к Р(У). Так, на рис. 5 множество Р (У ) (эффективная граница Y)  
образовано кривыми 6с, de (без точек d и е) и /ip, a S( Y)  состоит из

§1.4] Эффективные и слабо эффективные оценки и решения

Рис. 5

Т.
*) Термины «эффективный» и «/-эффективный» (см. ниже) введены 

Купмансом [184].
**) Термин «максимальный в смысле Слейтера» введен Л. Гурвичем [30].

2*
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двух частей — abcde (включая е) и hpq. В этом легко убедиться, 
если заметить, что точки, лучшие, чем т/, в смысле >, заполня­
ют прямой угол, стороны которого параллельны осям координат, 
а вершиной служит точка у (сама у исключается); а точки, луч­
шие, чем у, в смысле >, составляют внутренность этого же угла.

5. Отношения > и >, определенные на множестве оценок, 
порождают аналогичные по смыслу отношения У/  и >~f во 
множестве решений. Например, ж ж' /(ж) > /(ж '). Отно­
шение является (частичным) квазипорядком, а У/  и У/  — 
строгими (частичными) порядками. Напомним, что отношение 
безразличия порожденное отношением равенства =, является 
эквивалентностью (см. § 1.3).

Решению, наибольшему по , соответствует наибольшая по ^  
оценка из Y.  Следовательно, наибольшее по решение обращает
в максимум на X  каждый из критериев / ъ / 2, • • • , /т -  Такие 
решения, как уже отмечалось, безусловно могут считаться опти­
мальными, однако практически они почти никогда не существуют.

Решению, максимальному по У/  (по У/),  соответствует мак­
симальная по > (по >) оценка в Y.  Обычно для этих решений 
используются наименования, аналогичные названиям соответ­
ствующих оценок. В дальнейшем будут использоваться термины 
«эффективное» и «слабо эффективное», а также «оптимальное 
по Парето» и «слабо оптимальное по Парето» решения (заметим, 
что иногда такие решения называют / - эффективными и слабо 
/ - эффективными соответственно).

Итак, решение х° £ X  эффективно, если не существует реше­
ния х £ X  такого, что х  ж0, т. е. для которого f ( x )  > f (x°) .  
Решение х° £ X  слабо эффективно, если не существует решения 
х £ X  такого, что х У / ж0, т. е. /(ж) > /(ж 0). Множество эф­
фективных решений будет обозначаться через Р / ( Х ), а слабо 
эффективных — через S f ( X) .  Разумеется, Pf {X)  С Sf (X) .  От­
метим, что задача построения множества Р/ ( Х)  названа в рабо­
тах [41, 187] задачей векторной максимизации.

П р и м еч а н и е  1. В соответствии с общими соображениями, 
изложенными в примечании 1 к § 1.2, понятие эффективного ре­
шения теряет свое значение, когда требуется выбрать несколько 
лучших решений.

6. Согласно определению внешней устойчивости, данному 
в § 1.2, множество эффективных оценок P(Y)  (слабо эффектив­
ных оценок S(Y) )  называется внешне устойчивым, если для 
любого у £ Y \ P ( Y )  (соответственно для у £ Y \ S ( Y ) )  найдется



такая оценка у0 Е Р(У) (соответственно у0 Е S(Y)) ,  что у0 > у 
(соответственно у0 > у). Естественно, можно говорить и о внешне 
устойчивом множестве эффективных (слабо эффективных) реше­
ний как о множестве решений, которому соответствует внешне 
устойчивое множество эффективных (слабо эффективных) оценок.

В дальнейшем удобнее использовать несколько иное опреде­
ление внешней устойчивости множества эффективных оценок: 
м н ож ест во P(Y)  внеш не уст ойчиво , если для любого у  Е Y  най­
дет ся  у0 Е P{Y)  т акой , чт о  у0 ^  у. Легко видеть, что данное 
определение эквивалентно вышеприведенному *).

Действительно, пусть P( Y)  внешне устойчиво в смысле перво­
го из рассмотренных определений. Возьмем произвольную оцен­
ку у Е Y.  Если у Е Р(У), то верно у0 ^  у для у0 =  у. Если же 
у 0 Р(У'), то существует такая оценка у0 Е Р(У), что у0 > у, так 
что верно и у0 ^  у. Пусть теперь, наоборот, P(Y)  внешне устой­
чиво в смысле второго определения. Выберем произвольную оцен­
ку у Е Y\ P ( Y ) .  Для нее найдется оценка у0 Е P(Y)  такая, что 
у0 ^  у. Но так как у не эффективна, а у0 эффективна, то у0 > </ •■

Согласно сделанному в § 1.2 замечанию о существовании ядра 
квазипорядка на конечном множестве, можно утверждать, что 
если множество Y  состоит из конечного числа оценок, то мно­
жества эффективных и слабо эффективных оценок и решений 
являются внешне устойчивыми. Если же Y  бесконечно, то ука­
занные множества могут не быть внешне устойчивыми. Однако 
при обычных для оптимизационных задач предположениях (X — 
компакт, а все /* полунепрерывны сверху) 
эти множества оказы- ваются внешне устой­
чивыми (см. § 3.2).

П р и м ер  1. Пусть Y — единичный ква­
драт, из которого «выколота» правая верх­
няя вершина (рис. 6). Для этого Y  множе­
ство Р(У’), очевидно, пусто, a S(Y)  образу­
ется верхней и правой сторонами квадрата 
(без точки (1, 1)). Множество S(Y)  внешне 
устойчиво: каждой точке у  Е У, у которой 
yi ,у 2 < 1, можно поставить в соответствие, например, точку
У° =  ( ^ у - ^ , l ) , причем у 0 >  у.

*) Следовательно, внешняя устойчивость множества P( Y )  означает, что 
частично упорядоченное (отношением ^) множество Y  конфинально с P( Y)  
(см. [50], т. 1, с. 33).

§ 1.4]______ Эффективные и слабо эффективные оценки и решения______ 37
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В связи с изложенным представляет интерес вопрос о том, ког­
да внешняя устойчивость множества Р (У ) равносильна аналогич­
ному свойству множества S (У)? Ответ на этот вопрос содержится 
в следующем утверждении.

Т е о р е м а  1. Если множество Р(У) внешне устойчиво, то 
внешне устойчивым является и S(Y) .  В том случае, когда мно­
жество R(y)  =  {у' Е Y  | у1 ^  у} замкнуто и ограничено при лю­
бом у Е Я (У), из внешней устойчивости S (У) следует внешняя 
устойчивость Р(У).

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть Р(У) внешне устойчиво. Возьмем 
произвольную оценку у Е У \S(Y).  Для нее существует у' Е S(Y)  
такая, что у' > у. Для у', в свою очередь, существует эффективная 
оценка у" такая, что у" ^  у'. Следовательно, у" > у. А так как 
P (Y )  Q S(Y),  то у" € S { Y ) .

Для доказательства второй части теоремы также возьмем 
произвольную оценку у* Е Y . Если у* Е P (Y ), то у0 ^  у* при 
у0 =  у*. Если у* 0 5 (У), то для некоторой оценки у0 Е У верно 
у0 > у*. Поэтому остается рассмотреть случай, когда у* 0 Р (У ), 
ноу* Е S(Y) .  Благодаря компактности множества Я(у*) функция
т

yi достигает на нем максимума в некоторой точке у0. Пред-
г=1
положив противное, легко убедиться в том, что у 0 Е Р(У) (этот 
вывод прямо следует из лемм 2.4-2.6, так как множество Я(у*) 
замкнуто сверху по > относительно У). Кроме того, в силу опре­
деления Я(у*) справедливо у0 ^  у*. ■

7. Пусть R — произвольный квазипорядок на множестве X . 
Векторный критерий / ,  определенный на X, представляет квази­
порядок Я, если отношение совпадает с Я. При каких условиях 
существует векторный критерий, представляющий произвольный 
квазипорядок? Какова минимальная размерность такого крите­
рия? Как его построить? Исследование этих вопросов имеет не 
только теоретическое, но и практическое значение. Например, 
указание представляющего критерия может оказаться эконом­
ным способом задания квазипорядка. Однако перечисленные во­
просы не имеют прямого отношения к теме книги, и поэтому 
мы их разбирать не будем. Заинтересованный читатель может 
обратиться к соответствующей литературе [60, 74, 123, 170, 190].

8 . Один из способов задания отношений предпочтения в много­
критериальных задачах состоит в следующем: в пространстве Е т 
выделяется некоторый конус П (конус доминирования), и пола­



гается, что з Л ' ,  когда у — у' Е Г2. Понятно, что при П = Е™
получается отношение а при П =  Е™ — отношение >. Сле­
довательно, многокритериальная задача максимизации является 
частным случаем задачи оптимизации по конусу [30, 246].

Рассмотрим случай, когда конус П является полиэдральным 
(многогранным): П = {у Е Е т | By  ^ 0(/)}> гДе В — числовая 
матрица размерности I х га. Для такого конуса включение 
у — yf € ft равносильно тому, что В (у — у') ^  0(/), т. е. By  ^  By1. 
Следовательно, исходная задача с векторным критерием / ,  
в которой предпочтения задаются при помощи полиэдраль­
ного конуса, после введения нового векторного критерия 
f B =  ( f f ,  , • • • > f P)  =  B f  оказывается «обычной» многокри­
териальной задачей максимизации [150, 247].

9 . Определение (слабо) эффективного решения является «ста­
тическим» в том смысле, что основывается на попарном сравнении 
решений и не связывается с вопросом о том, возможно ли «плавно» 
перейти от одного решения к другому, более предпочтительному, 
инфинитезимально («с положительной скоростью»), увеличивая 
каждый критерий. А возможность осуществления такого перехо­
да в некоторых моделях представляет большой интерес. Приме­
ром является модель чистого обмена, в которой каждый потре­
битель участвует в обмене, стремясь составить себе набор това­
ров наибольшей полезности, т. е. формально — максимизировать 
свою функцию ценности. Такого рода модели рассматривали еще 
в XIX в. Ф. Эджворт и В. Парето. Эффективным в модели обмена 
является состояние (распределение товаров между потребителя­
ми), которое не может быть улучшено путем перераспределения 
товаров ни для одного из участников без «ущемления интересов» 
некоторых других участников. Следовательно, оптимальность по 
Парето отражает идею экономического равновесия: если состоя­
ние не является эффективным, то будет происходить торговля, 
которая приведет к эффективному состоянию.

Если процесс обмена рассматривать как последовательность 
мелких сделок, выгодных всем участникам, то формализованно 
его можно описать гладкой кривой, при движении вдоль которой 
все критерии инфинитезимально увеличиваются. Тогда можно 
выделить состояния, из которых не выходит ни одной гладкой 
кривой такого типа. Такие состояния были названы С. Смейлом 
критическими точками Парето. Ясно, что множество таких точек 
(критическое множество Парето) включает все множество слабо 
эффективных точек, но в общем случае шире последнего (из-за

§ 1.4]______ Эффективные и слабо эффективные оценки и решения______ 39
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«локального характера» определения критической точки Парето). 
Так, на рис. 5 в критическое множество Парето, помимо всех слабо 
эффективных, будут входить решения, оценки которых лежат на 
участке границы еги, исключая w.

Определение критической точки Парето является обобщением 
стационарной (критической) точки гладкой функции (т. е. точки, в 
которой ее градиент обращается в нуль). Подробное рассмотрение 
описанного «динамического» подхода к определению оптимально­
сти по Парето выходит за рамки данной книги; заинтересованному 
читателю следует обратиться к работам С. Смейла [95, 223].

10. Множества эффективных и слабо эффективных оценок 
были выделены из Y  на основе некоторых простых характерных 
свойств отношений предпочтения. Однако эти множества целесо­
образно рассматривать и в более общей ситуации, когда предпола­
гается лишь, что предпочтения описываются функцией выбора С, 
определенной на достаточно «богатом» наборе W  подмножеств 
множества У  (разумеется, Y  Е W).

В рассматриваемом случае многокритериальная задача 
максимизации определяется следующим условием: если оценки 
у', уп Е Z, Z  Е W , таковы, что у" > у'- и у" =  у[ для всех т  — 1 

остальных i Е М , то у1 0 C(Z).
Аксиома Парето в сильном (слабом) варианте формулируется 

следующим образом: если для оценки у' Е Z , Z  Е W , во множе­
стве Z найдется оценка у" такая, что у" ^  y t- при всех i Е М , 
причем хотя бы одно неравенство строгое (соответственно, 
у" > У{ пРи всех i € А/), то у' 0 C(Z).

Эта аксиома, из которой вытекает, что С (Y)  С P(Y)  (соответ­
ственно C(Y)  С £(У)), часто используется при описании предпо­
чтений функциями выбора [53, 96].

§ 1.5. Теоретическое и практическое значения понятия 
эффективного решения *)

1. Понятие эффективного решения является прямым обоб­
щением понятия точки максимума числовой функции на случай 
нескольких функций. Как правило, в прикладных многокритери­

*) В дальнейшем ради краткости термин «эффективное решение» будет 
также использоваться и в неформальном контексте как обобщающий для 
эффективных и слабо эффективных (а впоследствии и для собственно и под­
линно эффективных) решений.
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альных задачах множество таких решений оказывается непустым 
и, более того, внешне устойчивым (см. § 1.4), и поэтому оптималь­
ные решения должны выбираться именно среди эффективных. 
Однако если в однокритериальной задаче в качестве оптимального 
можно брать любое решение, максимизирующее критерий (так как 
все они эквивалентны), то в многокритериальной задаче обыч­
но множество эффективных решений оказывается весьма бога­
тым неэквивалентными (и содержательно существенно разными) 
решениями, и для осмысленного выбора оптимального решения 
необходимо привлечь более полную информацию о предпочтениях. 
И тем не менее понятие эффективного решения по целому ряду 
причин играет важнейшую роль в теории многокритериальной 
оптимизации и практике ее использования.

2. Хотя эффективное решение обычно далеко не единственно, 
но все-таки множество эффективных решений значительно уже, 
чем исходное множество всех решений. Так, на рис. 5 множество 
эффективных оценок является лишь частью границы множества 
всех достижимых оценок. Поэтому построение множества эф­
фективных решений (или их оценок) является одним из первых 
этапов большого числа процедур (особенно интерактивных, т. е. 
человеко-машинных) и методов многокритериальной оптимиза­
ции (см., например, [47, 73, 88]). А некоторые интерактивные ме­
тоды предусматривают последовательное перемещение от одно­
го эффективного решения к другому, более предпочтительному.

3. В случаях наличия лишь двух или трех критериев множество 
эффективных оценок можно изобразить графически. Поэтому при 
анализе двух-, а иногда и трехкритериальных задач, нередко удоб­
нее всего выбирать оптимальное решение непосредственно на осно­
ве рассмотрения графика эффективных оценок (см., в частности, 
[33,133,135]). Указанный подход лежит, например, в основе метода 
«стоимость-эффективность» [8].

Один из вариантов этого метода, широко применяемого для 
решения задач выбора лучшего из нескольких конкурирующих 
образцов системы, в общих чертах состоит в следующем.

а) Каждый образец х оценивается по двум критериям: стои­
мости создания (производства) С и эффективности выполнения 
поставленных перед системой задач Э. Значения этих критериев 
рассчитываются по специально разрабатываемым методикам.

б) Строится график оценок, соответствующих всем рассматри­
ваемым образцам системы, а из него выделяются те образцы, из 
которых и должен быть выбран один — оптимальный образец.
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Пример такого графика приведен на рис. 7. Поскольку крите­
рий С желательно минимизировать, а критерий Э —максимизи­
ровать, то, например, образец 4 предпочтительнее образца 2 (по­
следний имеет меньшую эффективность и в то же время большую

стоимость). Таким образом, из 
шести представленных образцов 
лишь три (первый, третий и чет­
вертый) могут претендовать на 
роль лучшего. В разбираемом ме­
тоде эти образцы называют недо­
минируемыми (общий термин 
«эффективный» неудобен из-за 
аналогичного названия крите­
рия Э).

в) Окончательный выбор оп­
тимального образца производит­

ся эвристически (на основании опыта, интуиции, неформализуе- 
мых соображений) лицом, принимающим решение, в результате 
анализа построенного графика, который наглядно показывает, 
какой ценой (увеличением стоимости) достигается приращение 
эффективности при переходе от одного недоминируемого образца 
к другому.

Обобщением рассмотренного метода является метод «стои- 
мость-эффективность-время», в котором наряду с двумя пере­
численными ранее вводится еще критерий Т  — время, необходимое 
для организации выпуска того или иного .образца системы. В этом 
случае график векторных оценок оказывается пространственным 
и изображается в наиболее наглядной плоской проекции или же 
представляется несколькими плоскими сечениями. Общий подход 
к выбору оптимального образца остается прежним.

4. Сужение множества выбора до множества эффективных 
решений (или некоторого его подмножества) важно не только само 
по себе, но еще и потому, что на более узком подмножестве могут вы­
полняться различного рода упрощающие дальнейший анализ до­
пущения о предпочтениях (например, о виде функции ценности), 
которые заведомо несправедливы для множества всех решений. 
Кроме того, эффективные решения могут обладать интересными 
и практически важными свойствами, не присущими остальным 
решениям. Это обстоятельство хорошо известно и давно исполь­
зуется в математической экономике и теории игр. Много примеров 
такого рода можно найти, например, в работах [28, 33, 41, 51, 63].

Рис. 7
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Здесь же мы ограничимся рассмотрением одного сравнительно 
простого, но содержательного примера, связанного с линейной 
моделью производства.

Пусть имеется п  отраслей, занятых производством п  пред­
метов потребления (продуктов). Каждая отрасль может произ­
водить только один продукт, но при помощи нескольких произ­
водственных (технологических) процессов. Обозначим через Л * 
множество производственных процессов, доступных г-й отрасли; 
множества Л* считаются конечными, г =  1, 2, . . . ,  п.

Если принять общее количество трудовых ресурсов («труда») 
за единицу, то интенсивность работы г-й отрасли можно охаракте­
ризовать величиной щ ^  0, указывающей долю имеющихся тру­
довых ресурсов, которая используется в этой отрасли. Ясно, что

п
при полном использовании трудовых ресурсов =  1. Век-

г=1
тор и = (ui, U2,. . .  , um), компоненты которого неотрицательны 
и в сумме равны единице, называется осуществимым.

Пусть axj  — количество j-ro  продукта, производимое г-й отрас­
лью, когда она функционирует с единичным уровнем интенсив­
ности (щ =  1) и применяется производственный процесс A* G Л*. 
Предполагается, что aXj  ^  0, если г ф j ,  но ах\  > 0. Отрицатель­
ные aXj  можно интерпретировать как количество материалов (про­
дуктов), расходуемых в производстве. Поэтому указанное пред­
положение о знаках axj  и означает, что каждая отрасль мож$т 
использовать все материалы, в то время как производит она только 
один продукт.

Вектора** =  (а^*, а*2*,. . .  , а ^ )  принято называть вектор-про­
цессом г-й отрасли. Каждому производственному процессу А* со­
ответствует свой вектор-процесс.

Если для каждой отрасли выбран производственный процесс, 
т.е. если фиксирован набор А =  (Ai, А2, . . .  , Ап), то чистый выпуск

п
продукта j  всей системой будет равен Cj =  Y l Uiaij- Квадрат-

г=1
ную матрицу, строками которой являются вектор-процессы а**, 
г =  1, 2, . . .  , п, будем обозначать через А х. Тогда j -я компонента 
вектора с =  и А х представляет чистый выпуск продукта j  для 
фиксированного набора А и осуществимого вектора и .

Пусть ^  — множество матриц ЛЛ, каждая из которых соот­
ветствует определенному набору А =  (Ai, А2, . . .  , Ап), в котором
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Ai Е А*. Вектор (векторная оценка) с =  c (c i,. . . ,  сп) называется 
реализуемым (или достижимым), если с =  и А х для некоторой 
матрицы Лл и осуществимого вектора и.

Особый интерес представляют реализуемые векторы с, компо­
ненты которых положительны. В самом деле, если существует ре­
ализуемый вектор с, причем Cj > 0, то это означает, что можно так 
организовать производство всех продуктов (т. е. назначить такие 
Xi и и*), что каждая отрасль будет производить продукта больше, 
чем его требуется для потребления всеми остальными отраслями 
системы, так что все продукты будут производиться в избытке и их 
можно будет использовать вне системы.

Рассмотрим геометрическую интерпретацию разобранной мо­
дели. Каждый вектор-процесс а** можно представить в виде точки 
пространства Е п. Матрице Лл соответствует п таких точек (по 
одной для каждой отрасли). Вектор

( IV

Y h uian i -
i=l

» 5'2uiain) “  ща*х
г=1  г=1

является, очевидно, точкой выпуклой оболочки п вектор-процес­
сов а^*. И наоборот, каждая точка выпуклой оболочки этих вектор- 
процессов будет реализуемым вектором с. Таким образом, мно­
жество реализуемых векторов с является объединением выпук­
лых оболочек векторов а*1, а^2, . . .  , а*п, образующих матрицы 
А х Е £? (каждой такой матрице соответствует определенная вы­
пуклая оболочка).

Для иллюстрации рассмотрим простейший пример с условны­
ми числовыми данными.

П р и м е р  1. Пусть
п =  2; Аа =  {1,2}; Д2 =  {1,2,3}; 

а} =  (2 ,-1 ); а\  =  (5/2, - 2);
а] = ( -1 ,1 /2 ); а\  =  (-2 ,3 ); а\ = { -  4,4).

Здесь каждой матрице А х = , ̂ 2 соответствует выпуклая

Aiоболочка, являющаяся отрезком, соединяющим точки а 
и а^2. Все такие выпуклые оболочки (отрезки) изображены 
на рис. 8. Задача наилучшего использования производственных 
и трудовых ресурсов применительно к нашей модели заключается 
в том, чтобы обеспечить по возможности наибольший выпуск
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всех п продуктов, производимых отраслями. План х =  {А, и}, 
где А —набор производственных процессов (Ai Е А*), и — осуще­
ствимый вектор, характеризуется здесь векторным критерием 
с(х) =  (ci (x) , . . .  , сп(х)), где Cj — чисты*Гвыпуск j-ro  продукта.

В соответствии с § 1.4 план х* называется эффективным, если 
не существует осуществимого вектора и и матрицы для ко­
торых C j ( x )  ^  сДх*), причем по крайней мере одно из этих нера­
венств — строгое. Вектор с(х*), соответствующий эффективному 
плану х*, также называется эффективным.

Структура эффективных векторов с положительными компо­
нентами характеризуется следующим утверждением.

Если существует реализуемый вектор с положительными 
компонентами, то все эффективные векторы с положительны­
ми компонентами лежат в выпуклой оболочке вектор-процес- 

у  v
сов а{ *, составляющих матрицу А А Е s f , и каждая точка этой 
выпуклой оболочки, лежащая в положительном ортанте, явля­
ется эффективным вектором.

Доказательство можно найти в книге [41].
Таким образом, оказывается, что если имеется допустимый 

план, обеспечивающий выпуск каждого продукта с избытком, то 
для каждой отрасли имеется определенный производственный 
процесс (входящий в набор А'), позволяющий получить все эф­
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фективные векторы с положительными компонентами лишь за 
счет перераспределения трудовых ресурсов. Иными словами, лю­
бой эффективный план, обеспечивающий выпуск каждого про­
дукта с избытком, либо имеет вид {А', и}, где и —некоторый 
осуществимый вектор, либо эквивалентен плану указанного ви­
да. Сформулированное утверждение составляет содержание из­
вестной в математической экономике теоремы Самуэльсона о за­
мещении. Подчеркнем, что этот результат получается лишь на 
основании анализа свойств множества эффективных планов, без 
решения вопроса о выборе конкретного «оптимального» плана.

В приведенном выше числовом примере А' =  (1, 2) и любой эф­
фективный план, обеспечивающий выпуск каждого продукта с из­
бытком, является парой {А', и}, где и =  (ui, U2), 1/2 < и\ < 3/4, 
U2 =  1 — и\. Из рис. 2 можно также усмотреть, что сформулиро­
ванное утверждение о структуре множества эффективных векто­
ров с положительными компонентами справедливо в силу незави­
симости выбора производственного процесса A* Е А» для каждой 
г-й отрасли.

5. Большинство методов многокритериальной оптимизации 
предусматривает выделение оптимального решения непосред­
ственно из множества всех решений. В связи с этим полезно про­
анализировать методы, чтобы выяснить, всегда ли они приводят 
к получению эффективного решения, и если нет, то специально 
предусмотреть возможность улучшения выделяемого решения до 
эффективного.

Для иллюстрации разберем следующий пример. В статье [106] 
был изложен оригинальный метод многокритериальной оптими­
зации для линейных задач, формально состоящий в следующем: 
вначале находятся точки максимума х г Е X  каждого критерия fi  
в отдельности, а затем оптимальное решение ж0 получается как
такая выпуклая линейная комбинация точек ж1 (т. е.какточкавида

771 771 .
x(A)=22*iXi>  где А* ^  0, г =  1 , 2 , . . .  ,m ,  5 Z A« =  l ) .

t=i i=i ;
для которой максимальное из нормированных отклонении зна­
чений критериев fi  от соответствующих максимумов у* == /Джг) 
минимально, т. е.

max
г£М

у: -  м х ° )
k*l

= min max
л ieM

У? -  f i (xW )
|y?l

где М = { 1,2 , . . .  ,m}.
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Указанное определение оптимального решения имеет суще­
ственные недостатки. Во-первых, если некоторый критерий имеет 
несколько точек максимума на X , то не ясно, какую из них следует 
использовать: каждой х г будет соответствовать «свое» решение ж0. 
Во-вторых, полученное указанным путем оптимальное решение, 
как правило, не будет не только эффективным, но и слабо эффек­
тивным. Все это хорошо видно на рис. 9.

В статье [217], а затем и в целом-ряде других работ разобранное 
определение было усовершенствовано: оптимальным предложено 
считать решение ж0*, определяемое из условия

уТ
шах —
t€M

Л(*°‘ )
№

= min max
x£X i£M

В § 2.1 будет показано, что решение ж0* всегда слабо эффектив­
но, а если оно единственно (с точностью до эквивалентности ~ /), 
то и эффективно. Легко проверить также, что если ж0 не является 
слабо эффективным, то ж0* У/  ж0. Это положение иллюстрирует 
тот же рис. 9.

6 . Понятие эффективного решения позволяет не только усо­
вершенствовать некоторые методы многокритериальной оптими­
зации, но и лучше понять их сущность, а тем самым и уточнить 
области их практического приложения.

Для примера разберем широко известный метод многокрите­
риальной оптимизации — метод главного критерия. Этот метод 
состоит в том, что исходная многокритериальная задача сводится 
к задаче оптимизации по одному критерию //, который объяв­
ляется главным, или основным, при условии, что значения всех
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остальных (второстепенных) критериев должны быть не меньше 
некоторых установленных величин («требуемых уровней», «поро­
говых значений» и т. п.) £t-, т. е. к задаче

f l (x)  —» max
X Е X , /i(*^) =  ̂— 1 )2 ,.. ., 771, ^ /. ( i )

Оптимальным считается всякое решение х° этой задачи. Заметим, 
что такое решение всегда является слабо эффективным, а если оно 
единственно (с точностью до эквивалентности то и эффек­
тивным (см. § 2.1). Для лучшего уяснения существа этого метода 
воспользуемся следующим простым свойством эффективных ре­
шений, которое легко установить рассуждением «от противного» 
(см. теорему 2.1.5):

если решение х° эффективно, то оно является единственным 
(с точностью до эквивалентности ~ /) решением задачи (1) при 
любом фиксированном I £ М и t{ =  //(ж0), г =  1, 2 , . . .  , га; г ф /.

Сформулированное утверждение, иллюстрируемое рис. 10 
(для 771 =  2, I =  1), сразу позволяет сделать следующий вывод: 
выбор любого эффективного решения х° формально эквивалентен 
назначению в задаче (1) t{ =  f i (x°)  для всех г, причем в качестве 
главного можно выбрать любой критерий. Это означает, что пред­

варительный выбор одного из кри­
териев в качестве главного еще ни­
как не уменьшает свободы выбора 
оптимального решения, так что на­
звание «главный критерий» весь­
ма условно. Следовательно, вопрос 
о выборе главного критерия следу­
ет решать так, чтобы облегчить на­
значение величин ti для ограниче­
ний на остальные критерии.

Практически обычно указыва­
ют серию «наборов» {£t-} пороговых 

значений, и для каждого «набора» решают задачу (1) (если ti слиш­
ком велики, тоограничения в (1) могут оказаться несовместными). 
Далее на основании анализа полученной серии значений произ­
водят окончательное назначение величин £*, чем и определяется 
выбор оптимального решения.

Процедура назначения серии пороговых величин ограниче­
ний и расчета соответствующих значений критериев фактически 
производится с целью получения представления о наиболее важ­

Рис. 10
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ной области множества (слабо) эффективных оценок при помощи 
ряда отдельных точек. А затем полученная информация обес­
печивает эвристический выбор оптимального решения. Следова­
тельно, метод главного критерия стоит практически применять 
лишь в тех случаях, когда имеются соображения о примерных 
значениях величин ti (или довольно узких пределах для этих ве­
личин), позволяющие ограничиться рассмотрением сравнительно 
небольшой части всего множества (слабо) эффективных решений.

Сформулированное свойство эффективных решений дает воз­
можность аналогичным образом исследовать и предложенный 
Е. С. Вентцель метод последовательных уступок (см. [85]).

7. Выше было показано, что понятие эффективности (опти­
мальности по Парето) играет фундаментальную роль для много­
критериальных задач принятия индивидуального решения. Это 
понятие является весьма важным и для задач, представимых 
в форме многокритериальных, в том числе задач принятия ин­
дивидуального решения в условиях риска и неопределенности 
(при конечном множестве возможных состояний «природы»). Для 
игровых задач (особенно длд. кооперативных игр, групповых ре­
шений и арбитражных схем) велика роль также и понятия слабой 
эффективности: в большинстве аксиоматических систем, введен­
ных для определения понятия оптимального решения, требуется, 
чтобы это решение было слабо оптимальным по Парето (или же 
слабая оптимальность по Парето, т. е. слабая эффективность, яв­
ляется следствием других аксиом). Мы не будем иллюстрировать 
указанные положения и отсылаем заинтересованного читателя 
к соответствующей литературе [16, 53, 56, 96]. Подчеркнем лишь 
тот факт, что понятие слабой эффективности может оказаться 
полезным и для задач принятия индивидуального решения.

Действительно, в сложных практических задачах формирова­
ние набора критериев является достаточно трудной проблемой. 
Поэтому один из подходов к построению векторного критерия 
состоит в том, чтобы вначале составить по возможности наиболее 
полный перечень критериев, и лишь потом (возможно, в процессе 
анализа и решения задачи) исключить из рассмотрения «лишние» 
(несущественные) критерии. В связи с этим возникает вопрос: в ка­
ком отношении находятся множество решений, эффективных по 
полному набору критериев, и множество решений, эффективных 
по оставшемуся набору. Оказывается, что они могут находить­
ся в общем положении. Это подтверждает следующий простой 
пример.
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Пример 2. Пусть множество X —это плоский пятиугольник 
(рис. 11), а полный набор критериев состоит из f i ( x)  =  х \ ) 
/г(ж) =  Х2 ‘ Для этого набора множество эффективных решений —

отрезок АВ.  Если же отбросить второй 
критерий, то множество эффективных 
решений по f \  — это отрезок ВС. Ин­
тересно отметить, что если из X  «вы­
колоть» точку В, то множества реше­
ний, эффективных соответственно по 
( / i ,  / 2) и по / 1, также «лишатся» этой 
точки и не будут пересекаться.

В то же время, как нетрудно про­
верить, всякое решение, слабо эффек­
тивное по сокращенному набору кри­

териев, является слабо эффективным и по полному набору. А по­
скольку всякое эффективное решение и слабо эффективно, то 
приходим к такому выводу: после построения наиболее широкого 
набора критериев, который в дальнейшем может подвергнуться 
сокращению, следует выделять именно множество слабо эффек­
тивных решений, так как если некоторые критерии будут отбро­
шены, то выделенное множество будет содержать все исходные 
решения, эффективные по окончательно принятому набору кри­
териев.

8. Все вышеизложенное показывает, что понятие эффективно­
го решения действительно оказывается фундаментальным для те­
ории и практики многокритериальной оптимизации. Остается еще 
заметить, что эффективные решения обладают рядом оригиналь­
ных (не присущих точкам максимума числовой функции) свойств, 
и поэтому представляют интерес и с чисто математической точки 
зрения.

С х г

Рис. 11

§ 1.6. Собственно и подлинно эффективные решения

1. Исследования показывают, что среди эффективных могут 
встретиться оценки (решения), оказывающиеся в определенном 
смысле аномальными.

П р и м е р  1. Y  =  {у Е Е 2 | у\ ^  —(г/г)2}* Эффективные оцен­
ки образуют часть параболы у\ =  — (г/2)2, лежащую во втором ква­
дранте (рис. 12). К эффективным относится и оценка у0 =  (0,0). 
Разности координат эффективных оценок у и г/° оказываются
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равными величинам Дуг = У2 ~ У2 —
=  У2 > 0 и Д г / 1  =  ?/1 - у ?  =  - ( Д у 2)2< 0 .
Следовательно, если перейти из точ­
ки у0 в достаточно близкую к ней эф­
фективную точку у, то будет получен 
выигрыш первого порядка малости по 
второму критерию за счет проигрыша 
второго порядка малости по первому 
критерию. Если критерий f \  не считать 
несравненно более важным, чем f 2, то, 
по-видимому, естественно согласиться 
на некоторое увеличение / 2, допустив 
на порядок меньше потери по f \ . Таким 
образом, оценка у0 является аномаль­
ной: она неустойчива в указанном смысле, и поэтому соответ­
ствующее ей решение не может, вообще говоря, претендовать на 
оптимальное.

Рассмотренный пример показывает, что иногда имеет смысл 
специально выделять эффективные оценки (и решения), которые 
лишены подобных нежелательных свойств. Первое определение 
такого рода эффективных решений, названных собственно эффек­
тивными (proper efficient), было дано X. Куном и А. Таккером [187]. 
Однако оно было сформулировано для дифференцируемого слу­
чая и связано со специальными условиями регулярности, позволив­
шими получить необходимые условия оптимальности. Для общего 
случая определение собственной эффективности было предложе­
но А. Джоффрионом [161].

Эффективная оценка у0 называется собственно эффективной, 
или оптимальной по Джоффриону, если существует такое поло­
жительное число 9, что для любых i е  М, у е Y, для которых
выполняется неравенство

Vi > V i. (1)
найдется j  £ М  такое, что

У} < у} (2)
и выполняется неравенство

(Уг -  У?)/(у} -  yj) й  0- (3)
Заметим, что поскольку у0 эффективна, то если существует 

оценка у, для которой при некотором г выполняется неравен­
ство (1), то обязательно найдется номер j ,  для которого будет
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справедливо неравенство (2). Поэтому смысл приведенного опре­
деления заключается в требовании существования числа 0, для 
которого при указанных условиях выполняется (3).

Решения, которым соответствуют собственно эффективные 
оценки, также называются собственно эффективными, или оп­
тимальными по Джоффриону. Множество всех таких решений 
(оценок) будем обозначать через Gf { X)  (G(Y)).  Так, в примере 1 
множество G(Y)  — это верхняя ветвь параболы у\ =  —(уг)2 (без 
вершины у0).

П р и м е р  2. Наилучшая по ^  оценка у0 Е У является соб­
ственно эффективной, так как у0 ^  у для всех у Е Y  и неравен­
ство (1) не выполняется. Следовательно, решение, обращающее 
в максимум одновременно каждый из критериев/х, / 2, . . . ,  / ш соб­
ственно эффективно. В частности, в однокритериальных задачах 
любое оптимальное решение и собственно эффективно.

П р и м е р  3. Если множество Y  конечно, то всякая эффектив­
ная оценка является и собственно эффективной. Действительно, 
в случае конечного Y  множество Р(У) внешне устойчиво (§ 1.4). 
Следовательно, если эффективная оценка у0 единственна, то она 
является наилучшей по и потому собственно эффективной (при­
мер 2). Если же P( Y)  содержит более одной оценки, то искомое 
положительное число в можно задать равенством

Итак, если Y  конечно (а для этого достаточно конечности мно­
жества X), то понятия эффективности и собственной эффектив­
ности равносильны.

Эффективная оценка, не являющаяся собственно эффектив­
ной, называется несобственно эффективной. Аналогичная терми­
нология вводится и для решений.

В соответствии с определением, если у0 несобственно эффек­
тивна, то это означает следующее: для любого сколь угодно боль­
шого в > 0 найдутся такие г Е М, у Е У, удовлетворяющие (1), что 
для всякого jf, для которого выполняется (2), будет справедливо 
неравенство

(Уг -  У?)/(У? -  У]) > 0- (4)
Возьмем бесконечно возрастающую последовательность поло­

жительных чисел {0Г}: Нт вг =  +оо. Если у0 несобственно эф­
фективна, то каждому г =  1, 2, . . .  можно поставить в соответ­
ствие номер г (г), для которого при некотором у Е Y  справедливо

г-*  оо
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неравенство (1). Так как множество М конечно, то в последователь­
ности (г(г)} покрайней мере один номер г повторяется бесконечное 
число раз. Пусть этому номеру соответствует последовательность 
индексов {г/}. Таким образом, для любого члена бесконечно возра­
стающей последовательности { в Г1} существует такая оценка у Е Y,  
у которой yi > у?, и при любом ^удовлетворяющем (2), выполня­
ется неравенство (4) с в  = в Г1.

Изложенное означает, что переходом от несобственно эффек­
тивного решения к некоторому другому можно обеспечить при­
ращение по крайней мере по одному частному критерию за счет 
потерь более высокого порядка малости по всем тем критери­
ям, значения которых уменьшатся. Иными словами, несобственно 
эффективные решения в указанном смысле аномальны (неустой­
чивы).

П р и м е ч а н и е  1. Как уже указывалось, понятия собственно 
эффективных оценок и решений не имеет смысла вводить в тех 
случаях, когда одни критерии несравненно важнее других. Задачи, 
в которых критерии упорядочены по важности (и перенумерова­
ны) так, что каждый предыдущий несравненно важнее, чем все 
последующие, называются лексикографическими задачами опти­
мизации, так как в таких задачах отношение нестрогого предпочте­
ния является лексикографическим порядком ^ |ех. Этот порядок 
задается следующим образом: у ^ 1ех у', когда выполнено одно из 
условий:

1) У1 >  у[\
2 )  yi =  yi, У 2 > У 2 ,

m ) y i  =  y'i, i = 1,2,... , т  -  1, у т >  у'т \
т  + 1) у = у'.

Отношение ^ |ех, являющееся полным, упорядочивает оценки 
подобно тому, как располагаются слова в словаре, этим объяс­
няется происхождение прилагательного «лексикографический». 
Из определения видно, что в лексикографической задаче следует 
добиваться сколь угодно малого приращения более важного крите­
рия за счет сколь угодно больших потерь по всем остальным, менее 
важным критериям. Именно поэтому лексикографически опти­
мальная (наилучшая по ^ 1ех) оценка не обязана быть собственно 
эффективной, хотя, как легко убедиться, она обязательно является 
эффективной. Так, в примере 1 (рис. 12) оценка у0 лексикогра­
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фически оптимальна и эффективна, но не является собственно 
эффективной.

Лексикографические задачи оптимизации обстоятельно рас­
сматриваются в [85].

2 . В §4 было указано, что задача многокритериальной оп­
тимизации является специальным случаем задачи оптимизации 
относительно конуса. Однако понятие собственной эффективно­
сти (по Джоффриону) существенно использует «координатный» 
характер отношения ^  и поэтому на более общий случай оп­
тимизации относительно конуса прямо не переносится. В связи 
с этим Борвейн [124] предложил общее определение собственной 
эффективности, которое мы сформулируем здесь применительно 
к многокритериальной задаче оптимизации.

Для этого понадобится понятие касательного конуса. Каса­
тельным конусомТ(А) у°) ко множеству А С Е т в точке у0 € А 
называется множество всех векторов из Е т , которые являются 
предельными точками вида w =  lim t r (yr — у0),где{£г} — после-

г —>оо
довательность неотрицательных чисел, а {уг} — последователь­
ность точек из Л, сходящаяся к у0.

На рис. 13 представлены касательные конусы ко множеству 
А с е 2 в трех его граничных точках. Заметим, что для внутренней

точки множества А касательным конусом является все простран­
ство Е т. Касательный конус Т(  Л, у0) представляет один из видов
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аппроксимации множества А в точке у0. Нетрудно проверить, что 
касательный конус действительно является конусом с вершиной 
в начале координат, и притом замкнутым.

Теперь можно сформулировать определение собственной эф­
фективности по Борвейну, которую будем называть подлинной 
эффективностью (при этом полагаем У =  Е т).

Оценка у0 Е У называется подлинно эффективной, или опти­
мальной по Борвейну, если она эффективна и

Т ( у . , у ° ) П Е £  =  { 0(т)}, (5 )

где

Y, = Y  -  E g  = { z  € E m | z = у -  е, у 6 Г, е € E g } .  (6)

Решения, оценки которых подлинно эффективны, также назы­
ваются подлинно эффективными. Множество всех таких решений 
(оценок) будем обозначать через B f ( X )  (соответственно, В(У)).  
Согласно определению подлинной эффективности B ( Y ) С Р(У) 
и B f ( X ) C P , ( X ) .

П р и м е р  4. Для примера 1 У* =  У U {у  Е Е 2 | у\ ^  0, у2 ^  О}. 
Здесь каждая эффективная оценка, кроме у0, подлинно эффек­
тивна (так что Б  (У) С Р(У)).

Т е о р е м а  1. Собственно эффективная оценка является и 
подлинно эффективной.

Д о к а з а т е л ь с т во .  Пусть у0 Е G (Y ), но у0 0 Б(У), т.е. 
существует вектор а Е Т( У*, у0), все компоненты которого неотри­
цательны и по крайней мере одна, скажем а/, положительна.

Пусть гг (уг -  Ьг -  у0) -у а, где 6Г е tr ^ 0, уг -  Ьг ->• у0, 
yr Е У. Поскольку множество М конечно, то, при необходимости 
перейдя к подпоследовательности, можно считать, что множество

М = {i 6 М  | у[ < у?}

постоянно для всех г (оно непусто, так как у0 Е Р(У)). Кроме 
того, так как а/ > 0, то без ограничения общности все числа tr 
можно считать положительными. Возьмем произвольное в > 0. 
Тогда для достаточно большого числа N  при любом г ^  N  будут 
справедливы неравенства

у\ -  2/° ^ а*/2*г,

Vi ~ Vi ^ - a {/2etr, г =  1,2, г # / .
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Поэтому для каждого г Е М

о <  У° —  Vi й  at/2etr .

Следовательно, для каждого г ^  N  и любого г Е М

у\ -  У|° > 2а/0*г 
-  2/Г = 2а1гг

а это противоречит у0 Е <3(У).
Теорема 1 показывает, что G(Y)  С B( Y)  и Gf ( X)  С В /(Х ). 

В примере 1 несобственно эффективная оценка у0 не является 
и подлинно эффективной, так что G(Y)  =  B(Y) .  Однако возмож­
но и строгое включение G(Y)  С B(Y) .

П р и м е р  5. Y  = {у е Е 2 \ у 2 = 1 /у ъ У1 > 0}. Здесь каждая 
оценка эффективна и, очевидно, подлинно эффективна (так что 
Y  =  P(Y)  =  B(Y)) j  но не является собственно эффективной 
(G (y) =  0 ). Действительно, для у и у 1 =  (£,1/£), где t > yi, 
получаем

Следует отметить, что переход из произвольной точки у в до­
статочно близкую точку у +  А у дает уменьшение и увеличение 
критериев одинакового порядка малости.

Этот пример подводит к выводу о том, что понятие собственной 
эффективности излишне «жесткое»: оно «выбраковывает» и такие 
эффективные решения, которые вполне могут «претендовать» на 
оптимальные. Поэтому определение Борвейна представляет и са­
мостоятельный интерес для многокритериальных задач оптими­
зации.

3. Выше были введены понятия эффективности нескольких 
типов и установлена определенная взаимосвязь между ними, схе­
матически представленная на рис. 14. Этой схеме соответствуют 
следующие включения для множеств оценок и решений, эффек­
тивных в различных смыслах:

Примеры, приведенные в этом и предыдущих параграфах, пока­
зывают, что каждое из этих включений, вообще говоря, строгое.

В связи с этим большой интерес представляет вопрос о том, 
при каких условиях (в каких случаях) понятия эффективности

*-кх> у2 -  у2

G(Y)  С B( Y)  С P(Y)  С 5(У), 
Gf (X)  С B f (X)  С Pf (X)  С S f (X). (7)
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Рис. 14

различного типа оказываются эквивалентными, а множества со­
ответствующих оценок и решений —равными. Это объясняется 
тем, что анализ условий совпадения решений, эффективных в раз­
личных смыслах, позволяет оценить степень взаимной близости 
понятий эффективности разных типов, а также дает возможность 
прямого переноса того или иного результата, полученного для 
эффективных решений одного типа, на другой. В примере 3 бы­
ло показано, что для задач с конечным множеством допустимых 
решений понятия эффективности и собственной эффективности, 
а значит, и подлинной эффективности совпадают. В дальнейших 
главах исследование поставленного вопроса будет продолжено. 
Здесь мы докажем лишь одно утверждение, которое понадобится 
в следующей главе (см., например, [4, 77]).

Т е о р е м а  2. Если множество X  выпукло, а вектор-функ­
ция f  строго квазивогнута *), то

S f (X) = Pf (X) ,  S(Y)  =  P(Y) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая включения (7), остается про­
верить, что S f ( X )  С Pf (X) .  Предположим, что х°  Е 5 /(Х ), но 
х°  0 Р / ( Х ), т. е. существует x f Е X  такое, что верно f ( x ' ) > /(ж 0). 
В силу строгой квази вогнутости /  для точки х  = ( х ; + ж0)/2 Е X  
должно выполняться f ( x )  > f ( x °), что противоречит слабой эф­
фективности х°.  U

) Определение строго квазивогнутой функции приведено в §2.2.
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§1.7. Эффективные последовательности 
оценок и решений

1. Как известно, далеко не у всякой однокритериальной задачи 
существуют оптимальные решения. Много таких примеров можно 
найти в теории оптимального управления (см., например, [52]). 
Поэтому естественно ожидать, что встречаются и многокритери­
альные задачи, в которых множество слабо эффективных решений 
не является внешне устойчивым, а то и вовсе пусто.

пР и м е р 1. Пусть управляемый процесс описывается систе­
мой обыкновенных дифференциальных уравнений

z\(t) =  sin27rxi(t), zi(0) = 0,
z 2(t) =  c o s 2 irxi( t ) ,  z 2(0 ) = 0,
z3 (t) — sin 2 irx2(t), 23(0) = 0,
MO = c o s 2 irx2 (t), 24(0) = 0,

M O  = 1 “  * i(0 “  гг(0 > M 0) =  0,

M O  = 1 -  *1(0 -  *1(0 . M ° )  =  o>

где x\(t) и X2(t) — выбираемые независимо друг от друга управ­
ления — кусочно-непрерывные функции, определенные на отрез­
ке [0,1]. Критерии f i  и /2 определяются следующим образом:

/, = eZs(1)cos ^37г(МО “  | ) ] .

/ 2 = eZs(1)sin |̂37Г^б(1) -  | ) ] .

Выясним вначале, какие значения 2:5(1) и 2:5(1) могут быть до­
стигнуты. Поскольку при любом управлении a?i(£) обе координаты 
z\(t) и Z2{t) не могут одновременно тождественно равняться нулю, 
то £5(1) < 1. Однако можно получить значение 2:5(1), сколь угодно 
близкое к 1. Действительно, пусть х \ (t) = k t , где к > 0. Найдем 
соответствующие значения zi(t), г = 1 , 2 , 5 :

z\(t) = -^ r(l — cos27rA;£), Z2(t) = —^s in 27rH,Z7T К Z7T К

Z5(()=[1 - S S ? ] i + i ? F si" 2rt('
Следовательно,

25(1) = 1 -  1/(27г 2/г2),

и при неограниченном росте к это значение стремится к единице.
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Минимальное значение (t) можно получить при любом по­
стоянном управлении х \ (t) =  а, и это значение равно 2/3. Любое 
значение между 2/3 и 1 можно достичь, надлежащим образом 
комбинируя на [0,1] рассмотренные 
управления.

Аналогичные рассуждения показы­
вают, что множеством возможных зна­
чений 2б(1) является интервал [2/3,1).
Поскольку х \ (£) и Х2 {t) выбираются 
независимо друг от друга, то множество 
достижимости по координатам zq 
при t =  1 есть незамкнутый квадрат D, 
изображенный на рис. 15.

Поэтому множество Y  возможных 
значений векторного критерия ( / i ,  / 2 ) 
оказывается незамкнутой фигурой, представленной на рис. 16. 
В этом можно убедиться, если ввести комплексную переменную 
Zb +  1̂ 6 и рассмотреть функцию

f i  +  i f 2 =  e w ,

где w  =  Zb +  г37г(гб — 2/3), которая задает конформное отобра­
жение D на У.

Рис. 16 наглядно показывает, что 
множество эффективных оценок P(Y)
(и слабо эффективных оценок S(Y))  
здесь является пустым.

2. Для однокритериальных задач, 
в которых оптимальное решение не 
существует, приходится использовать 
понятие максимизирующей последова­
тельности (см. § 1.3). Это понятие ока­
зывается полезным и в тех случаях, когда оптимальное решение 
существует, так как позволяет анализировать итеративные мето­
ды оптимизации, широко применяемые для решения прикладных 
задач.

Естественно, что понятие максимизирующей последователь­
ности целесообразно обобщить и на многокритериальные задачи. 
Это можно сделать при помощи понятия ^-эффективной оценки, 
где е в Е ?  [77, 78].

Оценка у0 Е Y  называется е-максимальной (по > относитель­
но У), или е-эффективной, если не существует оценки у Е Y  такой,

Рис. 15
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что у > у0 + е. Отметим, что е-эффективной при любом е £ Е ™
является произвольная эффективная оценка.

Последовательность оценок {у k} С Y  называется эффективной,
если либо lim y k =  +оо для каждого i £  М, либо для любого нену- 

k-юо
левого вектора е £ Е ™ существует такое число N , что для всякого
к >  N  оценка ук будет ^-эффективной. Например, последователь­
ность, состоящая из эффективных оценок, эффективна. Поэтому 
эффективная последовательность может не быть сходящейся.

3. Соответствующие определения сразу вводятся и для реше­
ний:

решение#0 £ X  называется £-эффективным, если его оценка у0 
является е-эффективной]

последовательность решений { х к} С X  называется эффектив­
ной, если соответствующая ей последовательность оценок {ук} 
эффективна.

Свойства эффективных последовательностей оценок и реше­
ний подробно разбираются в § 2.7.

§ 1.8. Эквивалентные векторные критерии

1. При изучении ряда вопросов многокритериальной оптимиза­
ции и, в частности, при выделении множеств (слабо) эффективных 
решений используется по существу не сам векторный критерий / ,  
а порождаемые им отношения предпочтения £ / ,  >-f и отношение 
безразличия во множестве решений X. Поэтому, например, если 
для нескольких векторных критериев/1, / 2, . . .  соответствующие 
отношения , . . .  (или же y j i , У р , . . . )  совпадают, то для
отыскания эффективных (слабо эффективных) решений можно 
использовать тот из критериев, который наиболее удобен в вычис­
лительном отношении. В обычных, однокритериальных задачах 
оптимизации такой подход используется широко и плодотворно.

Эти соображения указывают на целесообразность введения 
следующего определения, в котором через > (£ / )  обозначается
отношение в Y  (соответственно в X), являющееся объединением 
> и =  (соответственно У/ н~/ ) * ) ) .

*)_Новые обозначения введены здесь для упрощения записи, и отно­
шения > и У/  не обязательно интерпретировать как отношения нестрогого 
предпочтения, например, в задачах группового выбора (см. § 1.4).
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Векторные критерии/ 1 =  (Д1, / 2\  • • •, / т , ) и / 2 =  (Л2. f h  ■ ■ ■
. . . ,  ), определенные на X, называются эквивалентными по £
(по£), если порождаемые ими в X  отнош ения;^ и^ 2  (£  j\ к у р )  
совпадают, т. е. если для любых ж, ж' Е X  верно f l (x) ^  
(соответственно / 1(ж) > / 1(ж'))) тогда и только тогда, когда 
/ 2(ж) = f 2{x ') (соответственно/2(ж) > / 2(ж')).

Из этого определения следует, что эквивалентные по (по у)  
критерии порождают в X  одни и те же отношения строгого пред­
почтения (У/)  и безразличия Поэтому, в частности, им 
соответствует одно и то же множество эффективных (слабо эф­
фективных) решений.

Предположим, что критерий / '  получен из /  перестановкой 
частных критериев. Очевидно, /  и / '  эквивалентны и по fc, и по у.  
Следовательно, множества Р/ ( Х)  и S f ( X )  инвариантны отно­
сительно перенумерации частных критериев. Подчеркнем, что 
речь идет об инвариантности этих множеств именно в целом: 
выбираемое по некоторым соображениям эффективное или слабо 
эффективное решение таким свойством, вообще говоря, не обла­
дает (например, лексикографически оптимальное решение всегда 
эффективно, однако после перенумерации критериев, оставаясь 
эффективным, оно может не быть лексикографически оптималь­
ным). Заметим, что надлежащим образом сформулированные 
свойства независимости или же зависимости выбора решений от 
нумерации критериев лежат в основе аксиоматической теории 
важности критериев [82, 96].

Приведем несколько известных простых утверждений (см., 
например, [77]), позволяющих в ряде случаев решать вопрос об 
эквивалентности векторных критериев, а также строить новые 
критерии, эквивалентные данному.

Л е м м а  1. Если критерии f l и f 2 эквивалентны по или у ,  
то эквивалентны в том же смысле и критерии ?  =  (/*, / j , . . .
• • •, /т> Ф) и / "  = U b  / 2 »• • • > /т> V0. где t/> -  произвольная ни- 
еловая функция, определенная на X .

Л е м м а  2. Пусть £ —возрастающая на Yj числовая функ­
ция] тогда критерии f  =  ( / 1, / 2, . . .  , / т ) и / '  =  ( / 1, / 2, . . .  , f j - 1, 
C(/j), f j+u  . . .  , f m) эквивалентны no и У.

Л е м м а  3. Если (f(y\ , У2 , • • • , Ут) ~  неубывающая по > 
(возрастающая по >) на Y  числовая функция, то критерии 
/  =  ( / ъ / 2> . . . , / т )  U / '  =  ( / i , . . . , / m , < £ ( / i , . . . , / m ) )  эквива­
лентны по £  (по у ).
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В справедливости этих лемм легко убедиться, исходя непосред­
ственно из определений отношений и y j .  Докажем, например, 
лемму 3.

Пусть f ( x )  ^  /(х ') . Если <£ —неубывающая по > функция, 
то при этом <p(f(x)) ^  <^(/(х')), так что /'(ж) ^  /'(ж '). Если же 
f ( x )  > /(ж ') и (р возрастает по >, то <p(f(x)) > <p(f{xf)), и по­
этому также /'(ж ) > /'(ж '). Пусть теперь /'(ж) ^  /'(ж '). Тогда 
f ( x )  ^  /(ж '). А если /'(ж ) > /'(ж '), то f ( x )  > /(ж '). U

Лемма 1 показывает, что если была установлена эквивалент­
ность критериев f l и / 2, а затем оказалось, что многокритериаль­
ная модель принятия решений неадекватна реальной проблемной 
ситуации и необходимо добавить еще один или несколько частных 
критериев, которые также желательно максимизировать, то «рас­
ширенные» векторные критерии вновь окажутся эквивалентными.

Лемма 2 говорит о том, что отношения и ^  не изменя­
ются при произвольных монотонных преобразованиях частных 
критериев. Практически это означает, что отношения и У/
(а потому и множества Р/ ( Х)  и S f ( X) )  можно вводить в любых 
многокритериальных задачах максимизации как с количествен­
ными, так и с качественными критериями (т. е. допустимо, чтобы 
шкалы частных критериев были всего лишь порядковыми).

Монотонные преобразования можно использовать и для 
приведения частных критериев к более удобному виду, об­
легчающему анализ задачи и построение множеств Р / { Х ),

Sf ( X) .  Например, критерий /Дж) =  ехр^— ^ ( я , ; ) 2|  не является
j= 1

вогнутым на Е п, но его можно заменить на вогнутую функцию
п

— ^2{xj )2 (так как функция In t возрастает на (0, +оо)). Критерий 
з=1

f i (x)  =  — |£(ж)|, где £ —дифференцируемая функция, терпит 
«излом» при £(ж) =  0, но вместо него можно использовать гладкую 
функцию — £2(ж) (ибо — t 2 возрастает на (—оо, 0]).

Отметим еще, что любой критерий можно заменить на 
к f i  + I (где к > 0), af* (а > 1), 6“ *̂ (0 < 6 < 1) или на f f  (с — 
нечеткое положительное число). Если критерий fi  положителен 
на X, то вместо него можно взять /® (а > 0), — l / / t- или log^ fi  
(/3 > 1), а неотрицательный критерий fi  можно преобразовать в 
(/х > 0). Указанные преобразования плодотворно применяются 
к критериям в обычных экстремальных задачах.
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Для практического использования леммы 3 (и других утвер­
ждений, в которых говорится о неубывающих и возрастающих по > 
или > функциях *)) полезной оказывается

Л е м м а  4. Если функция <р{у\ , У2, • • • , Ут) определена на 
Z  =  Z\ х . . .  х Z m С Е т и является неубывающей по каждой 
переменной у* (возрастающей по каждой переменной у*; неубы­
вающей по каждой и возрастающей хотя бы по одной перемен­
ной у{) при любых фиксированных значениях остальных перемен­
ных yj £ Z j , то она является неубывающей по > и > (возраста­
ющей по >; возрастающей по >).

Действительно, если у ^  у' и <р не убывает по каждой перемен­
ной у*, то

4>{у) ^  ,У т )  ^  ¥>(Уь У2 , -  • • . У т )  ^  ^  ¥>(»').

откуда <р(у) ^  <р(у')- Если у > у', а <р возрастает по каждой 
переменной уг-, то в цепочке неравенств для (р хотя бы один раз 
встретится >, и в итоге будет <р(у) > <р(у')- Наконец, если у > у', 
а (р не убывает по каждой переменной у* и возрастает хотя бы по 
одной у*, то в этой цепочке опять хотя бы один раз встретится >, 
и поэтому (р(у) > <р(у'). Ж

т
Например, лемма 4 показывает, что функция <р(у) =  ^  /хгу*,

г=1
где все /х* ^  0, но хотя бы одно /х* > 0 (и, в частности, функция 
(р(у) =  у;) является неубывающей по > и возрастающей по > 
на Е т. Следовательно, учитывая лемму 3, при построении мно­
жеств Р/{Х)  и Sj(X)  можно из нескольких повторяющихся част­
ных критериев оставить лишь один, и можно отбросить частный 
критерий, являющийся линейной комбинацией с положительны­
ми коэффициентами всех или нескольких остальных критериев.

Пр и ме ч а н ие .  Интересным является вопрос о том, в какой 
мере достаточные условия, указанные в лемме 4, являются и необ­
ходимыми. Легко видеть, что если (р(у) — неубывающая по > 
функция на Z  =  Z\  х . . .  х Zm, то она не убывает и по каждой 
переменной. Обладает ли аналогичным свойством функция (р, 
возрастающая по >?

Рассмотрим простой пример: т  =  2, Z\  =  Z<i =  {0, 1},
(р(0, 0) =  0, (р(0, 1) =  (р( 1, 0) =  —1, (р( 1, 1) =  1. Здесь (р возрастает

*) Так как у > у' влечет у > у', то функция, неубывающая (возрастаю­
щая) по >, является неубывающей (возрастающей) и но >.
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по > на {0, 1} х {0, 1}, тем не менее по каждой переменной не 
является даже неубывающей.

Справедливо, однако, утверждение (см. [77]): функция 
непрерывная и возрастающая по > на открытом множестве 
Z  =  Z\ х . . .  х Z m С £ m, является неубывающей по каждой 
переменной.

Для доказательства допустим, что утверждение неверно, так 
что найдутся такие у \ у" е Z , что у'- > г/'', у\ =  г/", г =  1, 2, . . . ,  га, 
г ф ^однакое =  <p(yff) — <p(yf) > 0. Возьмем такое достаточно ма­
лое S > 0, чтобы у 6 = ( у [+5 , . . .  )у!т + 5 )е  Z  и \<p(yS)-<p(yf) \<e.  
Тогда

4>{у8) -  ¥>(у") ^  \ч>(у5) -  ¥>(!/') I +  <р(у') -  4>{у") < е - £  = 0 .
Следовательно, (р(у6) < <р(уп), хотя у6 > г/", а это противоречит 
предположению о том, что ip возрастает по >. ■

2. Легко убедиться в том, что определение эффективной по­
следовательности адекватно при возрастающих непрерывных пре­
образованиях критериев. Это объясняется тем, что в указанном 
определении по существу используется топологическое понятие 
окрестности точки в критериальном пространстве.

3. Определения собственно и подлинно эффективных решений 
связаны с конфигурацией множества допустимых оценок. Поэтому 
эти определения, как нетрудно проверить, адекватны при аффин­
ных положительных преобразованиях критериев (при умножении 
на положительное число и прибавлении константы). Следователь­
но, понятия собственно и подлинно эффективных решений имеет 
смысл использовать лишь в тех задачах, в которых все критерии 
являются количественными.



Г Л А В А  2

У С Л О В И Я  О П ТИ М А Л Ь Н О СТИ

В этой главе в зависимости от свойств критериев и структуры 
множества допустимых решений формулируются различного рода 
необходимые и достаточные условия того, чтобы данное решение 
или данная оценкабыли в том или ином смысле оптимальными (эф­
фективными). Как и в обычных экстремальных задачах, знание 
условий оптимальности позволяет разрабатывать методы отыска­
ния эффективных решений и способы проверки эффективности 
выделенного решения. Кроме того, эти условия позволяют глубже 
понять природу и взаимосвязь различного типа эффективных 
решений, а также исследовать структуру и свойства множеств 
эффективных решений и оценок.

Учитывая взаимосвязь различных понятий эффективности, 
схематически представленную на рис. 1.14, следует иметь в ви­
ду, что условия, являющиеся достаточными для эффективности 
в некотором указанном смысле, оказываются достаточными и для 
эффективности в более широком смысле. И наоборот, условия, 
являющиеся необходимыми для эффективности в установленном 
смысле, оказываются необходимыми для эффективности в более 
узком смысле. Например, условие, достаточное для собственной 
эффективности, будет достаточным для всех трех других типов 
эффективности, включая слабую. А условие, необходимое для 
слабой эффективности, будет необходимым и для всех остальных 
трех типов эффективности, в том числе и для собственной.

В первом параграфе главы устанавливаются условия опти­
мальности для общего случая, т. е. без каких-либо ограничитель­
ных предположений о структуре множества допустимых решений 
и свойствах векторного критерия. В последующих пяти пара­
графах рассматриваются многокритериальные задачи различных 
классов (вогнутые, линейные и т. д.), и для них приводятся более 
содержательные условия оптимальности. При доказательстве этих 
условий оптимальности широко используются теоремы об альтер­
нативе для систем линейных и вогнутых неравенств. Последний,

3 В. В. Подиновский, В. Д. Ногин
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седьмой, параграф посвящен обсуждению свойств эффективных 
последовательностей.

Поскольку в этой и всех последующих главах проводится чи­
сто аналитическое исследование многокритериальных задач, фор­
мальная постановка и содержательный смысл которых были по­
дробно разобраны в гл. 1, то далее широко используется и общема­
тематическая терминология: решения и их оценки часто называ­
ются точками соответствующих множеств (X  и У), критерии fi  — 
функциями и т. п.

§2.1. Общие условия оптимальности

Здесь устанавливаются условия оптимальности без каких-либо 
существенных предположений относительно структуры множе­
ства допустимых решений X  и свойств заданной на нем вектор- 
функции /  =  ( /i ,  / 2, • • • , /т ) -  Многие из этих условий оптималь­
ности являются переформулировками или «почти переформули­
ровками» введенных в гл. 1 различных определений эффективно­
сти. Для простоты и наглядности изложения вначале рассматри­
ваются условия эффективности применительно к оценкам, а затем 
показывается, что полученные результаты легко переносятся и на 
решения.

1. Начнем с рассмотрения свойств слабо эффективных оценок.
Т е о р е м а  1 (Гермейер). Предположим, что у0 Е У и все 

у® > 0. Оценка у0 слабо эффективна тогда и только тогда) когда 
существует вектор /х Е М такой, что

min /iiy® =  maxmin/Xiyi. (1)iGM y£Y i£M

Для слабо эффективной оценки у0 Е У можно принять /х =  /х°, 
где /х° Е М — вектор с компонентами

А°
Mi = —q , г = 1,2,... , га;

Vi

и тогда
max min и^у; =  А0. yeY ieM

(2)

Напомним, что М — это множество векторов из Е т с положи­
тельными компонентами, в сумме равными единице.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства (1) следует, что для любо­
го у Е Y  существует номер г Е М  такой, что у? ^  у». Поэтому 
условия (1) достаточно для слабой эффективности г/о- Докажем 
необходимость. Для этого возьмем вектор /х° Е М с компонентами, 
определяемыми формулами (2). Из у0 Е S(Y)  следует, что для 
каждого у  Е Y  существует j  Е М, при котором выполняется нера­
венство у® ^  у^, а значит, и неравенство /х®у® ^  P^Vj- Поэтому

= А° =  min = min А*?!/»- ■
 ̂  ̂ г € М  г£м

Геом етрически соверш енно очевидно, что  у 0 Е 5 ( У )  то гд а  
и только тогд а, когда во вн утр ен н ость  ортан та Е™,  транслиро­

ванного (сдвинутого) в т о ч к у  у 0, не поп адает ни одна то ч к а  из Y  
(см. рис. 1). П оскольку ги п ерп оверхность т т / х * у *  =  А при А =  О

Рис. 1

и положительных/х» представляет собой границу этого же ортанта, 
трансляцию которого в у0 можно осуществить назначением под­
ходящих значений параметров /х» > 0 и А, то появляется возмож­
ность сформулированный геометрический факт выразить в терми­
нах функции min fiiyi. Эта возможность и реализована в теореме 1.

г€М
Полезным обобщением теоремы 1 является 
Т е о р е м а  2. Пусть у0 Е У, а ({, г =  1, 2, . . . ,  т ,  —возраста­

ющие функции одной переменной, причем Ci(y?) =  С2(у5) =  •••
. . .  =  £т (у^). Оценка у0 слабо эффективна тогда и только тогда, 
когда

Ci(y?) =  m^cminCi(y<)- (3)yeY гем

3*
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Доказательство аналогично данному выше для теоремы 1. 
Из (3) для любого у Е Y  получаем, что при некотором г Е М  верно 
С»(у°) ^  С«(У»), а потому и у? ^  j/i, так что у0 € £(>0. Наоборот, 
если у0 € S(Y) ,  то для каждого у 6 Y  найдется i € М  такой, 
что у? ^  j/i, откуда С*(у?) =  С»(з/»)- Поэтому с учетом равенств 
Cl (У?) =  С2(у§) =  • • • =  Ст(Уш) можно записать

СНУ?) ^  minCi(yi)- ■t£M

Подбирая функции & того или иного подходящего вида, мож­
но получать соответствующие конкретизации равенства (3). На­
пример, если у0 € Е™, то, положив Ci{Vi) =  М?2/г, где /х? опреде­
ляются формулой (2), приходим к теореме 1. Если же принять 
С«(Уг) =  Уг -  У,9 , ТО ПОЛУЧИМ

С л е д с т в и е  1. Оценка у0 € У слабо эффективна тогда и 
только тогда, когда

т ^ т п )(У »  -  у9) =  0.

Непосредственно из леммы 1.2.2 вытекает следующее утвер­
ждение.

Т е о р е м а  3. Если функция <р(у) возрастает по > на У, то 
любая, ее точка максимума на Y  слабо эффективна.

Примерами функций, возрастающих по > на Е ш, служат
minCi(yt) и max£t(2/i), где все — возрастающие на Е  функ-ieM ieM
ции (например, упоминавшиеся выше £* =  у* — г/®; =  /х*у* при
/X* > 0). Возрастающей по > на Е т является функция <р(у) =  у^, 
где j  — произвольный фиксированный номер из М. По теореме 3 
все точки максимума на Y  указанных функций слабо эффективны. 
Отметим еще, что функции min щ(у* — у*) и max /х*(у* — у*)» ГДеt€M
у’ € Е т, щ  > 0, являются убывающими по > на Е т , и поэтому 
точки их минимума на Y  слабо эффективны.

Используя полученные выше результаты и строя подмножества 
множества У, замкнутые сверху по > относительно Y  (например, 
при помощи лемм 1.2.3 и 1.2.4), можно получать новые условия 
слабой эффективности. Приведем здесь лишь одно из общих утвер­
ждений подобного рода.

Т е о р е м а  4. Пусть (ро — возрастающая по >, a (pj, j  — 
=  1 ,2 , . . .  ,р, — неубывающие по > на Y  функции. Если оценка
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Z = { y €  Y \ i p j ( y ) ^ t j ,  j  = 1 ,2 , . . .  ,р}, (4)
a tj — произвольные фиксированные числа, удовлетворяет усло­
вию

<Ро(у°) = max <р0(у), (5)y€Z
то она слабо эффективна.

Д о к аз ат е л ь с т в о .  По теореме 3 точка у0 слабо эффектив­
на относительно Z. Согласно леммам 1.2.3 и 1.2.4 множество Z  
замкнуто сверху по > относительно У. Поэтому, как показывает 
лемма 1.2.5, у0 Е *5(У). ■

П р и м е р  1. Пусть j  Е М, TV С  М и точка у0 Е Y  удовлетво­
ряет неравенствам у? ^  t{) i Е N. Если

У? =  maxyj,

где Z = {у € Y  \ yi t{ для всех г Е 7V}, то, согласно теореме 4, 
у 0 Е 5(У). Заметим, что если N  =  0 , то Z = Y.

Приведем еще один результат, характеризующий слабо эффек­
тивные точки.

Если функция (р(у) возрастает по > на множестве Z ' =  {у Е 

Е У | у =  у0 или у  > у 0} , т о  оценка у 0 Е У слабо эффективна 
тогда и только тогда,, когда

¥>(у°) =  тмср(у) .yez'

В самом деле, если у0 0 £(У),  так что для некоторого у* Е У 
справедливо неравенство у* > у0, то у* Е Z7 и, кроме того, 
у?(у*) > у?(у°). Поэтому у0 не может быть точкой максимума 
функции ip на множестве Z '. Если же у0 Е 5(У), то Z ' =  {у0}. ■

2. Перейдем к рассмотрению свойств эффективных оценок. 
Т е о р е м а  5 (Подиновский). Оценка у0 Е У эффективна то­

гда и только тогда, когда для каждого i Е М

Vi = тахуь (6)
у б У

К’ = {у е К|у, ^ yj, j  = l,2,.. . , т ; (7)
Если у0 Е У эффективна, т о  она является единственной в У 
точкой, удовлетворяющей (6) при каждом i Е М.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если для некоторого г Е М  найдется та­
кая точка у Е У1, что yi > у?, то, согласно (7), у» > yf, так что 
Ух 0 Р(У).  Наоборот, если оценка у0 не эффективна, то найдутся 
номер г Е М и точка у Е Y 1 такие, что у» > у®, и тогда (6) не будет 
выполняться.

Пусть у0 Е P{Y).  Тогда для любой точки у' Е У, отличной 
от у0, найдется номер г Е М , при котором у® > у*. Поэтому у' 
нельзя подставить в (6) вместо у0. ■

Для у0 Е Y  введем в рассмотрение множества

Y ^  = { y e Y \ yj = y l  j  = 1 ,2 , . . .  ,т \ j ^ i ) .

Поскольку Y С Уг, то из теоремы 5 вытекает
С л е д с т в и е  2. Если у0 эффективна, то у? =  max у» для

у€у(0
каждого г Е М .

Т е о р е м а  6. Оценка у0 £ Y  эффективна в том и только 
в том случае, если

т
шах У  г* =  0, (8)

где
T = { ( y , e ) e Y  х Е £ \ у - е  = у0}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у0 Е Р(У),  то для у Е У из у ^  у0 
следует у =  у0, и поэтому Т  =  {(у°,0(т ))}. Наоборот, если (8) 
выполнено, то предположение у0 0 Р(У) ведет к противоречию: из 
существования у Е У такого, что у > у0, следует е° =  у — у0 > 0(т )

т

и Е  е° > °- ■
;=1

Из леммы 1.2.2 вытекает
Т е о р е м а  7. Пусть функция <р(у) не убывает по > на У, 

а у0 — ее точка максимума на У . Для эффективности точки у0 
достаточно выполнения одного из следующих условий:

<р возрастает по > на У;
у0 — единственная точка максимума tp на Y .

В нижеследующих примерах рассматриваются некоторые кон­
кретные типы функций, максимизация (или минимизация) кото­
рых ведет к получению эффективных точек.
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т

П р и м е р  2. Функция tp(y) =  где щ > 0, является
1=1

возрастающей по каждой переменной у{ на числовой прямой, и по­
тому возрастает по > на Е т (см. лемму 1.8.4). Поэтому любая ее 
точка максимума на У эффективна.

г т 11 /з
П р и м е р  3. Функция <р(у) =  ^  РхУп , где s > 0 и /х; > О,

г=1
является возрастающей по каждой переменной у* на множестве 
неотрицательных чисел, а потому возрастает по > на Е Следо­
вательно, если у0 —точка максимума функции <р(у) на У С Е™,
то у0 Е Р (У). Эта же функция ip при s < 0,/Xj > 0, г Е М  является 
возрастающей по каждой переменной у* намножестве положитель­
ных чисел, и поэтому возрастает по > на Е™. Следовательно, если 
у0 —точка максимума^ на У С Е™, то она эффективна.

П р и м е р  4. Пусть у* ^  sup у* для всех г Е М, а функция
yev

<р{у) возрастает по > на Е™. Тогда, как легко проверить, функ­
ция (р(у* — у) убывает по > на У. В силу теоремы 7 любая ее 
точка минимума на множестве У эффективна. В роли функ­
ции (р(у* — у), согласно предыдущему примеру, может высту-

п ать  ^ / x t (y* — Vi)8] ПРИ s  >  0 и /х* >  0, г Е М . Если ж е
г=1

у* > sup у», г Е М, то в этой функции может быть и s < 0. 
y e Y

Функция max /х*(у* — у г), где у* — произвольные фиксирован-
i&M

ные числа, а /хг 0 является невозрастающей по > на Е т. Если ее 
точка минимума на У единственна, то она эффективна.

т
П р и м е р  5. Функция <р(у) =  J~\у±* при положительных /х*

возрастает по каждой переменной у* на (0, +оо), и поэтому явля­
ется возрастающей по > на Е™. Следовательно, если у0 —точка 
максимума (^(у) на У С Е™,тоу° Е Р(У). При у* ^  sup у*,г Е М,

m y e Yт
функция <р{у* — у) =  П ( 2/1- “  Ух)**' убывает по > на У; поэтому

г=1
всякая ее точка минимума на У эффективна.

Отметим, что утверждения, сформулированные в примерах 2-5 
как следствия из теоремы 7, можно прямо проверить рассуждени­
ем «от противного». Так, если для некоторых у, у' Е У, У С Е™
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справедливо у > у', то, например, при s > 0 и /Хг > 0, г £ М,

и, стало быть, у' не может являться точкой максимума функции

<р(у) =  на У.
1— 1

Аналогом теоремы 4 для эффективных оценок является
Т е о р е м а  8. Пусть <pj, j  =  0, 1, . . .  ,р (р ^  1), —неубываю­

щие по > на Y  функции. Если точка у0 £ Z, где Z определено 
согласно (4), удовлетворяет условию (5), то для ее эффективно­
сти достаточно выполнения одного из следующих условий:

<ро возрастает по > на Z;
уо — единственная точка максимума ipo на Z.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео­
ремы 4 с той лишь разницей, что здесь вместо теоремы 3 следует 
сослаться на теорему 7.

П р и м е р  6. Если в примере 1 у0 — единственная точка, удо­
влетворяющая всем указанным там условиям, то она эффективна. 
Отсюда, в частности, следует справедливость утверждения о зада­
че (1.5.1), сформулированного в п. 6 из § 1.5.

С л е д с т в и е  3. Пусть у0 £ У, Z0 =  {у Е У | у ^  у0}, а функ­
ция <р возрастает по > на Z 0. Оценка у0 эффективна тогда 
и только тогда, когда

Достаточность следствия вытекает из теоремы 8. Для проверки 
необходимости нужно лишь заметить, что при у0 £ P(Y)  оказы­
вается, что Z 0 =  {у0}.

П р и м е р  7. Пусть p t- > 0, i £ М. Оценка у0 £ Y  эффективна 
тогда и только тогда, когда

<Р(У°) = max <р(у).

771 771

53 /*<У? =  max 5Зм«У*-

Т е о р е м а  9. Предположим, чтоу0 Е У иу® > 0, г =  1, 2 , . . .
. . . ,  т. Оценка у0 эффективна тогда и только тогда) когда су­
ществует вектор fi £ М такой, что у0 есть точка максимума
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функции ^2  Vi на множестве *) 
i=i

Z  =  < у Е Y  I min /х*уг- > max min шу[ >.
I 1 ieM ~ yteY ieM 4

Д о к аз а т е л ь с т в о .  Пусть у0 эффективна. Так как у0 Е S ( Y ),
то по теореме 1 при /х* =/х?, определяемых равенством (2), функция
min /х*у{ достигает в точке у0 наибольшего на Y  значения, равно- ieM
го А0. Поэтому

2 = {Уе|й13^» = Л"} =
= {Г  eY\Yi * =  1 )2 , . . . ,  т }  =  Z0. 

Следовательно, как указано в примере 7, у0 есть точка максимума
т ^

функции yj на Z° =  Z.
1=1

Пусть, наоборот, при некотором /х Е М оценка у0 является
771 ^  771

точкой максимума функции ^ у *  на Z. Приняв (ро(у) =  Уь
г=1 г=1

(л1(у) =  min/хгуг, =  max min шу,- на основании теоремы 8 
гем у'еУгем

(при р =  1) можно утверждать, что у0 € P(Y).  Ж
Пр и ме ч а н ие .  Аналоги теоремы 9 можно получать при по­

мощи теоремы 2. Например, учитывая следствие 1 и теорему 8, 
можно утверждать, что у0 Е Y  эффективна тогда и только тогда, 
когда существует вектор z° Е £ т , при котором у0 есть точка мак-

771

симума функции У^у* (или любой другой функции, возрастаю- 
*=1

щей по > на S(Y))  на множестве

{ у € Г  I min(i/i -  z?) =  гпэх min(2i -  г?)}. i гем zer гем j

*) Иначе говоря, у0 есть точка лексикографического максимума на Y
т т

вектор-функции ( min у* у*, £  у<). Заметим, что вместо 51 У» в этой теореме
г=1 г=1

можно взять любую функцию <̂ >(у), возрастающую по > на У (и даже лишь
т

на 5(У)).  Идея введения второй функции ^  у* для выделения эффективных
»=1

точек впервые была использована А. Джоффрионом [160] при доказательстве 
утверждения, обобщением которого является теорема 10.
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Если функция <р — неубывающая по > на У, то точка ее макси­
мума на Y  может не быть эффективной (пример: постоянная на Y  
функция). Однако верно следующее утверждение.

Т е о р е м а  10. Если множество Y  непусто, замкнуто и огра­
ничено, а (р — неубывающая по> n a Y  и полунепрерывная сверху 
функция, то множество Y* ее точек максимума на Y  содержит 
по крайней мере одну эффективную точку.

Заметим, что если в условиях этой теоремы (р возрастает по > 
на Y, то Y* С S'(У) (см. теорему 3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как известно из анализа, множество Y*, 
для которого можно записать равенство

Y* =  {у € Y  | <р(у) ^  тах<р(з/)),

т
непусто, замкнуто и ограничено. Функция ^  yi возрастает по >

г=1
на Y*. Существует точка ее максимума на Y*, которая, по теоре­
ме 8, эффективна. ■

Так как при произвольном фиксированном j  Е М  функция 
<р(у) =  yj непрерывна на Е т и является неубывающей по >, то 
из теоремы 10 вытекает следующий известный результат (см., 
например, [77]).

С л е д с т в и е  4. Если Y  непусто, замкнуто и ограничено, то

Yj П Р(У) Ф 0,  i  =  l , 2 , . . . , m ,

где У * =  {у * G Y  | у^ =  max у{}, так что для любого j  € М  
J J y e Y  J

max y j  =  max yj =  max yj 
у е г Уз y e P ( Y ) y j  y e s ( Y ) y j

Справедливо также такое общее утверждение:
Т е о р е м а  11. Если множество Р(У) внешне устойчиво, а 

функция ip является неубывающей по > на У, то

sup (р(у) = sup <р(у). 
уеР(У ) y£Y

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В случае У =  0  равенство очевидно. Раз­
берем случай, когда У ф 0 . При этом Р ( У ) ф 0 , так что

sup <р(у) й  sup (р(у). 
уея(У) yev
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Остается доказать справедливость обратного неравенства. Пусть 
{ук} Q Y  — максимизирующая последовательность:

lim <р(ук) = sup <р(у).
к->оо уеу

В силу внешней устойчивости множества Р(У) для каждого у к 
найдется z k Е Р(У) такой, что z k ^  у к. Отсюда (p(zk) ^  < (̂yfc), 
так что <р(ук) ^  sup <р(у). Поэтому и

y e P ( Y )

sup (р(у) й  sup (р(у). ■
у€ У y e P ( Y )

Отметим еще одно свойство эффективных оценок [85]:
если выполнены условия теоремы 2 и у0 Е Р ( У ), т о  у0 — един­

ственная точка максимума функции min Сг(Уг) па У.
i e M

Действительно, пусть у S Y  и у ф у0. В силу у0 € Р(У') для 
некоторого i Е М  будет у° > t/i. откуда, учитывая Ci(j/i) =  
=  Сг(у°) =  • • • =  Ст(Уш)- получаем min С*(у?) > min С*(у«). ■

zG М г£М
П р и м е р  8. Если у0 € Р(У),  то функция min(yj — у?) из

iG M
следствия 1 достигает своего наибольшего значения на У в един­
ственной точке у0. Аналогично, если у0 Е Р(У) и у0 > 0(т ), то 
максимума на У функция min /х^у», где /х? назначены согласно (2),

iG M
достигает в единственной точке у0.

В§ 1.2 было введено бинарное отношение >: у' > уп верно тогда 
и только тогда, когда неверно у" > у'. При помощи этого отно­
шения определение эффективной оценки можно перефразировать 
следующим образом: оценка у0 Е У эффективна в том и только том 
случае, если для любой оценки у Е У выполняется соотношение 
У° 5  У-

Используя лемму 1.2.1, отсюда получаем такую формулировку 
(см. [70]): оценка у0 Е У эффективна тогда и только тогда, когда 
для нее найдется вектор-функция /х(у) со значениями из М, и такая, 
что неравенство (/х(у),у°) ^  (/х(у),у) справедливо для каждого 
У € У.

Если на вид вектор-функции /х(у) наложить определенное до­
полнительное ограничение, то из последнего определения получа­
ем следующее достаточное условие эффективности.

Л е м м а  1. Если существует конечный набор векторов 
{/х1, /х2, . . .  , р?} С М, обладающий тем свойством, что для ка­
ждого у Е У найдется свой номер г Е {1, 2 , . . .  , р}, при котором
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выполняется неравенство

<М',У°>^</ЛУ>, (9)
то оценка у0 эффективна.

3. В общем случае условие леммы 1 не является необходимым 
условием эффективности. Так, в примере 1.6.1 (см. рис. 1.12) для 
эффективной оценки у0 не существует, очевидно, искомого ко­
нечного набора векторов р г (заметим, что у0 несобственно эф­
фективна). Однако, если ограничиться рассмотрением собственно 
эффективных оценок, то это условие будет как достаточным, так 
и необходимым.

Т е о р е м а  12 (Ногин). Оценка у0 Е У собственно эффектив­
на в том и только том случае, если существует набор векторов 
р } , /х2 , . . .  , рр Е М, обладающий тем свойством, что для каждой 
оценки у € Y  найдется номер г Е { 1 , 2 , . . . , р } ,  при котором вы- 
полняется неравенство (9).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не умаляя общности, положим у° =  0(т ). 
Отметим следующий факт, непосредственно вытекающий из опре­
деления собственно эффективной оценки. Включение у0 Е G(Y)  
имеетместовтомитолькотомслучае,еслисуществуетчислоУУ > О 
такое, что для каждого г Е М  система неравенств

Уг >  О,
Vi +  N y j>  0 , j  =  1 , 2 , . .  . , m;  j  ф г,

(10)

не имеет решения на множестве У.
До ст а то чн ос т ь .  Согласно лемме 1, оценка 0(т ) эффектив­

на. Докажем включение 0(mj Е G(Y).  Пусть

yV =  m a x { —^  jf, А: Е М ,  i =  1,2, .  . . , р \  > 0. 
I Ук J ( И )

Если 0(т ) 0 G(Y),  то для этого числа N  существует индекс к Е М  
и точка у' Е У такие, что

Ук> °>
y'k +  N y'j>  J =  1, 2, j  #  А:.

(12)

Обозначим Mo =  {j Е М  | у '• < 0}. Вейлу 0(m) Е Р(У),  выполня­
ется Мо 7̂  0 . Из (12) следует

W *  + N  Е  Уз > °*
jeM0

( 13 )
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С другой стороны, по условию теоремы, для точки у' существу­
ет вектор ц г G М такой, что (/хг, у') ^  0. Отсюда

ЛУк  +  Y . P'jV'j = °-
jeM0

И, учитывая (11), получаем неравенство

т Ук + N  y'j = °>

которое противоречит (13).
Необходимость .  Пусть у0 Е G ( Y ), т.е. существует такое 

N  >  0, что для любого г Е Л/ система неравенств (10) несов­
местна на Y. Возьмем произвольную оценку у Е Y . Для каждого 
г Е М  выполняется либо у{ ^  0, либо yi + Nyj  ^  0 при некотором 
j  Е М\{г}. Просуммировав по г Е М  все подобного рода неравен­
ства, получим

т
Y ,  Niyi й  0,
i= 1

где Ni > 0 для любого г Е М. Отсюда следует неравенство (9) при 
У° =  0 (т )  И

/

м1 =  м* =
Nx N n

l Е * < ’ Е ^ ” " ’ Е * <\*ем

Очевидно,/Г Е М. Таким образом, для каждого у Е У существует 
вектор /хг =  /хг, при котором имеет место неравенство (9). Причем, 
благодаря конечности множества индексов М, число таких век­
торов, обладающих необходимыми свойствами, конечно. То есть 
существует конечный набор векторов {/х1, /х2, . . . ,  ~ЦР} С М с тем 
свойством, что для каждого у Е У найдется i Е {1 ,2 , . . . ,  р}, при 
котором имеет место (9) (с/х1 =  /хг).

Укажем набор не более, чем из m векторов, обладающих необ­
ходимыми свойствами. Пусть е =  min{/x*- | j  Е М, г =  1, 2 , . . . ,  р}.

Рассмотрим векторы следующего вида:

{£, j  =  1 , 2 , . .  . , m ;  j  ф  г;
1 -  ( т -  1)е,  j  =  г;

1, 2, . . .  , т .  

(14)



78 Условия оптимальности [Гл. 2

Очевидно, д* € М для любого г € М. Докажем включение 
{Д1,/!2, . . .  ,/Zp} С conv{/x1,/x2, . . .  ,/xm}.

Для этого возьмем произвольный вектор Д* «старого» набора. Если 
£ =  1/ 771, то, очевидно, Ji\ =  1/m, i =  1, 2 , . . . ,  m. В этом случае 
для Ai =  А2 =  . . .  =  Am =  1/m  имеем

(15)
1 = 1

т. e. € convfp1, p 2, . . .  ,/xm}. Еслие < 1/m, то берем

A i =  P— 7 ,  i =  l , 2 , . . . , m ,1 — m e

m
где ^ A *  =  1. Для этих А* равенства (15) также имеют место.

t=i
Включение доказано.

Предположим, что «новый» набор векторов (14) не обладает 
необходимыми свойствами, т. е. найдется оценка у Е Y  такая, что

(ц3, у ) >  О, J =  1,2, . . . , т .  (16)
Для произвольного I Е {1, 2 , . . .  , р} при некоторых Aj ^  О,

т
j  =  1 ,2 , . . .  ,m,  ^  A j =  1, имеет место представление (15). Поэто- 

;=i
му из (16) получаем неравенства

т
£  А,•(/**, у) = (м' ,у) > 0 ,  / =  1 , 2 , . . . , р ,
i=i

которые означают, что и «старый» набор векторов также не обла­
дает необходимыми свойствами. Это противоречит полученному 
ранее. ■

П р и м е ч а н и е  1. Если множество Y  состоит из конечного 
числа элементов, то условие доказанной теоремы является необ­
ходимым и достаточным для того, чтобы у0 £ P(Y).  Это вытекает 
из того, что в случае конечного множества Y  имеет место равенство 
G(Y)  =  P{Y)  (см. пример 1.6.3).

П р и м е ч а н и е  2. Анализ доказательства теоремы ^показы ­
вает, что при необходимости в формулировке этой теоремы векто­
ры ц г можно считать векторами вида (14) и р =  т.

Непосредственно из теоремы 12 (часть «достаточность») при 
р =  1 вытекает
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С л е д с т в и е  5 (Джоффрион). Если все щ  > 0, то любая
т

точка максимума функции ^ / х гу* на множестве У является
«=1

собственно эффективной.
Обобщением этого результата является
Т е о р е м а  13. Пусть функция (р при любых у', у" Е Y  удовле­

творяет условию
т

Ч>Ы) -  4>{у") ^  y")(y'i -  у")> (17)
г=1

причем для функций Аг(у ',  у " ) ,  определенных на Y  х  У , справед­
ливы неравенства

bi ^  АДу', у") ^  а{ > 0, г =  1, 2, . . .  , га, (18)
где а*, Ь{ (г Е М) — некоторые числа. Каждая точка максимума 
функции (р на Y  является собственно эффективной оценкой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у' > у", то, согласно (17) и (18), 
<^(у') > 4>{уп)- Следовательно, <р возрастает по > на Y. Поэтому, 
если у0 Е Y  — точка максимума <р на У, то у0 Е Р ( У) (теорема 7). 
Покажем, что у0 собственно эффективна, причем можно взять
в =  (га — 1)- ,где6 = max6*, a =  min а; (рассматриваетсяслучай О i£A/ i£M
га ^  2). Предположим, напротив, что у0 несобственно эффектив­
на, так что найдутся такие г Е М ,у Е У, удовлетворяющие (1.6.1), 
что для всякого j  Е М, для которого справедливо (1.6.2), выпол­
няется неравенство

( y i - V i ) / ( V j  -  У з )  >  в ■

Следовательно, для любого j  Е М, i ф j ,  верно у* — У? > 
> 0(у® — yj). А так как всегда

то

в ^  ( m  — 1) А(у,у°)
АДу,у°)

y°)(yi -  у?) > Aj(y,  у°)(у° -  yj).

Просуммировав последние т  — 1 неравенств, соответствую­
щих разным j  ф г, после несложных преобразований получим

^ л*'(У’ У°)(у< “  У?) >  °-
1=1
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Вейлу (17) отсюда следует^ (у) > <р(у°), а это противоречит усло­
вию, что у0 — точка максимума <р на Y. Ж

П р и м е р  9. Пусть в Y x =  Y\ х У2 х • • • х Ут , все У* — ин­
тервалы (конечные или бесконечные). Предположим, что функ­
ция <р определена и непрерывна на Y  х и для каждого г Е М  имеет 
на

Уф =  Yi х . . .  х Y{-1 х int Yi x Yi+1 х . . . х У т

непрерывную частную производную 
условию

д<р{у)
dyi

, удовлетворяющую

Ь{ ^  dtp(y)/dyi  ^  а{ > 0.

По известной из анализа формуле конечных приращений при 
у' Ф У"

где суммирование ведется по тем г, для которых ф у", и Е У ф. 
Таким образом, функция <р удовлетворяет условию (17), где

Ч у' , у") {дч>У)
dyi

при у' ф у", 

при у' = у",
i =  1,2, . . . , 771.

Следовательно, все ее точки максимума на У С Y x входятв G(Y).
т

В частности, если У х =  I"J(cj,dj), где +оо > di > Ci > 0 ,
/ m \ i / s

г G M, то любая точка максимума функции (р(у) =  ( ^ 2 т у * )  >
i=i '

где 5 ф 0 и > 0, собственно эффективна. Кроме того, если 
у* > ( d i , . . . , d m), то любая точка минимума на Y  функции

Г т 1 I /S
<р{у* — у ) = \ 5 Z У-г{У{ ~  У»)5 является собственно эффектив­

ной [158]. *-1
Заметим, что требование (18) в теореме 13 и аналогичное тре­

бование в примере 9 существенны.
П р и м е р  10. ПустьУ* =  [0, 1]2,У =  {у € Е> | у \ + у \  ^  l}.

Точки у* — (0, 1) и у0 =  (1, 0) эффективны, но являются несоб- 
ственно эффективными. Нетрудно проверить, что функция 
<р(у) = 2 * - у / Т  — у2 непрерывна на У х , имеет непрерывную
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частную производную д<р(у)
dyi

=  2yi In 2 на =  (0, 1) х [0, 1],

непрерывную частную производную ду{у)
ду2 = У2 ( 1 -  у \ ) 1/2 на

^(2) =  1] х (0> 1) и достигает на У наибольшего значения, равно­
го 1, в двух точках — несобственно эффективных точках у* и у0. Та- 
кое положение объясняется тем, что частная производная 
д(р(у)/ду2 не удовлетворяет соответствующим неравенствам, так 
как

lim . У2 =  0, lim . У2 =  +оо.
У2"*+0 \ ^ у1 У2_п_0

Учитываяпримечание2,атакжетотфакт,чтоу° Е 5(У)тогда 
и только тогда, когда для любого у Е Y  существует номер г Е М  
такой, что у? ^  у * (этот факт вытекает из определения слабой 
эффективности), из теоремы 12 получаем следующий результат.

Т е о р е м а  14. Для того чтобы оценка у0 Е Y  была собствен­
но эффективной, необходимо и достаточно, чтобы существова­
ло е > 0, при котором точка у0 слабо эффективна по вектор- 
функции ((/х1, у), (/X2, у ) , . . .  , (/хт , у)) (где векторы /хг Е М гше- 
ют вид (14)) относительно множества Y.

Имея в распоряжении условия слабой эффективности, при по­
мощи теоремы 14 можно легко получить условия собственной эф­
фективности. Это соображение будет использоваться в последую­
щих параграфах при выводе условий собственной эффективности 
для различных классов многокритериальных задач. Первым ре­
зультатом такого использования теоремы 14 (и теоремы 1) является 

С л е д с т в и е  6. Пусть у0 > 0(т ). Включение у0 Е G(Y) име­
ет место тогда и только тогда) когда существует е > 0 такое, 
что равенство (в котором /хг имеет вид (14))

min Ai (n' ,y°)  =  т а х ш т А * ( д \ у )  (19)
г £ М  у £ г  г£ М

выполняется при некотором А =  (Ai, А2, . . .  , Ат ) Е М.
Теорема 14 позволяет также переформулировать определение 

собственно эффективной оценки так, что оно становится геомет­
рически наглядным. Введем для этого полиэдральный конус

Ае =  {z  Е Е т | (/х1, z) ^  0, г = 1, 2 , . . .  , га}.

Здесь векторы /хг имеют вид (14) иО < е ^  1 / т  (если е =  1 /га, 
то /х1 =  /х2 =  . . .  =  /хт ), так что /хг Е М. Нетрудно проверить, что
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при уменьшении е конус Ае «сужается», т. е. если 1 /т  ^  е > е ) то 
Ac D Ае (бол ее того, int A* D [A£\{0(mj}]). Всамом деле, пусть/х1— 
векторы вида (14), a /Z1 — также векторы вида (14), где вместо е 
фигурируете. Возьмем произвольную точку z £ Ае и докажем, что 
z £ Ag. Включение z £ Ае означает, что z удовлетворяет системе 
линейных неравенств

(м’ , 2) ^ 0, г =  1,2,

Если е =  1/ т ,  то, суммируя выписанные неравенства и умножая 
результат на 1/ т ,  получим

^ 771

т ;= 1
что означает г € Aj. Если ё < 1/ т ,  то введем векторы А1, А2, . . .
. . . ,  Ат , компоненты которых положительны и определяются сле­
дующим образом:

Г “ -Г". j  =  l , 2, . . . , m ;  j ^ i ,дг _ I 1 — ТПЕ
J ■ 1 — (га — 1)? — е . _  .

’ 3 ~  г’

Легко проверить справедливость равенств

г =  1, 2, . . . ,  т .

771

i= i
Поэтому, умножая неравенство (/xJ , z) ^  0 на положительное чис­
ло А* и суммируя по j  =  1, 2, . . .  , m, получим

£ А ’- ( /Лг)  =  (м*,г) ^  0. 
j =1

Это неравенство верно для любого г =  1, 2, . . . ,  т. Следовательно, 
z 6 А*.

В том случае, когда z  € [Ae\{ 0(m)}] и 1 / т п ^ ё > е , п о  крайней 
мере одно из неравенств ( ц \ г )  ^  0, t =  1, 2, . . . ,  т,  будет строгим 
и указанное выше суммирование будет приводить к строгим нера­
венствам

(Й',г) > 0, i = 1, 2, . . .  ,m,

которые означают, что z £ int Ac .
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Отметим также еще одно свойство введенного конуса Ае: в пре­
деле при е -* 0 конус До будет представлять собой неотрицатель­
ный ортант Е™ (см. рис. 2).

Т е о р е м а  15. Оценка у £ Y 0 собственно эффективна в том 
и только том случае, если существует е > 0, при котором

[ У - у ° ] П Л £ =  {0(т)}. (20)

Д о к а з а т е л ь с т во .  Не ограничивая общности, будем счи­
тать, что у0 =  0(т ). Пусть 0(mj Е G{Y).  Согласно теореме 14 су­
ществует е > 0, при котором система неравенств

(м’> у) > 0, г =  1, 2, (21)

где р г вида (14), не имеет решений на множестве У, т. е. Y  П 
П intAe =  0 . Тогда для ef < е будет выполнено равенство (20) 
(при в =  е' > 0).

Обратно, пусть выполнено (20). Тогда система неравенств (21) 
несовместна на У, откуда согласно теореме 14 вытекает
0, т  , 6 С ( У ) .  ■

Геометрическая интерпретация теоремы 15 в случае т  — 2 при­
ведена на рис. 2.

В равенстве (20) хорошо просматривается связь понятий эф­
фективности и собственной эффективности: в пределе при е —► 0 
это равенство будет определять эффективную оценку у0.
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П р и м е ч а н и е  3. В работе [58] (см. также [96]) было введено 
понятие М-регулярности. Последняя теорема показывает, что это 
понятие равносильно понятию собственной эффективности.

П р и м е ч а н и е  4. Еще одну переформулировку собственно 
эффективного решения, которая отличается от приведенной в те­
ореме 15, можно найти в [112].

С помощью теоремы 15 можно установить, при каких условиях 
множества подлинно эффективных и собственно эффективных 
оценок совпадают.

Т е о р е м а  16. Предположим, что множество Y  замкнуто 
и существует вектор /х Е М, для которого справедливо неравен­
ство

(/х, у) ^  const для всех у Е Y.

Тогда G(Y)  =  Б(У).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Включение G(Y)  С Б  (У) было доказано 

в теореме 1.6.1. Докажем обратное включение. Пусть у0 Е B(Y) .  
Не ограничивая общности, положим у0 =  0(т ).

Предположим, что оценка 0(т ) не является собственно эффек­
тивной (заметим, что в силу 0(m) Е Б  (У) эта оценка эффективна). 
В этом случае согласно теореме 15 найдутся последовательности 
чисел {е/г} и точек {ук} такие, что ► +0 и

yfc € [К П Aefc], Ук ф 0(т ). (22)

Начиная с некоторого номера к (его всегда можно считать 
равным единице), станет справедливым равенство

т
/X =  ^2  ПРИ некоторых Аг > 0, г =  1, 2, . . . , 771,

г=1

где/хг имеет вид (14) с £ =  е \К£\  > еь длявсехк =  2, 3 , . . .  Отсюда 
следует, что система линейных неравенств Ау  > 0(т+1) (где А — 
матрица размера (т +  1) х ттх, строками которой являются век­
торы /х1, /х2, . . . ,  /хт , —/х) не имеет решения (это легко проверить 
рассуждением «от противного»). Следовательно (см. теорему 8.4 
из [93]), множество

А£1 П {у  I (/X, у) ^  const} =  А1

компактно. Поэтому последовательность {ук} ограничена и ее 
можно считать сходящейся: Пт у к = у*. Благодаря замкнутости 
множества У имеем у* Е У.
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Вспоминая определение конуса Аек, условие у к е  АСк можно 
записать подробно:

(1 — (т — l)efc)j/i +  ekV2 +  • • • +  £кУт = О, 
£кУ\ +  (1 -  (т -  1 )ек)У2 +  • • • +  £кУт = 0. (23)

£кУ\ +  £кУ2 +  • • • +  (1 -  (m -  1 )£к)Ут =  °-
Так как последовательность {ук} ограничена, то ограниченными 
являются и все последовательности {yf }^L1} г =  1, 2, . . . ,  га. По­
этому, переходя в неравенствах (23) к пределу при к оо, получим
У * ^ 0(т) .

Неравенство у* > 0(т ) противоречит включению 0(т ) Е Р(У/ ), 
поэтому пусть у* =  0(т ). Возьмем последовательность

= Ш ук' * =  (24)
В силу (22) \\ук\\ > 0 для любого &, и поэтому определение после­
довательности {шк} корректно. Члены этой последовательности 
принадлежат единичному замкнутому шару, следовательно, ее 
можно считать сходящейся: lim и к =  и.  Согласно определениюк-+оо
касательного конуса, приведенного в § 1.6, и  Е T ( Y  — Е™, 0(т )).
Поделив все неравенства системы (23) на ||у*|| и приняв во вни­
мание оценки \ук/ 1111 ^  1, г = 1, 2,. .. , га; к =  1, 2, . . . ,  при­
дем к неравенству и  ^  0(т ). Это вместе с равенством ||а;|| =  1 
влечет и  > 0(mj, что противоречит начальному предположению
o (m) е  B(Y) .  и

С л е д с т в и е  7. Если Y  —компакт, moG(Y)  =  B(Y).

4. Выше был установлен целый ряд свойств эффективных оце­
нок. При этом к структуре множества Y  не предъявлялось каких- 
либо существенных требований (кроме замкнутости и ограничен­
ности в теореме 10 и замкнутости в теореме 16), а на у0 иногда 
налагалось условие принадлежать положительному ортанту или 
же быть единственной точкой максимума на Y  для соответству­
ющей функции. Поэтому все полученные условия эффективности 
оценок легко переформулировать в соответствующие условия эф­
фективности решений.

Например, теорема 1 принимает вид: если f i(x°)  > 0, г = 
=  1 , 2 , . . . ,  га, то решение х° Е X  слабо эффективно тогда и только
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тогда, когда существует вектор /х Е М, при котором

min Uifi(x°) =  max min Uifi(x).  ieM 4 ' x t x  ieM v J
Условие единственности точки максимума функции <р(у) на 

множестве Y  обеспечивается, например, единственностью точки 
максимума (p{f{x)) на X . Практически последнее условие гаранти­
руется чаще всего в тех случаях, когда X выпукло, <p{f(x)) строго 
квазивогнута (в частности, строго вогнута) на X:  как известно, 
строго квазивогнутая функция может достигать максимума лишь 
в единственной точке (см. § 2).

т
Например, строго вогнута функция ^/Хг/г(#),  где все/х» ^  О,

t=i
все функции Д вогнуты, по крайней мере одно fij > 0 и соот­
ветствующая функция f j  строго вогнута. Строго квазивогнутой
являетсяфункциягшп/х*/г(ж),гдевсе/Хг ^  0 и хотя бы одно/х^ > О, 

ieM
причем все функции Д строго квазивогнуты.

В теореме 8 точка максимума^ на Z  (см. (4)) оказывается един­
ственной, если множество X  выпукло, все функции <Pj{f{x)) ква­
зивогнуты (при этом множество {х  Е X  | <Pj{f{x)) ^  t j , 
j  =  1, 2, . . .  , р} выпукло), a <po(f{x)) строго квазивогнута. Ана­
логично в задаче (1.5.1) решение х° будет единственным, если X  
выпукло, все fi  квазивогнуты, причем Д строго квазивогнута.

П р и м е р  11. Рассмотрим многокритериальную задачу 
с векторным критерием /  =  (Д , Д , . . . ,  / т ), в которой все 
критерии fi  положительны на X, причем Д , . . . ,  // желательно 
максимизировать, а Д+i, • • •, / т  — минимизировать. Эту задачу, 
как отмечалось в § 1.3, можно представить в виде задачи макси­
мизации с векторным критерием ( Д , . . . ,  Д, —Д+ь . . . ,  — Дп)- 
Так как функция — 1/t  возрастает на (—оо,0), то этот вектор­
ный критерий эквивалентен (см. §1.8) векторному критерию 
(Д , • • • > Д, 1 /Д+ь  .. •, 1 / /т)* Поэтому, ссылаясь на пример 5, 
можноутверждать,чтопри/х» > 0, г =  1, 2, . . . ,  га, любое решение 
i ° G X ,  доставляющее наибольшее на X  значение функции

/Г  X / 2Мг X .. .  X / /“
/М1+1 v xVl + 2 v v xVm ’J l + l * J1+2 * A

является эффективным.
5. Теорема 1 и пример 8 показывают, что если все критерии Д по­

ложительны на X, то любое эффективное решение х° может быть



выделено максимизацией на X  функции min p,ifi(x) при надле-
%ем

жащим образом подобранных положительных коэффициентах /х*. 
Этот факт позволяет использовать такую функцию для построе­
ния множества (слабо) эффективных решений (см. §3.5). С дру­
гой стороны, он говорит о том, что задачу выбора оптимального 
решения при наличии векторного критерия /  =  ( / 1} / 2, . . . ,  / т ) 
формально можно свести к задаче оптимизации по одному крите­
рию min /Хг/t ) в котором параметр /х =  (/xi, /Х2, . . . ,  /хт ) является ieM
неопределенным. А для решения последней задачи можно исполь­
зовать, например, принцип максимина. Указанное положение было 
сформулировано и широко использовано Ю. Б. Гермейером при 
построении оригинальной методологии исследования операций 
[19,21].

Следуя работе В. В. Подиновского [80], разберем подробнее 
этот подход к многокритериальным задачам для случая, когда 
никакой дополнительной информации для выбора оптимального 
решения во множестве Р/ ( Х)  нет.

Пусть все критерии положительны на X. Тогда, согласно 
теореме 1 и примеру 8, выбор единственного (с точностью до 
эквивалентности ~ /) решения из множества Р/ ( Х)  равносилен 
указанию вектора /х из множества

М° =  {/х € Е™ | д* =  1 /f i (x),  i — 1 ,2 , . . .  ,т; x S P f (X)} ,
(25)

который следует использовать при максимизации на X  функции 

ф(х,ц)  =  min /j,ifi(x). (26)

К задаче оптимизации с критерием ф(х,  /х) в котором значе­
ние параметра/х Е А/ 0 считается неизвестным, формально можно 
применить тот или иной принцип принятия решений в условиях 
неопределенности. Критический обзор основных таких принципов 
имеется в книге [53].

Т е о р е м а  17. Пусть X  —непустой компакт, а все fi  поло- 
жительпы и непрерывны на X . Тогда, согласно принципам мак- 
симина (Вальда), минимаксного сожаления (Сэвиджа) и песси­
мизма-оптимизма (Гурвича), оптимальное по критерию (26) ре­
шение х * удовлетворяет условию

. fi(x')  . Шmm ——— = maxmin , ieM fi xeXieM fi
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( 27 )
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г д е

f t  =  maxf i (x) ,  i e M .I t  А
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим вначале, что в условиях теоремы 

множество Y  непусто, замкнуто и ограничено, а функция min ^г£М
непрерывна и не убывает по > на Y. Поэтому, согласно теоре­
ме 10, во множестве точек максимума этой функции на Y  имеются 
эффективные оценки, и оптимальными следует считать решения, 
имеющие эти оценки. Кроме того, по следствию 4 справедливы 
равенства

f i  =  ma£ /<(*)= max f i (x). (28)
x £ X  x£Pf(x)

Согласно принципу максимина оптимальным считается реше­
ние, максимизирующее функцию inf * ф ( х ,  /х). Для произвольного

/1GM0
фиксированного х  Е X  можно записать

inf min \ u i f i ( x ) ]  = m i n i  f  А х )  inf ш 
/к е м n  i e M 1 к

min
i e M

fi{x)
maxuePf(x) f i ( u )

(29)

Поэтому, в силу (28), оптимальное решение х *  удовлетворяет (27).
Принцип минимаксного сожаления рекомендует в качестве оп­

тимального принять решение, минимизирующее на X  функцию
sup [maxt/>(u, /х) — ф(х , /х)]. (30)

/iGM° иеХ
Согласно теореме 1 для любого фиксированного /х Е М°

maxt/>(tx, /х) =  1. (31)

С учетом (31) и (29) для минимума функции (30) получаем 
min sup [1 -  ф ( х ,  /х)] =  min[l -  inf ф ( х ,  /х)] =х£Х хеХ /i£М°

=  min 1хех min
i e M

/«(»)'
/ ;

=  1 — min max
x e x  i e M

f i j x )

f t  ■

Таким образом, оптимальное решение х * удовлетворяет равен­
ству (27).

В соответствии с принципом пессимизма-оптимизма оптималь­
ным считается решение, максимизирующее на X  функцию

A inf ф ( х ,  f i )  + ( I  — A) sup t/>(x,/x), (32)
нем0 /iGM°

где А — некоторое фиксированное число из [0,1].
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Если х € Р/(Х) ,  то ф(х,^)  =  1 при щ  =  - ■/ , i Е М.  На-
Ji\x )

оборот, если г/>(ж',/х") =  1 при некоторых ж' Е X, /х" Е М°, то 
/t(x ')  ^  /г (ж"), г Е М, где ж" — эффективное решение, соответ­
ствующее/х" (см. (25)). Поэтому/(ж') =  /(ж"), так что ж' Е Р /(Х ). 
Наконец, если допустить, что т/>(ж', /х") > 1 при некоторых ж' Е X, 
/х" Е М°, то тогда должно быть /(ж ') > /(ж") для эффективного 
решения ж", соответствующего /х", что невозможно. Таким обра­
зом, функция ф(ж,/х) достигает на М° своего максимума тогда 
и только тогда, когда ж Е Р /(Х ).

Поскольку из /(ж ') ^  /(ж") следует ф(х ',/х) ^  ф(х",/х) при 
любом /х Е , то и

inf ф(х\  /х) > inf ф(х7/, /х).
/iGM° /i€M°

Кроме того, согласно теореме 3.2.4 множество Р /(Х ) внешне 
устойчиво (см. §1.4), т. е. для каждого ж" Е X найдется такой 
ж' Е Р/(Х) ,что/ (ж' )  ^  /(ж"). С учетом всего изложенного можно 
утверждать, что функцию (32) можно максимизировать не на X, 
а на Р /(Х ). Но если ж Е Р/(Х),  то с учетом (29) эту функцию 
можно представить в виде

A m in (/< (ar)//*) +  ( l -  А).
г £М

Следовательно, и здесь оптимальное решение ж* удовлетворя­
ет (27). ■

Как уже указывалось в § 1.5, считать оптимальным решение, 
обращающее в максимум на X функцию

h( ж) minгем
/<(*)

/ ;  ’
(33)

было предложено в статье [217], а затем и в целом ряде других 
работ. Обоснование при этом сводилось к тому, что функция (33) 
безразмерна и позволяет «равномерно» по всем критериям /* при­
близиться к их максимумам /*. Теорема 17 разъясняет смысл 
функции (33) с иной точки зрения и тем самым открывает новые 
возможности ее практического использования (пример см. в [80]).

Если решение, доставляющее функции h(ж) наибольшее на X 
значение Л*, не единственно, то во множестве Х£ всех таких реше­
ний могут быть и неэффективные решения. Разумеется, согласно 
теореме 9, можно найти эффективное решение из XJJ, максими-

771
зируя на X функцию ^ Л ( ж )  при условии h(ж) =  h*. Однако,

г=1
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учитывая возможность неединственности точки максимума h(x) 
на X, целесообразно уточнить само определение оптимального 
решения. Действительно, максимизация h(x) означает выделе­
ние решений, для которых наименьшее из значений т  функций 
f i (x)  / /*  является наибольшим. Поэтому далее имеет смысл макси­
мизировать на множестве всех таких решений второе наименьшее 
из значений указанных функций, затем на подмножестве выде­
ленных при этом решений максимизировать третье наименьшее 
значение и т. д. до тп-го наименьшего (т. е. фактически наиболь­
шего) из значений. Решения, получающиеся в результате последо­
вательной максимизации упорядоченных по возрастанию значе­
ний 7п функций, названы в [79] симметрично лексикографически 
оптимальными, кратко — SL-оптимальными. Все SL-оптимальные 
решения, разумеется, эффективны. Задачи отыскания таких реше­
ний подробно рассмотрены в [79, 85].

Взаимосвязь многокритериальных задач и однокритериаль­
ных с неопределенными параметрами можно установить и в других 
формах, используя теорему 2. Так, согласно следствию 1 из нее 
и примеру 8 выбор единственного (с точностью до эквивалентно­
сти ~f)  решения из множества Р/ ( Х)  равносилен указанию век­
тора z Е Р(У),  который следует использовать при максимизации 
на X  функции

min[/i(z) -  (34)
г £М

К задаче оптимизации с критерием (34), в котором значение 
параметра z е P( Y)  считается неизвестным, также формально 
можно применить тот или иной принцип принятия решений в усло­
виях неопределенности.

Т е о р е м а  18. Пусть X  — непустой компакт и все /*, непре­
рывны. Тогда, согласно принципам максимина, минимаксного со- 
жаления и пессимизма-оптимизма оптимальное по (34) решение 
х* Е Pf {X)  удовлетворяет условию

max[/t* -  fi(x*)] = min max[/* -  /<(х)]. (35)
t е м  x e x  t € M

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказа­
тельству теоремы 17. В частности,

jn f  !">"[/<(*) -  z i] = -  f t] =x £ X  z £ P ( Y ) t £ M  x E X  t £ M

=  “  ™n max[/* -  /*(*)].
z€ A  tGM
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Практически определение оптимального решения, задаваемо­
го условием (35), можно использовать лишь в том случае, когда 
все критерии /* однородны, т. е. имеют единую шкалу. В общем 
же случае вводят какие-либо нормирующие множители. Часто 
минимизируют на X  функцию (когда все /* > 0)

шах — ieM
- /<(»)
/ ;

(36)

или /* - 
max-*— 
ieM fi

- /<(») 
- h .  ’

(37)

где в роли f i .  выступают, например, числа min /*(х).хеХ
Легко видеть, что решение х* Е X  обращает в максимум функ­

цию (36) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет равен­
ству (27), поскольку

шах —— = max (1
i e M  f *  i e M  \

f i ( x ) \  _  ! • f i ( x )

f i  )  i e M  f i

С учетом возможности неединственности точки максимума 
функции (37) на X  также целесообразно искать SL-оптимальные 
решения для задачи минимизации с векторным критерием

( /Г  -  f l ( x ) f i  -  f 2 ( x )  & - f m { x ) \
\  f l - f u  ’ П - h .  Гт- f m .  )  *

6. Теоремы 1 и 2 позволяют также дать теоретико-игровую 
интерпретацию слабо эффективным и эффективным оценкам и ре­
шениям.

Напомним, что бескоалиционной игрой двух лиц называется 
система вида Г =  (S\, 1S 2 , <р\ , <£2) > где Si и S2 ~  множества страте­
гий, a (pi и (р2 — функции выигрыша (числовые функции, опреде­
ленные на множестве ситуаций S\ х S2) первого и второго игроков 
соответственно. В такой игре каждый игрок j  независимо от дру­
гого выбирает свою стратегию s j  Е S j . После того как в результате 
выборов образуется ситуация (s 1, 52), первый игрок получает вы­
игрыш <^i(si, 52), а второй соответственно <£2(^1, $2)-

Важнейшим принципом оптимальности в бескоалиционных 
играх является стремление игроков к ситуации равновесия 
(см. [53]): ситуация (sj, s®) называется равновесной, если

¥>i(s°, s°) = ^ 1(«1. s°) для всех Si € 5 Ь 
¥>2(s?, s°) = <P2(si, s2) для всех s2 € S2.
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Если оба эти неравенства при любых s\ ф s®, Ф s!] являются 
строгими, то ($5, 5®) — ситуация строгого равновесия.

Ситуации равновесия (s'^s^) и is i i s2 ) называются эквива­
лентными, если (pj(si, 8 2 ) =  sf2 ), j  =  1, 2. Ситуация равно­
весия (s*, 8 2 ) называется недоминируемой (оптимальной по Паре­
то), если не существует ситуации (з 1, з2) такой, что справедливы 
два неравенства <Pj(si, s2) ^  J =  1» 2, по крайней мере
одно из которых строгое.

Т е о р е м а  19. Если Y  С Е™, то в игре Г =  (У, У, <̂ i, <̂2)> где

ty ■ Z *V?i(y,z) =  min-^,  ^ 2(y,z) =  min—, (38)
гем teM y*

множество ситуаций равновесия есть {(у0, у0) | у0 Е 5(У)}, о 
множество ситуаций строгого равновесия — {(у0, у0) | у0 Е Р (У )}, 
причем все ситуации равновесия эквивалентны и недоминируемы.

Т е о р е м а  20. В игре Г =  (У, У, </?i, <£2), где

¥>i(y,2) =  min(yi -  Zi), <p2(y,z)  = m m ( z i - y i ) ,  (39)
г ем i ем

множество ситуаций равновесия есть {(у0, у0) | у0 Е 5(У)}, а 
множество ситуаций строгого равновесия — {(у0, У°) | У° Е Р(У)}, 
причем все ситуации равновесия эквивалентны и недоминируемы.

Заметим, что утверждение из теоремы 19 о структуре ситуаций 
равновесия родственно теореме 2 из [4].

Доказательства теорем 19 и 20 проводятся аналогично, только 
в первом случае используется теорема 1, а во втором — следствие 1. 
Докажем, например, теорему 20.

Пусть (у0, z°) — ситуация равновесия:

9̂ 1 (У°> 2°) ^  ¥>i(y, 2°) для всех у € У, (40)

<р2(у°, 2°) ^  <р2 (у°, 2) для всех 2 € Y. (41)

Из (40), согласно теореме 3, вытекает, что у 0 е S(Y) .  Если же 
в (40) при любом у ф у0 неравенство строгое, то, как показывает 
теорема 7, у0 Е Р(У).  Допустим, что z° ф у0. В силу (40) z° > у0 
невозможно (ибо <^i(z°, z°) =  0), так что z \  < у? для некоторого 
г Е М. Тогда у?2(у°> 2°) < 0 =  <£2(у0> у0), что противоречит (41). 
Поэтому z° =  у0.
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Пусть теперь, наоборот, у0 Е S(Y).  Рассмотрим ситуацию 
(у 0, у0). Последствию! выполняется (40). Если при этом у 0 Е Р(У),  
то, согласно примеру 8, для любого у ф у0 неравенство (40) будет 
строгим. Возьмем произвольную точку z € Y,  отличную от у0. 
В силу у0 Е S( Y)  найдется номер г Е М, для которого z\ ^  у?. 
Поэтому <£2(у°> ^) = 0 =  <P2(y°i У0)* Следовательно, выполняется 
и (41). Если же у 0 Е P ( Y Y t o z { <  у г* для некоторого г Е М , и тогда
Ы з Л * )  < 0 =  <̂2(у0,Уб).

Итак, множество ситуаций равновесия имеет вид {(у0, у0) |
| у0 Е 5(У)}, а ситуаций строгого равновесия — {(у0, у0) | у0 Е 

Е Р(У)}. Поскольку (pi(у, у) =  <̂2(у>у) =  0 при любом у Е У, то 
все ситуации равновесия эквивалентны. Допустим, что некоторая 
ситуация равновесия (у0, у0) доминируема: существует ситуация 
(у, z) такая, что, например,

<Pi{y, z ) > V’ lCy0, У°) = 0, у>2(у, г) ^  ¥>2(у°, У°) =
Но из первого неравенства следует у* > г», а из второго z* ^  у* 
для всех i Е М. Полученное противоречие показывает, что всякая 
ситуация равновесия недоминируема. ■

Рассмотрим теперь игру двух лиц с фиксированной после­
довательностью ходов Ti =  ((Si, 1S2, <ри <£2)), отличающуюся от 
разбиравшейся бескоалиционной игры Г тем, что в ней первый 
игрок, не имея информации о выборе второго игрока, первым 
принимает решение о выборе s\ Е S\  и сообщает стратегию s 1 
второму игроку [22]. Следовательно, ход второго игрока состоит 
в выборе стратегии 82 Е S 2 из множества B(si) точек максимума 
на S 2 его функции выигрыша <£2*

£ ( s i )  =  { s 2 € 5 2 I ¥>2(s i , 3 2 ) =  m axy?2( s i , u ) } .  (42)u£S 2
Предполагается, что при любом s\ Е S\  множество B(s  1) непусто. 
Это условие выполнено, когда 52 — компакт, а <£2(^1, 8 2 ) непрерыв­
на на S 2 при каждом S\ Е S \ .

Поскольку выбор второго игрока первому неизвестен, то гаран­
тированный выигрыш первого игрока, обеспечиваемый стратеги­
ей 5i, вычисляется по формуле

V?(si )= inf u>i(«i,a2), (43)
—1 s2eB(si)

а наибольший гарантированный выигрыш равен

(fi* =  sup <р (si).
~  5 l 6 S l

(44)



94 Условия оптимальности [Гл. 2

Оптимальной для первого игрока является стратегия sj, удовле­
творяющая равенству^ (s J) =  (р*, т. е. обеспечивающая ему полу­
чение наибольшего гарантированного выигрыша.

Т е о р е м а  21. Пусть Y  непусто, замкнуто и ограничено. То­
гда в игре ГГ =  ((У, У, (pi, <£2))) где функции (pi и (р2 определяются 
формулами (39), множество оптимальных стратегий первого 
игрока есть Р(У).

Т е о р е м а  22. Пусть У —непустое, замкнутое и ограничен­
ное подмножество Е™. Тогда в игре Г\ =  ((У, У, <Р2))> где <pi 
и <р2 определяются формулами (38), множество оптимальных 
стратегий первого игрока есть Р ( У).

Доказательства обеих этих теорем, первая из которых 
принадлежит Д. А. Молодцову [58], проводятся аналогичным 
образом. Докажем, например, теорему 22. Введем обозначение 
Ф2(у) =  niax <£2(у, 2). Так гак ПРИ любом фиксированном у Е Е тzeY
функция <р2(у, z) непрерывна на Е т , т о ^ 2 определена корректно, 
а множество В(у)  (см. (42)) непусто, замкнуто и ограничено.

Поскольку <̂2(у, 2/) == 1) то ^ 2(у) = 1 Для любого у Е У. 
Пусть z Е В(у). Тогда для всякого г Е М  верно Zi/y% ^  1, откуда 
yilZ{ й  1. Следовательно, <pi(y, 2) = 1- Поэтому

(р* =  sup min <pi (y , z )^ l .
—1 у€У^€В(у)

Возьмем у0 Е Р(У).  Тогда, согласно теореме 1 и примеру 8, 
</>2(у°) =  1иВ(у°) =  {у0}. Отсюда вытекает, что ip\ =  1. Следова­
тельно, любая эффективная точка у0 Е У является оптимальной 
стратегией первого игрока.

Пусть теперь у0 — оптимальная стратегия первого игрока, т. е.

тй» <р Л у° , 2) = !• (45)zes(y°)

Допустим, что v 2(y°) > 1, т. е. ^2(у°>з°)>1 при некото­
ром z° из В(у°). Тогда y?/z? > 1 при всяком г Е М, откуда 
^ i (y°} ^°) < 1) и получается противоречие с (45). Поэтому 
^ 2(у°) = 1 и £(у°) = {z Е У | z ^  у0}. Предположим, что 
в В (у0) найдется точка 2, отличная от у0. Тогда Zj > у® при 
некотором j  Е М, откуда <£i(y°, z) < 1. А это противоречит (45). 
Следовательно, В (у0) =  {у0}. Это означает, что у0 эффективна. ■
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§ 2.2. Условия оптимальности 
для вогнутых и линейных задач

В этом параграфе разбираются условия оптимальности для 
важнейших классов многокритериальных задач — вогнутых и ли­
нейных. Но вначале (п. 1) приводятся необходимые для дальней­
шего изложения краткие сведения о вогнутых функциях, их обоб­
щениях, а также об используемых ниже теоремах об альтернативе 
для систем линейных и вогнутых неравенств.

1. Множество D С Е п называется выпуклым, если оно вместе 
с любыми двумя точками содержит и соединяющий их отрезок, 
т. е. если (Аж + (1 — А)ж') Е D при любых ж, ж' Е D и А Е [0,1].

Пусть числовая функция h определена на выпуклом множе­
стве D С Е п. Эту функцию называют вогнутой, если для любого 
А Е [0,1] и любых ж, ж' Е D выполняется неравенство

Л(Аж + (1 -  А)ж') ^  АЛ(ж) +  (1 -  \ ) h ( x f).
В том случае, когдадля любого А Е (0 ,1)илюбыхж,ж' Е D, ж ф ж', 
имеет место строгое неравенство

h (Аж + (1 — А)ж') > \ h ( x )  +  (1 — \ ) h ( x f),
функцию h называют строго вогнутой.

Подробное изложение всевозможных свойств вогнутых функ­
ций можно найти в монографии [93]. Отметим лишь следующее 
характеристическое свойство вогнутой дифференцируемой функ­
ции: дифференцируемая функция h вогнута тогда и только тогда, 
когда для любых ж, ж' Е D выполняется неравенство

h(xf) — h(ж) ^  (V/i(ж), ж' — ж).
Через V/i(ж) здесь обозначен градиент функции Л, вычисленный 
в точке ж.

Дифференцируемую на D функцию h называют псевдовогну- 
той, если для любых ж, ж' Е D неравенство (Vh(x),  ж' — ж) ^  О 
влечет/1(ж') ^  Л(ж).

Каждая вогнутая дифференцируемая функция является псев- 
довогнутой, но не наоборот.

Если для любого А Е [0,1] и произвольных ж, ж' Е D справед­
ливо неравенство

h (Аж +  (1 — А)ж/) ^  гшп{/1(ж); /1(ж/)},
то функцию h называют квазивогнутой. Квазивогнутая функ­
ция h обладает тем свойством, что для любого числа а  множество
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{ж Е D | h(x)  ^  а} выпукло. На рис. 3 приведены иллюстрации 
понятий вогнутой (о), псевдовогнутой (б) и квазивогнутой (в) 
функций одной переменной.

Когда для любого А Е (0,1) и всех ж, ж' =  D, ж ф ж', имеет 
место строгое неравенство

Л(Аж +  (1 — А)ж') > m\n{h(x)\ h(ж')}, (1)

функцию Л называют строго квазивогнутой. Строго вогнутая 
функция строго квазивогнута, а псевдовогнутая функция ква­
зивогнута, но не наоборот. Если строго квазивогнутая функция 
достигает своего максимального значения на множестве D, то 
в единственной точке.

Функцию h называют сильно квазивогнутой, если для любых 
А Е (0,1); ж, ж' е О таких, что h(ж) ^  Л(ж'), имеет место стро­
гое неравенство (1). Каждая псевдовогнутая функция является 
сильно квазивогнутой. Если h полунепрерывна сверху и сильно 
квазивогнута, то она квазивогнута. Сильно квазивогнутая функ­
ция обладает тем свойством, что всякий ее локальный максимум 
является глобальным.

Когда функция —h вогнута, псевдовогнутаит. п., то саму функ­
цию h называют выпуклой, псевдовыпуклой и т. п.

В том случае, если все компоненты некоторой вектор-функ­
ции являются вогнутыми, псевдовогнутыми и т. п. функциями, 
эту вектор-функцию будем называть вогнутой, псевдовогнутой 
и т. п.
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Некоторые свойства псевдовогнутых и квазивогнутых функ­
ций рассмотрены в книге [37]. Подробное изложение свойств всех 
приведенных обобщений вогнутой функции можно найти в [197].

Важную роль при изучении экстремальных задач играют так 
называемые теоремы об альтернативе для систем линейных и во­
гнутых неравенств. Насчитывается немалое число подобного рода 
теорем. Приведем формулировки некоторых из них.

Пусть А и В — числовые матрицы размера т  х пи к х п соот­
ветственно. Будем считать, что матрица А содержит по крайней 
мере один ненулевой элемент.

Т е о р е м а  (Моцкин). Имеет место один и только один из 
следующих двух случаев:

1) система однородных линейных неравенств

Ах  > °(т)> В х  ^  0(fc)

имеет решение х  Е Е п\
2) система однородных линейных уравнений

у 1 А + у2 В — 0(п) (2)

имеет решение у1 > 0(т ), у2 ^  ()(*.)•
Т е о р е м а  (Таккер). Имеет место один и только один из 

следующих двух случаев:
1) система однородных линейных неравенств

А х >  0(mj, В х  ^  0(*.) 

имеет решение х  Е Е п\
2) система однородных линейных уравнений (2) имеет реше- 

н иеу1 > 0(то), у2 ^  0(fc).
Т е о р е м а  (Фан-Гликсберг-Гоффман). Пусть множество 

D С Е п выпукло и т-мерная вектор-функция h вогнута на 
этом множестве. Тогда имеет место один и только один из 
следующих двух случаев:

1) система вогнутых неравенств h(x) > 0(т ) имеет решение 
х Е Ь\

2) существует такой вектор у > 0(т ), что (у , h(x)) ^  0 для 
всех х  Е D .

П р и м е ч а н и е  1. Как легко видеть, в этих теоремах всегда 
можно считать, что сумма компонент ненулевых векторов у 1 и у 
равна единице.

4 В. В. Подиновский, В. Д. Ногин
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Доказательства первых двух теорем можно найти в [197], тре­
тьей—в [93,197].

2 . Выпуклость множества У позволяет сформулировать бо­
лее простые и содержательные условия оптимальности, чем усло­
вия, приведенные в предыдущем параграфе. Из рис. 4 видно, что

для любой слабо эффективной оценки у0 можно подобрать такой 
ненулевой вектор /х Е Е™, при котором функция (/х, у) достигает
максимума на У в точке у0. Точка у' показывает, что даже для 
эффективной оценки некоторые компоненты /х» вектора /х могут 
равняться нулю. А точка уп указывает на то, что вектор /х не 
обязательно должен определяться единственным образом.

Попробуем распространить сформулированное утверждение 
на случай невыпуклого множества У. Анализ рис. 4 показывает, 
что в приведенных рассуждениях использовалась по-существу вы­
пуклость не самого множестве У, а «выпуклость» его «северо-вос­
точной» границы. Действительно, если, например, от множества У 
«отрезать» часть по штрих-пунктирной линии или, наоборот, «до­
бавить» часть, ограниченную штриховой линией (или же сделать 
и то, и другое), то и для полученного множества высказанные 
соображения о свойствах точек у0, у', у" сохранят свою силу. Это 
объясняется тем, что существенную роль здесь играет лишь вы­
пуклость множества У* =  У — Е™, полученного из У добавлением
к каждой его точке ортанта —Е™ (на рис. 4 граница множества У* 
отмечена короткой штриховкой). Таким образом, если оценка у0
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слабо эффективна для множества У, то, как легко видеть, она 
будет слабо эффективной и для У*, а значит, пользуясь сфор­
мулированным выше утверждением применительно к выпуклому 
множеству У*, можно указать такой вектор /х > 0(т ), при котором 
функция (/х, у) достигает максимума на У* (а стало быть, и на У) 
в точке у0.

В вогнутых многокритериальных задачах (т. е. когда X выпук­
ло, а /  вогнута) множество У, вообще говоря, невыпукло, однако 
выпуклым оказывается множество У* (см. ниже лемму 2). Поэтому 
для каждого слабо эффективного решения х° существует вектор 
/х > 0(т) такой, что (/х, f { x 0)) =  тах(/х, f{x)).  Очевидно, всегда 
можно считать, что сумма компонент вектора /х равна единице.

П р и м е ч а н и е  2. Указанное необходимое условие слабой эф­
фективности решений прямо вытекает из одного общего резуль­
тата, полученного Л. Гурвичем для задачи оптимизации по вы­
пуклому конусу ([30] *), теорема 5.3.1). Позднее для эффектив­
ных решений оно было дано С. Карлиным [41], хотя в неявном 
виде (в терминах теории статистических решений) встречается 
еще у А. Вальда [235, 11] **). Л. Заде [249] указал на разобранное 
выше необходимое условие эффективности оценок для выпуклого 
множества У уже после С. Карлина. Справедливость этого условия 
для невыпуклого У в случае выпуклости множества У* вытекает 
из результатов П. Ю [246]. Дж. Лин [192] установил это условие для 
более частного случая так называемой р-направленной выпукло­
сти множества У (при р Е Е>).

3. Перейдем к строгому изложению.
Л е м м а  1.1) Пусть у0 Е У. Оценка у0 слабо эффективна для 

множества У тогда и только тогда, когда она слабо эффективна 
для множества У*;

2) S(Y)  =  У П Fr(y*), где через Fr(y*) обозначена граница 
множества У*;

3) P(Y)  =  Р (П );
4) G(V) =  G(Y.y,
5) B(Y)  =  B(Y,).

*) Эта работа, как указано в предисловии к книге К. Дж. Эрроу, Л. Гур- 
вича и X. Удзавы «Исследования по линейному и нелинейному программиро­
ванию», выполнена в 1952-1954 гг.

**) В списке литературы указаны русские переводы [41,11]. В оригинале 
(на английском языке) первый том монографии С. Карлина вышел в 1959 г., 
а книга А. Вальда — в 1950 г.

4*
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Если у0 Е Y  является слабо эффектив­
ной оценкой для У*, то, очевидно, она слабо эффективна и для У, 
так как УСУ*.  Для доказательства обратного утверждения пред­
положим противное: у0 Е 5(У) и существует такая точка z Е У*, 
чтог > у0. Согласно равенству У* =  У — Е™ это означает, что для
некоторых у Е У и е Е Е™ верно у — е > у0. Но тогда у > у0, что 
противоречит у0 Е S(Y).

2) Пусть у0 Е 5(У). Если у0 0 Fr(y*), то найдется z Е У*, для 
которого z > у0. Но так как г Е У*, то z =  у -  е для некоторых 
у Е У и е Е Е™. Поэтому у > у0, что противоречит у0 Е 5 (У).

Наоборот, пусть у0 Е У П Ег(У*). Если у0 0 5(У), то существу­
ет элемент у Е У такой, что у > у0, а это противоречит условию 
У0 6 Ег(У*).

3) Пусть у0 Е Р(У). Предположим, что у0 0 Р(У*), так что 
найдется z Е У*, для которого z > у0. Тогда у — е > у0 при некото­
рых у Е У ие Е Е™, что противоречит у0 Е Р( У). Следовательно,
Р(У)  С Р(У*).

Пусть теперь у0 Е Р(У*) и у0 0 Р(У). Отсюда в силу УСУ* 
следует у0 0 У. Поэтому у0 =  у — е для некоторых у Е У 
и е > 0(mj, что противоречит у0 Е Р(У*). Значит, Р(У*) С Р(У).

В справедливости равенства 4) легко убедиться, воспользовав­
шись теоремой 1.15.

Для доказательства равенства 5) достаточно заметить, что 
в определении подлинной эффективности участвует именно мно­
жество У* (см. (1.6.5)). ■

В общем случае равенство S(Y)  =  5(У*) не имеет места.
П р и м е р 1 .  Пусть У =  {у Е Е 2 | у2 < 0} U {(0,0)}. Тогда 

У* =  У U {у Е Е 2 | yi < 0, у2 =  0}. Очевидно, точка у0 =  (—1,0) 
входит в 5(У*). Однако у0 0 У, и поэтому у0 £ 5(У).

Множество У будем называть эффективно выпуклым, если 
выпукло множество У* *). Легко видеть, что если У выпукло, то 
оно и эффективно выпукло, но не наоборот.

Введем в рассмотрение замыкание М множества М:

М =  ( д  6 Е> (3)

*) Множество У называется ffc-выпуклым (ft С Е т ), если выпукло мно­
жество Y  ft [246]. Следовательно, эффективно выпуклое —это (—Е>)  — 
выпуклое множество.
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Т е о р е м а  1 (Ю). Пусть У эффективно выпукло. Оценка 
у0 Е Y  слабо эффективна тогда и только тогда, когда существу­
ет вектор р, € М, при котором

(м, У°) ^  (м, у) для всех у € У. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность следует из теоремы 1.3 
(эту часть доказательства легко проверить и опираясь непо­
средственно на определение слабо эффективной оценки). Пусть 
у0 € S(Y).  Благодаря эффективной выпуклости Г и лемме 1, 
множество Y  можно считать выпуклым. Таким образом, система 
неравенств у* — у? > 0, г =  1, 2, . . . ,  га, несовместна на выпуклом 
множестве У. По теореме Фана-Гликсберга-Гоффмана существу­
ет такой вектор /х € М, что (/х, у — у0) ^  0 для всех у € У. ■

Введем множества

Y* =  Ц_{г/° 6 Y \ { » , y ° )  = тах (д ,у )} , (5)
нем yeY

Y>=  U {У° € Y \  (/*,у°) =  шах(/х,у)}, (6)
нем у£у

где М определяется выражением (1.2.1). Согласно теореме 1.3 
и примеру 1.2 всегда справедливы включения

У> С  Р(У) С  5(У ), У^ С  5(У ),
причем рис. 4 показывает, что все они в общем случае являются 
строгими. Если множество У эффективно выпукло, то по теореме 1 
У> = 5(У), однако включения

У> с  Р(У) С  У^ (7)

могут оставаться строгими (рис. 4). Более глубокая взаимосвязь 
множеств из (7) будет раскрыта в третьей главе.

Нижеследующая лемма позволит результаты, сформулирован­
ные выше для оценок, перенести на решения вогнутых многокри­
териальных задач.

Л е м м а  2 (Ю). Если X  выпукло, a f  вогнута, то множество 
У является эффективно выпуклым.

Д о к аз а т е л ь с т в о .  Пусть у' ^  /(ж 1) и у" ^  /(ж 2). Надо по­
казать, что для любого А € (0, 1) точка у0 =  А у' +  (1 — А)у" при­
надлежит множеству У*. В силу вогнутости /  имеем

У А = /(Аж1 +  (1 -  А)ж2) ^  Ху' + (1 -  А)у" = у0. 
Следовательно, можно записать у0 =  уА — е, где уА € Y, е  € Е>. Ш
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Из теоремы 1 и последней леммы вытекает
Т е о р е м а  2 (Гурвич, Карлин). Пусть X  выпукло, a f  вогну­

та. Д ля слабой эффективности точки х Е_Х необходимо и доста­
точно, чтобы существовал вектор /х € М, при котором имеет 
место равенство

(#*> /(* ° )) =  т ах(м, /(* )). (8)

П р и м е ч а н и е  3. Теорема 2 была получена как следствие те­
оремы 1. В свою очередь теорема 1 является следствием леммы 2 
и теоремы 2, если в последней в качестве X  взять У, а вместо 
/  — линейную вектор-функцию (j/i, j/2> • • • , Ут)- Таким образом, 
указанные теоремы эквивалентны.

По аналогии с (5) и (6) можно ввести множества
Х > =  U {®° € X | (ц, /(ж 0)) =  max(/x, f (x) )} ,  (9)

‘  дем х€Х

х> = и  {ж° е XT I <At, /(ж 0)) =  majc</x,/(ж))}, (10)
ре м Х̂ х

для которых всегда верны включения

Х> с  Pf (X)  С Sf(X),  Х г  С Sf(X).

Теорема 2 показывает, что в вогнутых многокритериальных зада­
чах имеет место равенство

х *  = Sf(X),  ( 1 1 )

хотя, как следует из вышеизложенного, включения
Х> с  Pf (X)  С (12)

могут быть строгими. Итак, каждая слабо эффективная точ­
ка является решением вогнутой задачи максимизации функции 
(/х, f (x) )  при некотором /х € М; и наоборот, каждое решение такой 
задачи есть слабо эффективная точка.

Из теоремы 2 вытекает следующее утверждение.
Пусть X  выпукло, /  вогнута, Y  С Е > . Тогда решение х° сла­

бо эффективно в том и только том случае, если при некотором 
/х е  М

т т

П  № ( х °) =  max П  /<*'(*)•
i=l г=1

Действительно, согласно лемме 1.8.2, х° € S f ( X)  тогда и 
только тогда, когда ж0 слабо эффективно по вектор-функции
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/ '  =  (In / 1, In / 2, . . .  , In f m). Ho / ' ,  как несложно проверить, 
вогнута, и для нее равенство (8) равносильно вышеуказанному. ■

Теорему 2 можно несколько усилить в случае т > п + 1, если 
воспользоваться следующим результатом, имеющим и определен­
ный самостоятельный интерес.

Л е м м а  3. Предположим, что вектор-функция f  квазиво- 
гнута на выпуклом множестве X . Точка х° € X  слабо эффек­
тивна по f  относительно X  тогда и только тогда, когда она 
слабо эффективна по некоторой не более чем (п +  1)-мерной век­
тор-функции, составленной из компонент вектор-функции / .

Д о к а з а т е л ь с т во .  Если точка х° слабо эффективна по неко­
торой вектор-функции, образованной из компонент / 1, / 2, • • • , /ш ? 
то, очевидно, эта точка будет слабо эффективной и по вектор- 
функции / .  Докажем необходимость. Предположим противное: х° 
слабо эффективна по /  , но по каждой вектор-функции, образован­
ной из п +  1 компонент / ,  она не является слабо эффективной. 
Положим

X i = {х  € X  | f i (x) > f i ( x0)}, i =  1, 2, . . .  ,m.

Благодаря квазивогнутости / ,  все множества Xi  являются вы­
пуклыми. Так как точка х° не является слабо эффективной по 
каждой вектор-функции, образованной из п +  1 компонент / ,  то 
пересечение любых п +  1 множеств из семейства X i, Х2, . . . ,  Х т

т
непусто. В этом случае согласно теореме Хелл и (см. [93]) f] Xi  ф 0 .

i=1
Это означает существование х € X, для которого f ( x)  > /(ж 0), 
что противоречит предположению о слабой эффективности х° по 
вектор-функции. ■

Из теоремы 2 и леммы 3 вытекает
С л е д с т в и е  1. Пусть множество X  выпукло, вектор-функ­

ция f  =  ( / 1, / 2, . . .  , fm) вогнутанаХ и т  > п + 1. Точках0 € X 
слабо эффективна тогда и только тогда, когда существует век­
тор fi € М, у которого не более чем п + 1 положительная компо­
нента и такой, что справедливо равенство (8).

Так как строго вогнутая функция является и строго квазиво- 
гнутой, то из теорем 1.6.2 и 2, а также примера 1.2 вытекает

С л е д с т в и е  2. Пусть X  выпукло, a f  строго вогнута. 
Для эффективности точки х° £ X необходимо и достаточно, 
чтобы существовал вектор р € М, при котором справедливо 
равенство (8).



104 Условия оптимальности [Гл. 2

4. Перейдем к рассмотрению свойств собственно эффективных 
оценок и решений.

Т е о р е м а  3. Пусть множество Y  эффективно выпукло. 
Оценка у0 Е Y  собственно эффективна тогда и только тогда) 
когда существует вектор /х Е М, при котором имеет место (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность следует из следствия 1.5. 
Проверим необходимость. Согласно лемме 1 и теореме 1.14 из 
собственной эффективности точки у 0 Е Y  вытекает, что эта точ­
ка является слабо эффективной относительно множества У* по 
вектор-функции {{у} , у ) , (у2, у ) , . . . ,  {ут,у}),гдевекторы^ 1 € М 
имеют вид (114). Следовательно, по теореме 2 существует вектор 
/I Е М такой, что для всех у Е У*

т
Х)Мг(М*,У0 -У> ^ 0 .

1=1

Отсюда, учитывая вид (114) векторов /хг и условие 

после несложных преобразований получаем
t=i

т
^[/1^(1-me)+ £](y°-yi) ^0 для всех у € У,- 
1 =  1

1,

Введем вектор /х с компонентами щ  =  /х̂  (1 — те)  +  е, г =  1 ,2 , . . .
. . .  , т.  Остается показать, что /х Е М. Так как /хг Е М, то е > 0 
и 1 — (т — 1)е >0. Поэтому /х* > е (1 — /х*) ^  0, г =  1, 2, . . .  , т.  
Кроме того,

m т
= те  +  ~ те) = 1. ■

t = i  t = i

Согласно теореме 1.12 в общем случае каждая собственно эф­
фективная оценка у0 характеризуется набором из т  векторов 
/х*ЕМ таким, что для любого у Е Y  найдется вектор из этого 
набора, обеспечивающий выполнение неравенства (1.9). Доказан­
ная теорема говорит о том, что при эффективной выпуклости Y  
вместо всего такого набора можно указать один вектор /х Е М. 
Поэтому G(Y)  =  Y>. Заметим, что на рис. 4 точка у' несобственно 
эффективна.

П р и м е ч а н и е  4. Теорема 3 устанавливает характеристиче­
ское свойство собственно эффективных точек эффективно выпук­
лого множества Y  при помощи функции (р(у) =  (/х, у), где /х Е М.
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В работе [158] сходный результат при некоторых дополнительных 
условиях на множество оценок Y  получен для функции

[ т -| 1/2
У '((««“  У « )М )2 > гдеи» > supyj, i = 1,2,

i= 1 J V*Y

Опираясь на лемму 2, из теоремы 3 сразу получаем следующее 
утверждение, характеризующее собственно эффективные реше­
ния в вогнутых многокритериальных задачах.

Т е о р е м а  4 (Джоффрион). Пусть X  выпукло, a f  вогнута. 
Д ля собственной эффективности точки х° € X  необходимо и до­
статочно, чтобы существовал вектор /х € М, при котором име­
ет место равенство (8).

Таким образом, для вогнутых многокритериальных задач 
справедливо равенство

Gf (X)  = Х>. (13)

П р и м е ч а н и е  5. Теорема 4 была получена как следствие те­
оремы 3. На самом деле, теоремы 3 и 4 (так же, как теоремы 1 и 2) 
являются эквивалентными.

5. Рассмотрим подлинно эффективные оценки и решения. 
В предыдущем параграфе (см. теорему 1.16) равенство множеств 
подлинно и собственно эффективных точек было установлено при 
определенных предположениях, среди которых было условие за­
мкнутости множества Y. Как показывает нижеследующая теоре­
ма, в случае эффективно выпуклого (и не обязательно замкну­
того) Y  равенство указанных множеств всегда имеет место.

Т е о р е м а  5. Если множество Y  эффективно выпукло, то 
В(У) = G(Y).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая теорему 1.6.1, остается дока­
зать включение B(Y)  С G(Y).  Пусть у0 € B(Y).  Не умаляя общ­
ности, П О Л О Ж И М  у0 = 0(т ).

Так же, как и в доказательстве теоремы 1.16, предполагая 
противоположное, получим существование последовательностей 
{£fc}, {yk} таких, чт°£к —► + 0 иимеетместо(1.22), (1.23). Возмож­
ны два случая: последовательность точек {ук} может оказаться 
ограниченной либо неограниченной. Рассмотрим отдельно эти два 
случая.

1) Пусть sup*. Ну* || ^  const. Поскольку из ограниченной после­
довательности всегда можно выделить сходящуюся подпоследова­
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тельность, то будем считать сходящейся саму последовательность: 
lim у к — у*. Из (1.23) следует у * ^  0(т ). Если у * =  0(т ), то так

/с-ю о v ' v '
же, как и в доказательстве теоремы 1.15, определим последова­
тельность (1.24) и придем к противоречию. Пусть у* > 0(т ). Рас­
смотрим последовательность

Ък = куки  где у к = \ у к, к = 1, 2, . . .

В силу выпуклости У* имеем у* Е У*. Таким образом, lima;* =  
= у* Е Т(У*, 0(mj). Это вместе с неравенством у* > 0(т ) противо­
речит предположению 0(т ) € В(У).

2) Пусть su p ||у*|| = +оо. Можно считать, что ||у*|| ^  1, 
к

к =  1, 2, . . .  Введем последовательность

й к = кук, где у* =  — '-кгУ , к = 1 ,2 , . . .  
к\\У \\

Благодаря выпуклости множества У* здесь также имеем у* € У*, 
к =  1 ,2 , . . .  Последовательность {о;*}, как последовательность 
точек на единичной замкнутой сфере, можно считать сходящей­
ся: lim а;* =  и  Е Т(У*, 0(т )). Используя систему неравенств (1.23), 
нетрудно прийти к неравенству a; ^  0(т ), которое вместе с ||а;|| =  1 
противоречит предположению 0(mj Е B(Y) .  U

Таким образом, в случае эффективной выпуклости У поня­
тия подлинной и собственной эффективности равносильны. Со­
гласно лемме 2 этот вывод справедлив, в частности, для вогну­
тых многокритериальных задач: если X  выпукло и /  вогнута, то 
Bf ( X)  =  Gf ( X)  [124]. Следовательно, теоремы 3 и 4 устанавли­
вают также характеристическое свойство подлинно эффективных 
оценок и решений.

6 . Пусть вогнутые векторные функции /  =  (/ i ,  / 2, • • •, /т)> 
g — (g*bg*2, • • • ,gk)  определены на выпуклом множестве D С Е п. 
В этом пункте для задачи с допустимым множеством (1.1.1) бу­
дут получены необходимые и достаточные условия оптимальности 
в терминах седловых точек скалярной функции Лагранжа

х, А) = {ц, /(ж)) +  (A, g(x)).

Эта функция считается заданной для таких пар векторов ( х , А), что 
х Е £), Л Е Е>', m-мерный вектор р здесь является параметром.



Напомним, что пара (ж0, А0) называется седловой точкой функ­
ции Лагранжа j£?(/x, •, •), если неравенства

х, А0) ^  х°, А0) ^  ж0, А) (14)
имеют место для всех ж £ D, А £ £/>.

Т е о р е м а  6 (Кун-Таккер-Гурвич-Джоффрион). Пусть век­
тор-функции / ,  g вогнуты на выпуклом множестве D и выпол­
няется условие регулярности Слейтера: существует такая точ­
ках £ D,4mog(x)  > 0(*.). Для слабой эффективности {собствен­
ной эффективности) точки х° £ X  необходимо и достаточно, 
чтобы существовали вектор /х £ М (/х £ М) и вектор А0 £ Е>
гаакгхе, что пара (ж0, А0) является седловой точкой функции Ла­
гранжа.

Д о к аз ат е л ь с т в о .  Вначале докажем условия слабой эффек­
тивности.

Д о ст а то чн ос ть .  Если пара (ж0, А0) есть седловая точка, то 
из правого неравенства (14) при А = 0^) имеем (A0, g(x0)) ^  0. Но 
А0 ^  0(*.) и g(x°) ^  0, поэтому

(А",*(а:о) ) = 0 .  (15)
Следовательно, левое неравенство (14) влечет

(м, / ( * ) )  +  Й °, g(x)) й  (д , / ( я 0)) ДЛЯ всех ж € D. 
Отсюда следует

((1 , /(ж)) ^  (/х, f ( x 0)) для всех х £ X.
Так как /х > 0(т ), то ж0 £ Sf ( X) .

Необходимость .  Из слабой эффективности ж0 вытекает 
несовместность на D следующей системы вогнутых неравенств:

/(ж) -  /(ж °)> 0(т ) , 
g{x)  ^  0(fc).

По теореме Фана-Гликсберга-Гоффмана об альтернативе суще­
ствуют неотрицательные числа /xi, /Х2, . . .  , /хт , А®, А§,. . .  , А®,
т к
^2  ^5 = 1 , такие, что
t=i j =1

(/X, /(ж) -  /(ж 0)) + (А°,#(х)) ^  0 для всех ж € D. (16)
Отсюда следует левое неравенство (14). Далее, если в (16) поло­
жить ж =  ж0, то получим (A°,g'(x0)) ^  0. Но (A,g-(x0)) ^  0 для
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любого А € £>, поэтому (A0, g( x0)) ^  (A, g*(x°)),T. е. правое нера­
венство (14) также выполняется.

Для того чтобы доказать включение /х € М, достаточно убе­
диться, что /х > 0(т ), поскольку в этом случае неравенства (14)

т
всегда можно поделить на ^ /х * . Действительно, если бы бы-

г=1
ло /х = 0(т ), то из (16) при х — х следовало бы неравенство
(A°,g*(2?)) ^  0, противоречащее условию регулярности и равенству 
к

А® = 1. Условия слабой эффективности доказаны. 
з=1

Условия собственной эффективности получаются из доказан­
ных условий слабой эффективности при помощи теоремы 1.14 (ана­
логично тому, как это было сделано в доказательстве теоремы 3). 
Эти условия будут отличаться от условий слабой эффективности 
лишь тем, что в них вектор /х, участвующий в фушщии Лагранжа, 
будет удовлетворять включению / х € М , а н е / х € М .  ■

7. Рассмотрим линейную многокритериальную задачу. Пусть 
линейная вектор-функция /  имеет вид

/(я) =  « с 1, яг>, <с2, яг>, — , <с*", яг»,
а множество X  полиэдрально, т. е. задано конечной системой ли­
нейных неравенств

Х  = { х € Е п \ ( а * , х ) й Ь 3, j  = l , 2 , . . . , k } ,  (17).

где аг е Е п, bj е Е, j  =  1, 2, . . . ,  к.
В линейной многокритериальной задаче множество оценок Y  

не только выпукло, но также и полиэдрально. Рис. 5 наводит
на мысль о том, что здесь для каж­
дой эффективной оценки у0 можно 
подобрать вектор /х € М такой, чтобы 
точка у0 была точкой максимума на Y  
функции (/х, у). Следовательно, вспо­
мнив теорему 3, можно предполо­
жить, что множества P(Y)  и G(Y)  
(а также Pf ( X)  и Gf ( X) )  в линей­
ных задачах совпадают. Это предпо­
ложение действительно оказывается 
верным.

У2

Рис. 5
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Вначале докажем следующую теорему, приведенную в [208] для 
эффективных решений.

Т е о р е м а  7. Для того чтобы в линейной задаче точка х° £ X  
была эффективной (слабо эффективной), необходимо *), чтобы 
для некоторых векторов /х £ М (/х £ М) и X £ выполнялись 
равенства ~

771 к
EMiC1 =  £ А  ja }
г=1 j —1

(18)

к
Т , хЛ ьз -  («•'.я »  = °-

i= i
(19)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через J  (х°) обозначим множество индек­
сов активных ограничений, т. е. j  £ J{x°)  тогда и только тогда, 
когда (а-7, ж0) =  bj.

Эффективность х° влечет несовместность следующей системы 
линейных неравенств:

(сг, х) > 0, г =  1 ,2 , . . .  , 7П, (20)

— (ст7, х) ^  0 для всех j  £ J(x°).

Действительно, если х — решение системы (20), то для достаточно 
малого е > 0 и точки х =  х° +  ех будем иметь

(сг, ж') > (с\  ж0), г =  1, 2,. . . , т ,
(ег7, х )  ^  (а-7, ж0) = bj для всех j  £ J (ж0),

(а-7, ж') < bj для всех остальных j,

что противоречит эффективности ж0.
Из несовместности неравенств (20) по теореме Таккера об аль­

тернативе следует существование векторов /х £ М, А £ Е> таких, 
что выполняется равенство

771
£ / * « с '=  £ ) Xja3, (21)
г=1 j£j(x°)

которое, очевидно, эквивалентно равенствам (18), (19).

*) Как показывает доказательство леммы 4, условия теоремы 7 являют­
ся и достаточными.
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(с\  ж) > 0, г = 1, 2, . . .  , 7П,
— (а•*, х) ^  0 для всех j  6 J(x°)y

и применение теоремы Моцкина приведет к равенству (21) с /х € М 
и А € Е>. Ш

Л е м м а  4. В линейной задаче точка х° эффективна тогда 
и только тогда, когда существует вектор /х € М, для которого 
выполняется

771 771

5Z V i  (с‘> *°) =  ma£ Y ,  V i  <с‘> х ) • (22)
*=1 1 € Х  <=1

Для доказательства необходимости возьмем произвольное 
х £ X . Умножая равенство (21) скалярно на х — ж0, получим

771

' £ v i { c \ x - x ° ) =  bj{a3, x - x ° ) .  (23)
i=l j€J(x°)

Ho (a-7, ж0) = bj для j  € «/(ж0) и ж) й  6j, поэтому правая часть 
равенства (23) неположительна для любого ж € X. Неположитель­
ность левой части (23) влечет (22). Достаточность имеет место 
в силу /х > 0(т ) (см. пример 1.2). ■

П р и м е ч а н и е  6. Лемма 4 для линейных задач специального 
вида впервые была получена Т. Купмансом [184]; затем А. Чарнс 
и У. Купер [130] доказали ее при помощи теоремы двойственности 
линейного программирования на основе теоремы 1.6. Аналогич­
ным путем П. Бод [121] показал ее справедливость для общего слу­
чая. Позднее она была установлена в статьях [149,172]. В работе [77] 
она получена при помощи теоремы двойственности линейного про­
граммирования на основе теоремы 1.5.

Согласно доказанной лемме, в линейной задаче всегда выпол­
няются равенства P(Y)  =  У> и Pf ( X)  =  Х>.

Сравнивая лемму 4 с теоремой 4, получаем
С л е д с т в и е  3. В линейной задаче справедливы равенства

P(Y)  = G ( Y ), Pf ( X)  = Gf (X).

8. Равенства из последнего следствия получены для линейной 
многокритериальной задачи, т. е. в предположении линейности
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всех функций и аффинности *) всех функций g j , участвующих 
в определении множества X  (1.1.1). Здесь мы покажем, что указан­
ные равенства справедливы и для определенного класса нелиней­
ных функций, а именно для полиэдральных вогнутых функций.

Напомним (см. [93]), что полиэдральной вогнутой называют 
числовую функцию h: Е п —> Е  вида

h(x)  =  min ((е7, х) +  а 7),
7 j e { i , 2 , . . . , s }  з п

где е7 Е £?n, otj Е Е  для всех j .  Понятно, что всякая аффинная 
(в частности, линейная) функция является полиэдральной вогну­
той, но не наоборот. Полиэдральная вогнутая функция вогнута 
на Е п. В соответствии с этим будем считать, что критерии имеют 
вид

f i (x)  =  min ((с̂ ’(г), х) +  а}), г = 1, 2, . . .  , га,

где Mi = {1 , 2 , . . . ,  а*} и cj (i) Е Е п, а} Е Е  всех i и j .
Л е м м а  5. Если множество X  полиэдрально, все функции fi 

являются полиэдральными вогнутыми и P(Y)  ф 0 , то множе­
ство У* полиэдрально.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В — это матрица, первую стро­
ку которой составляют компоненты некоторого вектора из 
с1 (1), с2(1) , . . . ,  с31 (1), вторую строку —компоненты некоторого 
вектора из с1 (2), с2(2) , . . . ,  с52(2),ит. д.; последнюю строку — ком­
поненты некоторого вектора из с ^ т ) ,  с2( т ) , . . . ,  с5т (т) .  Пусть 
6 —это соответствующий матрице В  вектор, первой компонентой 
которого служит одно из чисел а | ,  а ^ , . . . ,  ос\ , второй —одно из
чисел а 2, а | , . . .  , а 2з и т. д.; последней компонентой — одно из 
чисел а^1, а^1, . . . ,  Так что, например, матрице, у которой 
первая строка есть вектор с1 (1), вторая строка — вектор с1 (2) 
и т. д., последняя строка — вектор с1 (га), соответствует вектор 6 
с компонентами а | ,  а 2, . . . ,  а™. Очевидно, число таких матриц 
равно числу соответствующих векторов и является конечным. 
Исключим из введенного набора матриц и векторов «лишние», т. е. 
такие, для которых не существует х Е X, при котором имеет место 
равенство f {x)  =  Вх  +  Ь. Оставшийся набор матриц обозначим

*) Числовая функция h аффинна, если она одновременно вогнута и вы­
пукла на Е п . Аффинная функция представляет собой сумму линейной функ­
ции и некоторого числа, т. е. h(x)  =  (с, х) +  6, где с Е £ п, 6 Е Е.
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через В 1, В 2, . . . ,  В г , а соответствующие им векторы — через
Ь1, 62, . . .  , Ьг.

Введем в рассмотрение множества

X j  =  {х  € X | / (* )  =  В ’ х + Ь7}, j  =  1 ,2, . . . ,  г,

и условимся г-ю компоненту вектора В* х + Ь* обозначать через 
< в ? , х >  +  ь } , ;  =  1 , 2 , . . .  , 7 П .  Из определения множества Xj  сле­
дует, что если х Е Xj, то х Е X и, кроме того, х удовлетворяет 
следующей конечной системе линейных неравенств:

(£<>*) + Ь1 й  (ск(г),х) +  а£, 
к  =  1, 2, . . .  , S{у i =  1, 2, . . .  , га.

Обратно, если х € X  удовлетворяет этой системе линейных нера­
венств, то

{В- , х)  + bl = min ((ck( i ) , x ) + а'к), i =  1, 2, . . .  ,т ,k£Mi

т. е. В> х + Ы =  /(х) .  Поэтому с учетом полиэдральности X полу­
чаем, что каждое Xj  представляет собой множество решений неко­
торой конечной системы линейных неравенств, т. е. полиэдрально. 
Проверим равенство

х =  и
i = 1

Пусть х Е X. В силу определения матриц Z?1, В 2, . . . ,  В г и соот­
ветствующих им векторов 61, 62, . . .  , 6Г найдутся Вi и Ы такие, что 
В^х + Ы =  / (х) .  Следовательно, X С |J  Xj. Обратное включение

з
выполняется по определению множеств Xj. Таким образом, можно 
записать

y  =  f ( x )  =  f ( \ J X j ) =  U f { X j ) .
Ъ=1 7 3=1

Для любого х G Xj справедливо равенство / (х)  =  £^х +  W . 
Это означает, что на множестве X j  полиэдральная вогнутая (по­
компонентно) вектор-функция /  совпадает с некоторым аффин­
ным отображением (т. е. с суммой некоторого линейного отобра­
жения и постоянного вектора). Отсюда благодаря полиэдрально­
сти Xj следует (см. теорему 19.3 из [93]), что / ( Xj )  — полиэд­
ральное множество, j  =  1, 2, . . .  , г. Следовательно, У —это объ­
единение конечного числа полиэдральных множеств (в частности, 
является замкнутым). С самого начала мы предполагали, что
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Р(У) ф 0 , поэтому из замкнутости Y  согласно лемме 1, которая 
доказана в § 3.1, следует замкнутость множества У*. Опираясь на 
выпуклость X  и вогнутость функций f i , легко установить (см. лем­
му 2.2), что У*, кроме того, является выпуклым множеством.

Для множества У* можно записать представления

Y. = Y - E ? =  LJ / ( * ; )  -  Е? =  L) [ / ( * ; )  -  Е?].
j = 1 ” j = 1

Заметим, что благодаря полиэдральное™ f ( Xj )  все множества 
f { Xj )  — Р™, j  =  1, 2, . . . ,  г, полиэдральны (см. следствие 19.3.2
из [93]).

Далее, поскольку У* — выпуклое замкнутое множество, то

У* = сопуУ* = convj U [ / (Xj)  -  £ > ] ) .
l i=i " J

Справа здесь стоит замыкание выпуклой оболочки конечного чи­
сла полиэдральных множеств. Оно само является полиэдральным 
множеством (см. теорему 19.6 из [93]). Следовательно, У* — поли­
эдральное множество. ■

Т е о р е м а  8. Пусть допустимое множество X  имеет вид 
(1.1.1), D = Е п и все функции f i , gj являются полиэдральными 
вогнутыми. Тогда Р(У) = G(Y) (а значит, Pf {X)  =  Gf (X) ) .

Д о к аз ат е л ь с т в о .  Благодаря тому, что gj  — полиэдральные 
вогнутые функции, множество X  полиэдрально.

Если Р(У) = 0 , то равенство Р(У) =  G(Y)  выполняется. По­
этому пусть Р(У) =  0 . В этом случае, согласно лемме 5, полиэд­
ральным является множество У*. Поэтому в силу следствия 3 спра­
ведливо равенство Р(У*) = С(У*). Отсюда, учитывая лемму 1, 
получаем Р(У) = G(Y). Я

Заметим, что отличные от приведенных выше условия на функ­
ции fi и g j , обеспечивающие совпадение эффективных и собствен­
но эффективных точек, можно найти в [68].

§  2 . 3 .  У с л о в и я  о п т и м а л ь н о с т и  

д л я  д в у х к р и т е р и а л ь н ы х  з а д а ч  1

1. В данном параграфе рассматриваются условия оптимально­
сти по Парето для задач с векторным критерием /  = ( / i , / 2)- При 
формулировке этих условий используются сведения о наибольших
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и наименьших значениях критериев на множестве эффективных 
решений.

Предположим, что Pf ( X)  ф 0 . Тогда

sup f i (x)  ^  sup f i (x),  г =  1,2. (1)
х еР/(Х) хех

Если же множество Р/ ( Х)  еще и внешне устойчиво, то согласно 
следствию 1.4 это нестрогое неравенство обращается в равенство.

Л е м м а  1. Если у0 £ P(Y)  и

Рис. 6

у? = max у \ , то у о =  min У2 - 
у е Р ( У ) У1 у е Р ( У ) У

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допус­
тим, что у о > inf J/2- Тогда 

y e P ( Y )
найдется у* £ P(Y)  такой, что 
У2 > У2- В силу эффективно­
сти у* должно быть У? < У*, а это 
противоречит условию леммы. ■ 

Заметим, что на случай т  > 2 
лемма 1 не обобщается (см. рис. 6, 
где Y  =  P(Y)  — шестиугольник, 
вписанный в треугольник АВС).

2. Обратимся к рассмотрению двухкритериальной задачи, в ко­
торой вектор-функция /  =  ( / i , / 2) задана на непустом множестве 
X  С Е п. Введем следующие обозначения:

bi = sup f i{x),  г =  1,2; 
хех

X*1 = { x € X \ f 1(x) = b1}-,

{sup{/2(x) I ж € X ,} , если XJ ф 0 , 
inf { /2(3;) I x  € X} — в противном случае.

Условимся считать, что [02, 62] означает соответствующий от­
резок в случае конечных 02 и 62, а в случае, если одно из них 
(или оба) есть бесконечность, то — соответствующий луч (или 
всю числовую прямую). Например, если a% =  — 00, то [аг, 62] есть
(-00,62].

Если Pf(X) ф 0 , то согласно (1) /г(х) ^  62 для любого 
х  е Pf(X).  Если X* ф 0 , то благодаря лемме 1 /г(х) ^  аг для 
всех х € Pf(X).  Если X* =  0 , то для каждого х  € Р /(Х ) также 
имеем /г(х) ^  аг- Таким образом, /г(х) € [аг, 62] при х € Р /(Х ).
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Для а  6 [а2, £>2] введем в рассмотрение задачу: найти
m ax{/i(a;)|a; € X , f 2(x) ^  а} . (2)

Если ж0 € Р/ (Х) ,  то согласно теореме 1.5 ж0 — единственное 
(с точностью до эквивалентности решение задачи (2) при 
а  =  / 2(3?°), причем, как выяснено выше, а  € [«2,^2]* Наоборот, 
если х° — единственное (с точностью до 
эквивалентности решение задачи (2), 
то из теоремы 1.8 (при <po(/(z)) =  /i(z ) ,
Vi ( f (x) )  =  f 2 (x), t i  =  а) следует эффек­
тивность ж0.

Все это означает, что х° € Р /(Х ) то­
гда и только тогда, когда точка х° явля­
ется единственным (с точностью до эк­
вивалентности ~f)  решением скалярной 
задачи (2) при a  € [аг, 62] (см. рис. 7).

П р и м е ч а н и е  1. Легко понять, что 
наименьший интервал изменения пара­
метра а , при котором остается справедли­
вым сформулированное выше взаимнооднозначное соответствие 
между эффективными точками и решениями задачи (2), есть 
[йг.М .где

о2 =  inf /г(ж), Ь2 -  sup / 2(ж).
x € P f (X)  х е Р / ( Х )

Но дело в том, что в общем случае вычислить эти величины 
практически сложно. Поэтому вместо них берутся другие гра­
ницы («с запасом»), как, например, a 2 и 62, определенные ра­
нее. Заметим также, что в случае X* =  0  и Ь\ < +оо в качестве 
нижней границы интервала изменения а  можно брать, например, 
su p {y 2  | У £ У\ У\ = £>i}, что является более точным, чем a 2 (по­
следнее видно на рис. 7, если из множества Y , изображенного на 
нем, исключить все точки, первая координата которых есть 61).

В § 2.1 было отмечено, что требуемое условие единственности 
выполняется, если X  выпукло, /  =  ( / 1, / 2) квазивогнута, причем f \  
строго квазивогнута. Другие, специфические для двухкритери­
ального случая достаточные условия единственности указывает

Т е о р е м а  1. Для того чтобы каждое решение задачи (2) при 
а  € [<*2, 62] было единственным с точностью до эквивалентно­
сти (а значит, и эффективным), достаточно выполнения 
одного из следующих условий:

Рис. 7
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1) X  выпукло, /х сильно квазивогнута, а /2 вогнута;
2) множество Y+ = Y  — Е> выпукло;
3) X  — Е п и функция /х такова, 'что каждый ее локаль­

ный максимум является глобальным, а /2 полунепрерывна снизу 
на Е п .

Заметим, что вогнутая функция сильно квазивогнута (см. § 2.2), 
поэтому условие 1) выполнено, если X выпукло, а /  вогнута (в этом 
случае удовлетворяется и условие 2)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что решение х° задачи (2) не 
является единственным с точностью до эквивалентности т. е. 
найдется х 1 € X, для которого

= / 2(х') > / 2(х°). (3)
Если f \ (x' )  =  61, то в силу определения числа а<ь приходим 

к противоречию:

02 ^  h{x ' )  > h{x° )  ^  а  ^  02-
Пусть < Ьх. Рассматривая последовательно предполо­

жения теоремы, придем к противоречиям:
1) Из неравенства /х(ж') < 6х следует существование такой 

точки х* € X, что
/i(**) > /i(* ') . (4)

Для любого А € (0, 1), благодаря вогнутости /2 и выпуклости X, 
имеем

/a(A*' +  (1 -  \ )х*) ^  А/2(х') +  (1 -  А)/2(ж*).
В силу неравенства из (3) при Ао, достаточно близком к единице, 
получаем

Ао f 2 (x') > / 2(2°) -  (1 -  А0) /2(х*).
Поэтому

/ 2(Аож/ +  (1 -  А0)х*) > / 2(х°) ^  а .
А благодаря сильной квазивогнутости f \  имеем 

/г(А0х' +  (1 -  А0)х*) > /i(x °).
Два последних неравенства противоречат тому, что х° — решение 
задачи (2).

2) Здесь также имеет место неравенство (4) при некотором 
х* е  X. Возьмем А € (0 ,1) и

у(А) = А/(х' ) +  (1 — А)/(ж*) € У*.
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Вследствие (3) и (4) при Ai, достаточно близком к единице, бу­
дет выполняться неравенство f (x°)  < y(Xi). Hoy(Ai) € У*, поэто­
му существует ж € X,  при котором y(Ai) ^  /(ж). Следовательно, 
/(ж 0) < /(ж),чтопротиворечиттому,чтож° — решение задачи (2).

3) В этом случае, поскольку ж0 — решение задачи (2) и 
/ 2(2°) ^  а , из (3) следует, что ж' — точка максимума функции f \  
на открытом множестве {ж € Е п | /г(ж) > а}. Значит, ж' —точка 
локального максимума f \ . В соответствии с предположением 3), 
ж' является точкой глобального максимума, т. е. f i ( x f) =  61. Это 
противоречит начальному допущению/1 (ж') < 61. ■

3. Разобранные выше условия оптимальности представляют 
интерес не только в рамках многокритериальной оптимизации. 
Их можно использовать и при решении однокритериальных задач 
специального вида.

Для иллюстрации этого положения рассмотрим следующую 
задачу максимизации числовой функции: найти

maxh[ f i ( x ) , f 2(x)}, (5)
х б Х

где (/х(ж),/г(ж)) = / ( ж) — двумерная вектор-функция, опреде­
ленная на множестве X  С Е п) a h[ • , • ] — числовая функция двух 
переменных, являющаяся неубывающей на своей области зада­
ния f ( X )  по каждой переменной.

Согласно теореме 1.10, если X  непусто и компактно, а функции 
/ 1, / 2, h непрерывны на своих множествах задания, то среди реше­
ний задачи (5) имеется по крайней мере одна эффективная точка 
по вектор-функции /  относительно множества X . Следовательно, 
можно записать равенство

max/ i [ / (x)]= max h{y). (6)
х е х  y e P ( Y )

Предположим, что / ь  /2 и X  удовлетворяют одному из трех 
предположений теоремы 1. В этом случае каждое решение зада­
чи (2) является единственным с точностью до эквивалентности .

Для а  € [а2, 62] введем множество

Х*(а)  =  {ж* € X  | ж*— решение задачи (2)}.

Пусть ж*(а)— произвольная функция, определенная на множе­
стве [ei2, 62] и обладающая свойством

ж*(а) € Х*(а) для любого а € [а2, 62]- (7)
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При сделанных предположениях, если х1 и х2 — два различных 
решения задачи (2) при одном и том же а , т о / ( х 1) = / ( х 2). Поэто­
му для произвольной функции х*(а), удовлетворяющей (7), верно 
равенство

№ » ]  I <* 6 [а2, 62]} =  { / [ х » ]  | а  € [а2, 62]}.

Согласно рассуждениям предыдущего пункта множество, стоящее 
в этом равенстве слева, совпадает с P(Y).  Следовательно,

P(Y)  = { y € Y \ y  = f[x* (а)] при некотором а  € [а2, 62]}.

В этом случае равенство (6) можно переписать так:

шах Л[/(х)] =  max h[f(x*(a))].  (8)
Х Е Х  QfG[fll2>b2]

Итак, имеет место следующее утверждение. Если X  — непустой 
компакт, функции / i , / 2,/i непрерывны и выполняется одно из 
трех предположений теоремы 1, то для любой функции х*(а), 
удовлетворяющей (7), справедливо равенство (8).

На основании равенства (8) можно предложить следующий 
путь решения исходной задачи (5):

а) решив параметрическую задачу (2), найти функцию х*(а) 
для всех а  € [а2, 62];

б) максимизировать функцию h[f(x*(a))] одной переменной 
на промежутке [а2, 62]; если ао~ точка максимума, то х*(ао) — 
решение задачи (5).

В тех случаях когда аналитический вид функций f \ , / 2 сравни­
тельно прост, реализация изложенного способа решения задачи (5) 
может оказаться несложной.

П р и м е р  1. Пусть требуется решить задачу (5), в которой

h = f i - V h ,
f l (x)  =  - Х \  -  Х2 + Х3 + 11,
/ 2(х) =  X I  + 2ж3 +  5X 4 ,  

а множество X  задано ограничениями

Х\  +  Х 3  +  2 x 4  =  3 ,

Х2 +  2хз +  ^4 = 7,
XI, . . .  , х 4 ^ 0.

Здесь / i (x),  / 2(х) > 0 для всех х € X, поэтому функция 
h[y 1, У2\ =  у\ fyyi  строго возрастает по каждой переменной на £/2 .



Во-первых, находим, что решение х 1 = (0,1,3,0) максими­
зирует функцию /х на множестве X.  Так как m ax{/2(x) | х € X, 
/х(х) =  f i i x 1)} =  6, то полагаем а2 = 6. Далее, максимизируя /2 
на X, находим решение х 2 =  (0, 11/ 2, 0, 3/2). Следовательно, 
62 =  15/2 и задача (2) при а  € [6,15/2] принимает следующий 
вид: максимизировать /х при условиях

Х \ +  Жз +  2X 4 =  3 ,

Х2 +  2х з  +  Х4 =  7 , 

хх +  2хз +  5x4 ^  а , 
х х, • • •, Х4 0.

Решая эту задачу линейного параметрического программирова­
ния, находим

х*(а) =  (0, За -  17, 15 -  2а, а  -  6).

В соответствии с этим

М /(х*(а ))] =  (43 — 5а) у/а.
Эта функция на промежутке [6,15/2] достигает максимума при 
а  = 6. Следовательно, (0,1,3,0) — решение исходной задачи, 
и h — 13^6.

П р и м е ч а н и е  2. Подобным образом задачу (5) можно ре­
шать, беря за основу не (2), а задачу отыскания

max[/x/i(z) 4- (1 -  n ) f i ( x ) ] .
хбХ

Принципиальная возможность такого подхода заложена в те­
ореме 2.4. Реализацию этой возможности заинтересованный чита­
тель может найти в работе [160].

§ 2.4. Условия оптимальности 
для дифференцируемых функций

Условия оптимальности, которые здесь формулируются, фак­
тически являются дальнейшим обобщением классической теоре­
мы Ферма: производная в точке экстремума обращается в нуль.

Для вывода необходимых условий используется в основном 
только свойство дифференцируемости функций, причем посколь­
ку эти условия носят локальный характер, то дифференцируе­
мость требуется лишь в рассматриваемой точке. Для того чтобы
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достаточные условия оптимальности сформулировать в наиболее 
общей форме, привлекаются понятия псевдо- и квазивогнутой 
функций (см. § 2.2).

В этом параграфе векторные функции /  = ( / 1? / 2, . . .  , / т ) 
и g  =  (g*i,g*2, . . .  ,gk)  будем считать заданными на множестве 
D С Е п. При этом допустимое множество X  будет представлять 
собой множество решений системы неравенств (1.1.1).

1. Введем множество J{x°) номеров активных ограничений: 

j  Е J (ж0) тогда и только тогда, когда gj(x°)  =  0.
Будем считать, что Х °  Е int D. Необходимое условие опти­

мальности формулируется в следующей теореме, где V fi(x°)  озна­
чает градиент функции /*, вычисленный в точке ж0.

Т е о р е м а  1 (ДаКунья-Полак-Джоффрион). Пусть вектор­
ные функции / ,  g дифференцируемы (покомпонентно) в точке 
х° Е X  и выполнено условие регулярности: существует такая 
точках Е Е п, что для любого j  Е J(x°) справедливо неравенство 
{Vgj  (ж0) , ж) > 0. Для того чтобы точка х° была слабо эффектив­
ной (собственно эффективной), необходимо, чтобы существовали 
вектор / х Е М ( / х Е М ) и вектор А Е £?> такие, что

т

£ M « v / i ( x 0) +  5 Z ^ j ^ s j ( x °) = °(n)- (i)
i=i j e J ( x ° )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вначале докажем условие слабой эффек­
тивности. Пусть х° Е S f  (X).  Тогда система линейных неравенств

( V / i ( x ° ) , х)  >  0, i  =  1 , 2 , . . .  , т ,  (2)

(Vgj(a;0), ж) > 0 для всех j  € J(x°)  (3)
несовместна. Действительно, если это не так, то для точки ж, 
удовлетворяющей этой системе, можно указать е > 0 такое, что 
х° +  ex Е D и

f i (x° + еж) -  f i(x°) = e (V /i(ж0), ж) + о(е) > 0,
г = 1 ,2............

gj  (ж0 +  еж) = g{Vgj  (ж0) , ж) +  о(е) > 0 для всех j  € ./(а:0) , 
gj(x° + еж) =  g j ( ж0) + 0(e) > 0 для всех j  & J(x°).

Здесь первое неравенство будет иметь место в силу дифферен­
цируемости f i  и неравенства (2); второе — благодаря дифферен-
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цируемости gj  и неравенству (3); третье — вследствие непрерыв­
ности gj  и неравенства gj{x°) > 0 при j  0 J(x°).  Выписанные 
три неравенства противоречат слабой эффективности х° . Следо­
вательно, система неравенств (2)-(3) несовместна. В этом случае 
по теореме Моцкина об альтернативе (§ 2.2) существуют векторы 
/х, А вида (/х, А) > 0(т + *.) и такие, что имеет место равенство (1).

Проверим включение /х € М. Если /х =  0(т ),то А > 0(*.) и из (1) 
следует равенство

£  = О,
j € J ( x  О)

противоречащее неравенству А > 0^) и условию регулярности.
т

Поэтому/х > 0(т ),азначит, можно считать, что ^ /х »  = 1.Условие
i=i

слабой эффективности доказано.
Теперь пусть х° € Gf ( X) .  Согласно теореме 1.14 точка х° 

является слабо эффективной по вектор-функции ((/х1,/(ж)),  
(/х2, / (х) ) ,  (/хт , / (х) ) )  относительно X, где векторы/х1 € Мимеют 
вид (1.14). Применяя к точке х° доказанное необходимое условие 
слабой эффективности, получаем существование векторов /х € М 
и А € Е> таких, что

E f c v
г = 1

£ S r f r ( x ° )
Г=1

+  Е
j € J ( x  °)

X j V g j ( x ° )  = 0(„).

Отсюда, учитывая вид (1.14) векторов /хг и 

после несложных преобразований получим

т
условие

t=i

Е Ы 1 -
t = l

m £ )  +  £ ] V / i ( x ° )  +  X )  A i v * i ( * ° )  =  ° ( n ) -

j € J ( x ° )

1,

Вводя вектор /х с компонентами /х* = /хД1 — т е )  +  £, г = 1, 2, . . .
. . . ,  7П, приходим к равенству (1). Легко проверить, что /х € М. ■ 

Из доказательства теоремы видно, что в случае, когда усло­
вие регулярности не предполагается выполненным, необходимое 
условие слабой эффективности будет иметь прежний вид (1), од­
нако относительно векторов /х и А будет известно только то, что 
(/х, А) > 0(т + *.) (так что может быть /х =  0(т )).
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2. Исследуем вопрос о том, когда выполнение равенства (1) 
влечет слабую эффективность, эффективность, и собственную 
эффективность решения х°.

Т е о р е м а  2. Предположим, что множество D выпукло, век­
тор-функция f  псевдовогнута, а вектор-функция g покомпо­
нентно дифференцируема, и для каждого j  € J(x°) функция gj  
квазивогнута. Тогда из равенства (1) с вектором /х € М следует 
слабая эффективность х°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, напротив, что найдется 
такая точках1 € Х,что

f i x 1) > f i x 0). (4)
Для любого j  € J ( x ° )  выполняется неравенство (V g j ( x °), 

х 1 — х ° )  ^  0. В  самом деле, если это не так, то благодаря нера­
венству ( V g j ( x ° ) ,  х 1 —  х ° )  < 0 при некотором j  € J(x°)  для всех 
достаточно малых е > 0 будем иметь

g j i x 0 + е(жх -  ж0)) =  g i V g j i x 0), х 1 -  х°) + о(е) < 0.

С другой стороны, поскольку ж1 € X,то g j i x 1) ^  0 =  (ж0), атак
как функция g j квазивогнута, то для любого € 6 (0, 1) справедливо 
противоположное неравенство:

gjix0 +  ф 1 -  ж0)) =  g j ( ( l  -  е)ж° +  еж1) ^ gjix0) =  0.

В силу доказанного из (1) следует неравенство
т

ж0), ж1 -  ж0) ^  0.
г=1

Поскольку /х >  0(т ), то из этого неравенства вытекает суще­
ствование такого номера г, что (V/Дх°), х 1 — х°) ^  0. Отсюда, 
используя псевдовогнутость функции / г*, получаем неравенство 
f i ( x l ) й  /Д х0)), противоречащее (4). ■

Согласно теореме 1.6.2 в случае выпуклого множества X  и стро­
го квазивогнутой вектор-функции /  слабо эффективная точка 
всегда является эффективной. Поэтому если к предположениям 
теоремы 2 добавить строгую квазивогнутость /  и выпуклость 
множества X, то равенство (1) при /х € М  будет гарантировать 
эффективность х°.

Перейдем к собственно эффективным решениям и рассмотрим 
следующий

П р и м е р  1. п =  1, m =  2, / i ( x )  =  х ,  / 2 ( х )  =  е” ж, X  =  
=  (—оо, +оо). Здесь обе функции псевдовогнуты. Для эффектив­
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ной точки х° =  0 равенство (1) выполняется при =  /х2 =  1/ 2:

MiV/i(x°) + /x2V /2(x°) =  1/2-1 +  1/2 • ( - ! )  =  0.

Однако она не является собственно эффективной, так как при 
x k =  fc, к =  1, 2 . . . ,  имеем

f 2 ( x ° ) - f 2(xk)
к

1  —  е ~ к
------у +оо.
/с-+оо

Пример показывает, что в предположении псевдовогнутости 
необходимое условие собственной эффективности теоремы 1 при 
р £ М не будет достаточным. Поэтому от функции /  нужно потре­
бовать большее, чем псевдовогнутость.

Т е о р е м а  3. Предположим, что вектор-функция f  поком­
понентно дифференцируема в точке х° £ X  и вогнута, а век­
тор-функция g покомпонентно дифференцируема и для любо­
го j  £ J(x°) квазивогнута. Тогда выполнение равенства (1) при 
р £ М обеспечивает собственную эффективность х°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим скалярную функцию F(x)  =  
=  (/х, f (x)) .  Условие (1) можно переписать так:

V F ( x ° ) +  £  X j ' V g j ( x ° )  =  0(n).
j e J ( x ° )

Благодаря вогнутости /  функция F  также вогнута, а значит, 
псевдовогнута. Поэтому по теореме 2 при т  =  1 получаем, что 
функция F  достигает своего максимального значения на множе­
стве X  в точке х°. В этом случае согласно следствию 1.5 точка х° 
собственно эффективна. ■

Пр и ме ч а н ие .  Впервые условие оптимальности типа (1) 
встречается еще у X. Куна и А. Таккера [187]. Оно было получено 
применительно к понятию собственной эффективности, введен­
ного ими и использующего свойство дифференцируемости /  и g. 
Достаточное условие Куна и Таккера требовало вогнутости /  и g.

Условия оптимальности, не предполагающие выполнения усло­
вий регулярности, получены в статье [110].

§ 2.5. Условия оптимальности второго порядка

Рассмотрение этого параграфа ограничивается задачей много­
критериальной оптимизации без ограничений, т. е. считается, что 
X  =  D =  Е п. Вектор-функция /  предполагается покомпонентно
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дважды дифференцируемой в рассматриваемой точке х° £ Е п. 
Через V2/j(x°) обозначается гессиан функции /*, вычисленный 
в точке х ° :

V 2 / i ( z ° )
d2fi(x°) 
dxfe dxj

В формулировках необходимых и достаточных условий оптималь­
ности будет участвовать множество

К(х°)  =  {z  € Е п | ( V / i ( ® ° ) ,  z) ^  О ,  i =  1 , 2 , . . .  , m } .

Очевидно, К  (ж0) — выпуклый замкнутый конус с вершиной в на­
чале координат.

1. Необходимые условия второго порядка слабой эффективно­
сти в многокритериальной задаче без ограничений представлены 
в следующей теореме.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы решение х° было слабо эффек­
тивным по вектор-функции f  относительно Е п, необходимо вы­
полнение следующих соотношений:

т
^ /iiV /i(x °) = 0(п) для которого р £ М, (1)
i=i
min z V 2fi (x°)z  ^  0 для всех z £ К(х° ) . (2)i£M

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство (1) следует из теоремы 4.1. Для 
доказательства неравенства (2) возьмем произвольный вектор 
z £ К(х°).  Если для него неравенство (2) не выполняется, то

z V 2 f i (x°)z  > 0 для всех г £ М .
Так как z £ К  (ж0), то для любого и £ (0, 1) справедливо

и 2
oj(Vfi(x°),  z) +  — z V 2fi(x°)z  > 0 для всех i £ М.

Положим х' = х° + и z, uj £ (0, 1). Тогда для достаточно малого 
положительного и  будет выполнено
/i(x ')  -  f i(x°) = ( V M x ° ) , x '  -  х°) +

+  х ' — x° )V2f i (x°) (x / — х°) +  о,(и2) > 0 для всех г € М,

где величина Oj(u>2) такова, что 0 {(ш2) / и 2 —» 0 при и  -4 0. Полу- 
ченные неравенства противоречат слабой эффективности реше­
ния х°. Ш
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2. Решение ж0 Е X  называется локально эффективным, если 
существует такая окрестность В (ж0) точки ж0, что ж0 эффективно 
по /  относительно множества X  П В(х°).

Решение х° Е X  называется [223] строго эффективным по /  
относительно X , если из соотношений f ( x)  ^  /(ж 0), ж Е X, следу­
ет равенство ж =  ж0.

Т е о р е м а  2. Пусть для некоторого р Е М выполняется (1). 
Если К(х°)  =  {0(Л)} или

min z V 2fi(x°)z  < 0 для всех z Е К ( ж°)\{0(п)}, (3)i€M0

где Мо =  {г Е М  | pi > 0}, то х° является локальным строго эф­
фективным решением по f  относительно Е п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, напротив, что ж0 не явля­
ется локальным строго эффективным решением. Тогда существует 
такая последовательность точек {ж*} С В п, х 1 ф ж0, I =  1, 2 , . . . ,  
что

/ ( х 1) ;> / (ж0), lim х 1 =  ж0. (4)
/-►оо

Рассмотрим последовательность

ZI х1 — х°
I =  1, 2, . . .

Из этой последовательности всегда можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность. Поэтому будем считать, что сходится сама 
эта последовательность:

lim z l = z°, ||z°|| =  1.
/-И Х )

Обозначим и>г =  ||ж/ — ж°||. Тогда а;/ —> 0 и х 1 =  ж0 +  cj/z*. В силу 
дифференцируемости

f i ( x l) =  f i (x°)  +  cji(Vfi(x°), z l) +  Oi(ui) для всех i E M. 

Отсюда благодаря (4) для достаточно большого N\  следует 

(V /t^ o ), z l) ^  0, I =  N u Ni  +  1 , . . .  , для всех г Е Л/,

т. е. z* Е Х(ж°), г =  TVi, Xi +  1 , . . .  . Следовательно, z° Е /("(ж0).
Равенство К(х°)  =  {0(п)} противоречит тому, что z° Е /("(ж0) 

и ||z°|| =  1. Пусть К(х°) ф {0(п)} и имеет место (3). Для 
любого г Е Мо и каждого z Е Х(ж°) справедливо равенство 
(V/Дж°), z) =  0. Действительно, если (V/*(ж°), z') > 0 при
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т
некоторых г € Mo, z1 € К(х°),  то ^  A4 (V /i(x°), г') > 0, что

t=i
противоречит (1). Поэтому имеет место представление

f i ( x l) = fi(x°) + £ z lV 2f i ( x° )z l + Oi(uf)

для всех г € Mo, I =  TVi, TVi +  1, . . . .  Отсюда благодаря (4) для 
достаточного большого N 2 имеем

2<v 2 / < (® V ^ o> 1 =  n 2, N2 +  1 , . . . .

Следовательно,
z °A 2fi(x°)z°  ^  0 для всех г € Мо,

что противоречит условию (3). ■
Выше были получены условия оптимальности второго порядка 

для многокритериальных задач без ограничений. Для задач с огра­
ничениями условия оптимальности второго порядка имеются в ра­
ботах [26, 223]. Условия оптимальности более высоких порядков 
приведены в статье [238].

§ 2.6. Условия оптимальности для негладких задач

В работе [163] приведены условия эффективности для 
многокритериальных задач, в которых функции / 1, / 2, • • •, /ш» 
g u  g2, • • • > gk обладают вогнутыми производными по направ­
лениям. В данном параграфе формулируются несколько более 
общие условия оптимальности: для функций, удовлетворяющих 
локальному условию Липшица. Рассматриваются эффективные 
и слабо эффективные решения.

1. Приведем здесь краткие сведения о функциях, удовлетворя­
ющих локальному условию Липшица, и об обобщенных градиентах 
этих функций. Доказательства формулируемых ниже утвержде­
ний можно найти в работах [29,102,132].

Пусть h — числовая функция со значениями в (—оо, +оо), за­
данная на Е п. Говорят, что она удовлетворяет локальному условию 
Липшица, если для каждого ограниченного множества Г С Е п 
существует константа L € [0, +оо) такая, что

\h(x) — h(x,)\ й  L\\x — х'\\
для любых точек ж, ж' € Г.

Очевидно, функция, удовлетворяющая локальному условию 
Липшица, является непрерывной.
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Введенный класс функций достаточно широк: он охватывает 
вогнутые и выпуклые, кусочно-гладкие и квазидифференцируе- 
мые [90] функции. Алгебраическая сумма и произведение функ­
ций, удовлетворяющих локальному условию Липшица, также при­
надлежит этому классу.

Функция, удовлетворяющая локальному условию Липшица, 
обладает тем важным свойством, что ее градиент V/i (ж) существу­
ет почти всюду на Е п, т. е. за исключением точек множества меры 
нуль.

Обобщенным градиентом функции /i, удовлетворяющей ло­
кальному условию Липшица, в точке ж называется [132] век-

о
тор V h(x),  принадлежащий выпуклой оболочке пределов все­
возможных последовательностей градиентов V h ( x l), где {ж*} — 
последовательность точек, сходящихся к точке ж, в которых су­
ществуют градиенты. Множество всех обобщенных градиентов 
функции h в точке х обозначают через dh(x).  Это множество 
представляет собой непустой выпуклый компакт.

Между обобщенным и обычным градиентами существует 
простая связь: множество dh(x)  содержит единственный

о
вектор V h (х ) тогда и только тогда, когда в точке х существует гра­
диент V/i(x), который непрерывен относительно множества точек,

о
где он определен, причем имеет место равенство Vh(x)  =  V h(x).

Если h(x)  =  h\(x)  +  h,2 (x) и функции hi,  /12 удовлетворяют 
локальному условию Липшица, то справедливо включение

dh(x)  С dhi(x)  +  dh,2 (x).

Для задачи максимизации *) обобщенная производная функ­
ции h в точке х по направлению е, обозначаемая через Л°(ж; е), 
определяется по формуле

h°(ж; е) .. . h(x + v + ое) — h(x + v)lim min —------------- ------ ------- 1
o> 0

( i )

Заметим, что функция, удовлетворяющая локальному усло­
вию Липшица, может не иметь обычной производной по направ­
лению

Л;(ж; е) lim h(x + ae) -  h(x)
<г-*+О СГ

*) Для задачи минимизации обобщенная производная определяется 
формулой (1), в которой операция min заменена на операцию max.
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Имеет место следующее важное равенство:

h°(x] е) =  min{(V Л(ж), е) I V h(x) £ dh(x)}.  (2)

Благодаря тому, что поточечная нижняя грань линейных 
функций является вогнутой функцией [93], из этого равенства, 
в частности, следует, что h°(x\ • ) —вогнутая на Е п функция.

2. До конца параграфа будем считать, что компоненты вектор­
ных функций / ,  g  определены на Е п и удовлетворяют локальному 
условию Липшица, а допустимое множество X  имеет вид (1.1.1). 
Так же, как и ранее, через J{x°)  обозначается множество индексов 
активных ограничений в точке х°.

В следующей теореме формулируется необходимое условие 
слабой эффективности.

Т е о р е м а  1. Если х° — слабо эффективное решение, то суще­
ствуют векторы р и А такие, что (/х, А) > 0(т + *.), и обобщен-

о о
ные градиенты V f i(x°) £ df i(x°),  г =  1 ,2 ,. . .  , т ,  и V gj{x°)  € 
£ dgj(x°)  при всех j  £ J (x °), для которых справедливо равенство

т о о

5 > i V / i ( x ° ) +  £  А,- V gj(x°)  =  0(n). (3)
*=i

о
Если при этом векторы Vg*j(z°), j  € ./(ж0), линейно независи­
мы, т о  в (3) вектор р будет удовлетворять включению р £ М.

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть х° € S / (X). Сначала докажем су­
ществование векторов р и А, (/х, А) > 0(т + *.), для которых верно

т
+ 5Z Ajg°(x°;e) ^  0 при всех е. (4)

г=1 j e J ( x ° )

Если, напротив, для некоторого направления е' и любых указанных 
векторов р и А выполняется обратное неравенство, то

f i ( x ° \ e ' ) >  0, г =  1 , 2 , . . . , т ,  
gj(x°; е') > 0 для всех j  € J(x°).

Отсюда в соответствии с определением обобщенной производной 
по направлению для достаточно малого а > 0 будет выполнено

f i (x° + ае ' )> fi(x°),  г =  1, 2 , . . . , т ,  
gj(x° + ае') > gj(x°)  = 0 для всех j  € J(x°).



§2.61 Условия оптимальности для негладких задач 129

А в силу непрерывности функций g j  для j  0 J ( x ° )  справедливо 
g j ( x °  + ае') > 0 при малом а > 0. Полученные неравенства про­
тиворечат начальному предположению х °  £ S f (X) .  Таким обра­
зом, неравенство (4) доказано.

Из этого неравенства благодаря (2) получаем

Е м *  mm (у ^ ( х 0) , е) +  Y ,  Л; яmjn0.(V£i(® ),е) ^  0 (5)
<=i 9 f i ( x )  j e J ( x ° )  9 g *{ x )

для всех е. Множество
( т

Т  =  \ Y,Vidfi(x°) +  £  Х1дёз(х°)
М = 1 j € J { x ° )

непусто, выпукло (см. § 3 в [93]) и замкнуто. Для того чтобы устано­
вить справедливость (3), достаточно проверить включение 0(п) £ Т.  
Пусть 0(п) 0 Т.  Тогда по теореме отделимости найдутся вектор

о
ё ф 0(п) и число е > 0 такие, что для любых V f i(x°)  £ dfi(x°),  

°
г =  1 ,2 , . . .  , 7П, и V gj(x°) € dgj(x° ), j  £ J(x° ), выполняется

m  о о
f i ( x° ) , e )+  5Z * j(V * i(* 0),e) > e.

i = i  j e J ( x ° )

Это неравенство противоречит (5), и равенство (3) доказано.
Если векторы Уй^*(®°), j  € ./(ж0), линейно независимы, то 

в (3), очевидно, /х > 0(т ). Кроме того, всегда можно считать, что 
сумма компонент вектора /х равна единице. ■

Когда все функции / * , g j  непрерывно дифференцируемы, обоб­
щенный градиент единствен и совпадает с обычным градиентом, 
поэтому необходимое условие (3) становится эквивалентным полу­
ченному ранее необходимому условию (4.1).

3. Перейдем к изложению достаточных условий оптимально­
сти. Функцию Л, определенную на Еп и удовлетворяющую локаль­
ному условию Липшица, будем называть обобщенно псевдовогну- 
той, если для любых ж, х 1 неравенство /i°(x;x/ — ж) ^  0 влечет 
h(x') ^  h (ж). Это определение естественным образом согласуется 
с определением псевдовогнутой функции из § 2.2.

Т е о р е м а  2. Предположим, что функции / i , / 2, . . . ,  f m обоб­
щенно псевдовогнуты, а функции g*i, g2, • • •, gk квазивогнуты. 
Тогда равенство (3) прир  £ М, Л £ Е> ug°j{ж0; е) = #'•(ж0; е) при
всех е u j E  J(x°) влечет х° £ S f ( X) .

5 В. В. Подиновский, В. Д. Ногин
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное:

/ { х 1) > f i x 0), х 1 € Х п. (6)

Из (3) следует

пл о о
f i i x°) , xx - х ° ) +  £  -Х °) =  0.

»=i j e J ( x ° )

Отсюда получаем
т 0

х 1  ~  ж°> +

+ D  AJ „mj " (Vg r j ( x ° ) , x1 -  ж0) ^  0. 
j e J ( x °) а ^ (х >

Следовательно, в силу (2), имеем
т
^  Mi/ f  (ж0; ж1 -  ж0) + 53 (ж^ж1 -  ж0) <; 0. (7)
i= i jeJ( х°)

Для любого j  Е /(ж0) справедливо неравенство g fj {x°; 
ж1 — ж0) ^  0. В самом деле, если для некоторого j  Е «/(ж0) имеет 
место противоположное неравенство, то при всех достаточно 
малых а Е (0,1) будем иметь

gj (x°  +  а ( х г -  х 0)) < 0.

С другой стороны, поскольку g j ( x l ) ^  gj(x°)  и gj  квазивогнута, 
то выполняется противоположное неравенство:

g j i ж0 +  -  я 0 ) )  =  g j ( x ° )  =  0-

В соответствии с доказанным из (7) следует существование 
номера i Е М, при котором / ^ ( х ° ]хг — ж0) ^  0. Благодаря 
обобщенной псевдовогнутости отсюда вытекает неравенство 
/Дж1) ^  /*(ж°), которое противоречит начальному предположе­
нию (6). ■

Из этой теоремы и теоремы 1.6.2 вытекает 
С л е д с т в и е  1. Если в условиях теоремы 2 дополнительно 

предположить строгую квазивогнутость функции / ,  то реше­
ние х° будет эффективным.
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§ 2.7. Свойства эффективных последовательностей

1. Вначале разберем некоторые свойства ^-эффективных то­
чек.

Л е м м а  1. Если у € Y  — эффективная оценка, являющаяся 
эффективной и для замыкания Y , и существуют вектор /х € М 
и число а такие, что (/х, у) ^  а  для всех у € У, то для любого 
ненулевого е € Е™ найдется такое положительное число 5, что
всякая точка у € У ш  5-окрестности точки у0 будет е -эффек­
тивной.

Д о к а з а т е л ь с т во .  Предположим, что лемма неверна, и пусть 
{J*.} — сходящаяся к нулю последовательность положительных 
чисел. Тогда найдется такой ненулевой вектор е € Е™, что для
каждого к =  1 ,2 , . . .  в 5^-окрестности точки у0 отыщется точка 
у к € У, которая не будет ̂ -эффективной, и для некоторого z k € Y  
будут выполняться неравенства

Z i Z V i + £ i ,  г =  1,2, (1)

Поскольку последовательность {ук} сходится к у0, то она 
ограничена, и потому существует такое число £, что для всех 
к =  1 ,2 , . . .  верны неравенства у к ^  £, г =  1,2 , . . .  , га. Рассмо­
трим множествоУ* =  {у | у € У, Уг ^  £, г = 1 , 2 , . . . ,  га}. Благода­
ря существованию вектора /х € М и числа а  из условий леммы 
замыкание этого множества У 1 — компакт. Поэтому из последо­
вательности { zk} С Y  можно выбрать подпоследовательность, 
сходящуюся к некоторой точке z1 € У*. Согласно (1) z' > у0. Но 
это противоречит эффективности у0 для У, так как У 1 С Y. Ш

Следующие примеры показывают, что каждое из условий лем­
мы 1 существенно.

П р и м е р  1. Пусть Y  — единичный квадрат, из которого ис­
ключена вся верхняя граница, кроме точки у0 =  (0,1) (рис. 8). Эта 
точка эффективна (относительно У), но не является эффективной 
относительно У = [0,1] х [0,1]. Поэтому, например, любая точка 
(О, р), 0 ^  р < 1, не (1, 0)-эффективна.

П р и м е р  2. Для множества У, изображенного на рис. 9, точ­
ка у0 =  (0,1) эффективна, однако любая точка (0, г), 2/3 < г < 1, 
не является (1 ,0)-эффективной. В этом примере не существует 
вектора /х € М и числа а  таких, чтобы неравенство (/х,у) ^  а  
выполнялось для всех у € У.

5*
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Л е м м а  2. Если у0 € Y  — собственно эффективная тонка, 
то для произвольного ненулевого е € Е™ существует число 6 > О
такое, что  любая точка у Е Y  из 5-окрестности точки у0 будет 
е-эффективна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что лемма неверна. Тогда 
существуют ненулевой вектор е € Е™ и последовательность
{yk} Q Y,  сходящаяся к у0 и состоящая из точек, не являющихся 
^-эффективными. Пусть ег — положительная компонента е н е ­
произвольное положительное число. Положим 5 = ег/ (в  + 1), 
и возьмем число t такое, что ||у 1 — у°|| < 6.

Так как у 1 не является ̂ -эффективной, то найдется точка у € Y  
такая, что у > у1 +  е. Поэтому уг = Уг +  ег , откуда

Уг~Уг = (Уг -  Уг) + £ r ^ - S  + £r
9

1 + 9ег .

Следовательно, для всякого j  такого, что yj < можно записать

У г - У г  >  

У°1-Уз ~

9

1 +  9 £ г _  
ег

1 + 0
т. е. точка у0 несобственно эффективна. Противоречие. ■

П р и м е р  3. Точка у0 =  (0,1) является несобственно эффек- 
тивной для множеств У, рассмотренных в примерах 1 и 2.

2. Обратимся теперь к рассмотрению свойств эффективных 
последовательностей.

Т е о р е м а  1. Пусть у0 E Y  —эффективная точка и {yk} Q 
С Y  — сходящаяся к ней последовательность. Для эффективно­
сти этой последовательности достаточно выполнения одного из 
следующих условий:
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1) у0 собственно эффективна;
2) у0 эффективна для У, и существуют вектор /х € М и число 

а такие, что (/х, у) ^  а  Л/ш всех у € У.
Эта теорема — прямое следствие лемм 1 и 2.
Примеры 1 и 2 показывают, что если У незамкнуто или не 

существует соответствующих /х и а , то последовательность, сходя­
щаяся к эффективной точке, может не быть эффективной. Замкну­
тость У и существование указанных /х и а  исключает такую воз­
можность, однако не гарантирует замкнутости множества Р(У). 
А при незамкнутое™ Р(У) последовательность эффективных 
точек, являющаяся, разумеется, эффективной последовательно­
стью, может сходиться к неэффективной точке.

Далее будем предполагать, что множество У ограничено. Пусть 
функция (р не убывает по > на У , а последовательность {yk} С У 
является для нее максимизирующей:

Нш <р(ук) =  sup ip(y).
fc-KX> y £ Y

Т е о р е м а  2. Пусть (р непрерывна на У. Для того чтобы 
максимизирующая последовательность {ук} была эффективной, 
достаточно выполнения одного из условий:

1) (р возрастает по > на У;
2) (р достигает наибольшего на У значения в единственной 

точке у* Е У.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что {ук} неэффективна, так 

что существуют ненулевой вектор е € Е ™, последовательность
{у*-} С {у*} и последовательность { zkr} С У (см. доказательство 
леммы 1) такие, что

z k r > y k r+e,  г =  1 , 2 , . . . ;  
lim укг =  у ° 6  Г;  lim z kr =  z° € У.

Г —► ОО г —ИХ)

Следовательно,

N о IV о (2)
и, кроме того,

<р(у°) =  sup <р(у). (3)
у е г

Поскольку не убывает по > на У, то в силу (2) (p(z°) ^  <^(у°). 
Если точка максимума (р на У единственна, то последнее неравен­
ство с учетом (3) невозможно. Если же (р возрастает по > на У, то 
из (2) вытекает cp(z°) > <р{у°), что противоречит (3). ■
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Заметим, что если <р возрастает по > не на У, а лишь на У, то 
максимизирующая последовательность может не быть эффектив­
ной.

П р и м е р  4. Пусть Y  С Е 2 — незамкнутый единичный ква­
драт [0,1] х [0,1). Функция

4>{у) =  (1 +  2/2 ) 1 — ехр

непрерывна на У и возрастает по >. Последовательность {у к}, где 
у к =  (0,1 — 1/fc), является максимизирующей для <р, но неэффек­
тивна, ибо z k > у к + е, где е =  (1/2, 0), z k =  (1,1 — 1 /к).  Функ­
цию <р можно продолжить по непрерывности на Y  (и притом един­
ственным образом), положив <p(yi, 1) =  2 при любом у\ € [0,1]. 
Однако полученная функция не является возрастающей по > на Y.

П р и м е р  5. Если<  ̂непрерывна на У, но является лишь неубы­
вающей по >, то максимизирующая ее последовательность не обя­
зана быть эффективной. Пусть

ф(у ,х)  = <р(у) + х ] Г у {,
1=1

а {>ск} — сходящаяся к нулю последовательность положительных 
чисел, и для каждого к определена точка у к € Y  такая, что

sup -ф(у,хк) -  ф{ук, х к) < (х*)2. (4)
y e v

Нетрудно проверить, что последовательность {ук} является мак­
симизирующей для (р. Более того, эта последовательность эффек­
тивна. Действительно, допустим, что {ук} неэффективна. Тогда 
существует ненулевой вектор е €  Е™ и для любого N >  0  такого,

т
что x N < £i, найдется номер к > N,  при котором ук не явля-

t=i
ется ^-эффективной. Последнее означает, что в Y  есть точка z k 
такая,чтогк > ук +  е.Таккак<^(у)неубываетпо>наУг,томожно 
записать

ф(гк, х к) -  ф(ук, х к) =  <p{zk) -  ip(yk) +
т т

+ * к Х > *  -  уЬ  > х к ' Ё £*> (^ fc)2>
i = 1 i = 1

что противоречит (4).
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3. Разобранные свойства эффективных последовательностей 
оценок позволяют легко устанавливать и соответствующие свой­
ства последовательностей решений. Например, если существуют 
/х € М и а  такие, что (/х, f (x) )  ^  а  для любого х € X, а (р непре­
рывна и возрастает по > на Y , то последовательность, максими­
зирующая функцию <р(/ъ / 2, • • • , / т )  на X, эффективна. Если
же лишь не убывает по > на У (скажем, как min у*), то эффек-

ieM
тивную максимизирующую последовательность можно постро­
ить, точно или приближенно (в соответствии с (4)) максимизируя

т
функцию ф = (p(fi, / 2, • • • , fm) + * k ^2 fi  на X  для каждого x k, 

=  1 , 2 , . . . .  <=1 
В заключение отметим, что изложение данного параграфа 

основано на работе В. В. Подиновского [78].



Г Л А В А  3

С Т Р У К Т У Р А  И С В О Й С Т В А  М Н О Ж Е С Т В А  
ЭФ Ф Е К ТИ В Н Ы Х  РЕШ ЕНИЙ

В этой главе формулируются условия существования эффек­
тивных точек, достаточные условия замкнутости, дугообразной 
связности и стягиваемости в себе множества эффективных точек, 
устанавливается тесная связь между множествами эффективных 
и собственно эффективных точек, приводятся оценки числа эф­
фективных решений в дискретных задачах. В последнем парагра­
фе дан краткий обзор методов построения множества эффектив­
ных решений и способов проверки эффективности выделенного 
решения.

Знание структуры и свойств множества эффективных точек 
«в целом» для различных классов многокритериальных задач 
позволяет глубже понять специфику этих задач, их существенные 
отличия от задач с одним критерием, а также способствует разра­
ботке численных методов отыскания всего множества эффектив­
ных точек.

§ 3.1. Топологические свойства множеств 
эффективных оценок и решений

В начале параграфа исследуется вопрос о том, когда множества 
эффективных и слабо эффективных точек являются замкнутыми. 
Далее формулируются условия, при которых множество собствен­
но эффективных точек плотно во множестве эффективных точек. 
В заключение разбираются достаточные условия того, чтобы мно­
жество эффективных точек было дугообразно связным, стягивае­
мым в себе, ретрактом.

1. Понятно, что замкнутость множества эффективных (в том 
или ином смысле) решений существенным образом должна быть 
связана с замкнутостью самого множества X  и непрерывностью / .
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Для слабо эффективных решений эта связь, как известно [23], 
оказывается достаточно простой.

Т е о р е м а  1. Если множество X  замкнуто, а вектор-функ­
ция f  непрерывна, то S f ( X )  замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т во .  Допустим, что множество S f ( X )  не за­
мкнуто, так что существует последовательность { xk} С S/(X),  
сходящаяся к точке х° € X \ S f ( X ) .  Следовательно, найдется точ­
ка х* € X  такая, что f (x*) > f{x°).  Тогда благодаря непре­
рывности /  для достаточно большого номера к окажется, что 
f (x*) > f ( x k), а это противоречит слабой эффективности х к. Ш

Если в этой теореме в качестве X  взять У, а вместо /  — вектор- 
функцию (yi, у2, • • • , Ут)ч то получим условия замкнутости мно­
жества S  (У).

С л е д с т в и е  1. Если множество оценок У замкнуто, то 
множество слабо эффективных оценок S  (У) также замкнуто.

Если воспользоваться теоремой 1.6.2, в которой сформулиро­
ваны достаточные условия совпадения множеств P f ( X ) и S f ( X ) ) 
то из теоремы 1 получим следующий результат.

Т е о р е м а  2. Пусть множество X  выпукло и замкнуто, 
а вектор-функция f  непрерывна и строго квазивогнута. Тогда 
множество эффективных решений P f ( X ) замкнуто.

Требование строгой квазивогнутости /  в этой теореме суще­
ственно: если оно не выполнено, то даже в случае т  =  2 множество 
Pf (X)  может оказаться незамкнутым.

П р и м е р  1. Пусть X  =  [0, 1], а функции Д , /2 имеют гра­
фики, представленные на рис. 1. Обе функции квазивогнуты, 
но лишь /1 строго квазивогнута. Здесь незамкнутое множество 
Р/ (Х)  является объединением двух непересекающихся интерва­
лов: [0, х 1) и [ж2, 1].

Обратимся к вопросу о замкнутости множества эффективных 
оценок. Как показывает нижеследующий пример, множество Р(У) 
может оказаться незамкнутым даже если Pf  (X) замкнуто и выпол­
нены все предположения теоремы 2.

П р и м е р  2. Пусть X  =  [0,+оо), а графики функций f \  
и /2 изображены на рис. 2. Здесь /  =  (/! , / 2) строго квазивогнута, 
Pf (X)  =  X —замкнуто, однако Р(У) = У, очевидно, незамкнуто.

Если же к условиям теоремы 2 добавить условие ограничен­
ности X, то множество Р /(Х ) будет компактным и благодаря 
непрерывности /  множество Р(У) также будет компактным. Та­
ким образом, имеет место
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С л е д с т в и е  2. При условии, что X  — выпуклый компакт, a f  
непрерывна и строго квазивогнута, множество P(Y)  является 
компактом.

Для двухкритериальных задач, т. е. в случае т  =  2, удается 
получить следующие достаточно общие условия замкнутости мно­
жества Р(У).

Т е о р е м а  3. Если множество Y  С Е 2 замкнуто и эффек­
тивно выпукло, то замкнуто и множество P(Y)  *).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что последовательность 
{yk} Q P(Y)  сходится к точке у0 € У, которая не является эф­
фективной. Тогда для некоторой точки у* € Y  будут выполняться 
неравенства yj ^  yj, у$ = Уг» пРичем п0 крайней мере одно из 
них — строгое. Для определенности примем, что

»Г > v°, (1)

Уг й  й -  (2)
Тогда для достаточно большого номера к справедливо yj > у к. 
А так как у к € Р(У),  то у£ < у к• Поэтому согласно (2)

У2 > У2* (3)
Для любого 7 € [0, 1/ 2]

у(7) =  ^2/° +  (^ -  т)у* + е У, =  Г -  £ § .

Отсюда с учетом (1) получаем

yi(0) = \ v i  + \ у *1 > Уо■

*) О замкнутости Р(У)  для выпуклого замкнутого множества У С Е 2 
упоминается в работе [104].
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Следовательно, для достаточно малого 7 € (0, 1/ 2) будет выпол­
няться 2/1(7 ) > г/®. Кроме того, в силу (2) и (3) верно 2/2(7 ) > У 2- 
Поэтому для достаточно большого к оказывается, что 2/(7 ) > Ук- 
Поскольку 2/(7 ) € У*, то существует точка 2/ € У, для которой 
верно 2/ ^  2/(7 )- Таким образом, у > у к, а это противоречит эф­
фективности у к. ■

То, что в доказанной теореме условие т = 2 является суще­
ственным, показывает следующий пример.

П р и м е р  3. Пусть Y  С Е 3 — круговой конус, основанием ко­
торого служит единичный круг в плоскости 2/102/2, а вершиной — 
точка А =  (0,1,1) (см. рис. 3).
Для рассматриваемого мно­
жества Y  все точки дуги 
DC В  (кроме точки В) эф­
фективны. Чтобы убедиться 
в этом, достаточно заметить, 
что для любой внутренней 
точки этой дуги существу­
ет опорная к множеству Y  
плоскость, которая перпенди­
кулярна некоторому вектору
с положительными компонен-

/  ̂ Рис. 3тами (это влечет даже соб­
ственную эффективность). Точка D эффективна, так как яв­
ляется единственной точкой из У, имеющей наибольшую ко­
ординату у\ =  1. Однако точка В  не эффективна, так как 
А =  (0,1,1) >(0 ,1 ,0)  = В.

Подобно тому как в теореме 3 были получены условия замкнуто­
сти Р(У),  можно доказать следующие условия замкнутости P j ( X ) 
для двухкритериальных задач.

Т е о р е м а  4. Если множество X  выпукло и замкнуто, а век­
тор-функция /  =  ( / 1, / 2) вогнута и непрерывна на X, то множе­
ство P f (X)  замкнуто.

Заметим, что, в отличие от требования строгой квазивогнуто­
сти /  теоремы 2, здесь предполагается вогнутость / ,  т. е. теорема 4 
определенным образом дополняет теорему 2 в случае т — 2.

2. Следующая теорема устанавливает тесную взаимосвязь мно­
жества эффективных и множества собственно эффективных оце­
нок. Д. А. Молодцовым [58] она была получена при более ограни­
чительных предположениях.
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Т е о р е м а  5. Предположим, что множество Y  замкнуто 
и существуют вектор р € М и число а такие, что

(/х, у) ^  а  для всех у е Y. (4)
Тогда G (Y ) плотно в P (Y ), га. е.

С(У) С P(Y)  С G(T). (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку включение G(Y)  С Р(У) име­
ет место всегда, остается убедиться в справедливости включе­
ния P(Y)  С G(Y).  Это включение, очевидно, выполняется, если 
P(Y)  =  0 . Пусть у0 е P(Y).  Не уменьшая общности, будем счи­
тать, что у0 > 0(т ). Докажем существование последовательности 
собственно эффективных точек, сходящихся к у0.

Введем функции

г =  1 ,2 , . . .  , га; fc = га, га +  1 , . . . ,  
и рассмотрим замкнутые множества

t lk = Y n { y £ E m \ F ? ( y - y ° ) ^ 0 ,  i = 1 , 2 , . . . .  т},  
k =  га, m +  1,. . . .

Понятно, что
Пт  Э Э Г2т + 2 5  • • •

Благодаря условию (4) найдется такой номер fc°, что все множе­
ства ^  fc°, компактны.

Функции

min Af F k(y), к = к°,к°  4 - 1 , ,  
гем

где

А? =
W ) ^ /  W )

оТ > 0, г =  1 ,2 , . . .  ,т ,

непрерывны на Е т но у. Поэтому для каждого к =  к0, к0 + 1 , . . .  
найдется такая точка ук € П*, что

minA?F?(v‘ ) й (в)гем гем
для всякого у € fifc, в том числе и для у0. Если же у € У\П*,тодля 
некоторого г справедливо неравенство F k(y°) > F-fc(y). Поэтому
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minA»Ff(»°)>minAfF(‘ « .i£M zEM
Следовательно, неравенство (6) имеет место для всех у € У. 

Это, согласно следствию 2.1.6, влечет y k Е G(Y).
Так как при любом к^ .  к0 верно Г2* С Г2*.о, то {ук} С Г2*.о, 

к =  A:0, fc° +  1, . . .  .НоП*.о — компакт, и поэтому из последователь­
ности {ук} можно выделить подпоследовательность, сходящуюся 
к некоторой точке у* Е Y. Согласно определению множеств Г2*. 
число к можно выбрать так, чтобы произвольная точка из Г2*. 
(в том числе и у к) была приближена к множеству у0 +  Е™ с любой
наперед заданной точностью. Следовательно, у* Е у0 +  Е™. Атак
как у0 Е Р(У’), то у* =  у0. ■

Для выпуклого множества Y  теорема 5 справедлива без усло­
вия (4).

Т е о р е м а  6. Если множество Y  замкнуто и выпукло, то 
справедливы включения (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие (4) в доказательстве теоремы 5 
использовалось лишь для установления ограниченности множеств 

начиная с некоторого к. Если же Y  выпукло, то выпук­
лы и Г2*., fc =  ra ,ra  +  l , . . . .  Когда хотя бы одно из множеств 
Пт Д т + 1, . . .  оказывается ограниченным, то доказательство про­
ходит далее, как в теореме 5. Остается выяснить, возможен ли 
случай, когда все Г2*. неограничены. В таком случае для ка­
ждого к можно указать точку у к Е Г2*, принадлежащую сфе­
ре единичного радиуса с центром в точке у0. Благодаря ком­
пактности сферы из последовательности {ук} можно выбрать 
подпоследовательность, сходящуюся к точке у* Е Y. Но тогда 
у* Е у0 +  Е™ и у* /  у0, что противоречит эффективности у0. 
Следовательно,если Y  выпукло, то 
все множества Г2*. неограниченны­
ми быть не могут. ■

Требование выпуклости Y  в по­
следней теореме является сущест­
венным; об этом свидетельствует

П р и м е р  4. Пусть Y  имеет 
вид неограниченной кривой, изо­
браженной на рис. 4. Оно замкнуто и эффективно выпукло, но не 
выпукло. Здесь точка 0 эффективна, однако собственно эффек­
тивных точек не существует, так что P(Y)  CG(Y)ne  выполняется.

Рис. 4
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Непосредственно из теорем 5 и 6 вытекает 
С л е д с т в и е  3. Пусть множество У замкнуто. Если выпол­

няется хотя бы одно из условий:
1) существуют вектор р £ М и число а, для которых имеет 

место (4);
2) Y  выпукло *);

то P(Y)  ф 0  тогда и только тогда, когда G(Y) ф 0 .
Для выпуклого множества Y  справедливы включения (2.2.7). 

Теорема 6 позволяет установить более глубокую взаимосвязь мно­
жеств P(Y)  и У>, так как согласно теореме 2.2.3 G(Y)  =  У>.

Т е о р е м а  7 (Эрроу-Баранкин-Блекуэлл). Если множество 
Y  выпукло и замкнуто, то справедливы включения

у> С P(Y)  с  F > . (7)

Перенос полученных результатов на вогнутые многокритери­
альные задачи позволяет осуществить следующее утверждение.

Л е м м а  1. Пусть множество X  выпукло, вектор-функция f  
вогнута и непрерывна на этом множестве и Y  замкнуто. Если 
Р/ (Х)  ф 0,  то множество У* замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную сходящуюся по­
следовательность {ук} из У*:

У*->У, Ук й / { х к), х к € Х ,  к = 1,2, . . .  (8)
Без ограничения общности можно считать, что у = 0(т ). Для 
доказательства справедливости леммы предположим противное: 
0(т) 0У*-  Возможны два случая: последовательность { f ( x k)} 
ограничена, либо не ограничена.

Если sup \ \ f (xk)\\ ^  а для а € [0, +оо), то из последовательно- 
к

сти { f ( x k)} можно выделить сходящуюся подпоследовательность 
{ f i x 1)}, в неравенстве у1 ^  f { x l) перейти к пределу при I —> оо 
и благодаря замкнутости У получить 0(m) ^  lim f { x !) = y* €  У. 
Так как у* £ У, то найдется такая точка х* £ X ,  что у * =  f(x*).  
Таким образом, 0(mj ^  f{x*),  а это противоречит предположению 
0(т) ^ У*-

Пусть последовательность { f ( x k)} не ограничена. В этом слу­
чае в силу (8) точки f { x k) при неограниченном увеличении к сколь 
угодно близко приближаются к неотрицательному ортанту Е™.

*) Справедливость следствия с условием 2 доказана в [71).
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При необходимости перейдя к подпоследовательности, можно счи­
тать, что последовательность { | |/ ( я /г)||} строго возрастающая и

s up / i ( x fc) = +оо, f i ( x k+1) > f i ( x k), k = 1 , 2 , . . . ,  
k

/ъ(хк) —> —О,

sup f i ( xk) ^  0, * =  3,4,
к

По условию леммы Р^(Х) ф 0 , и поэтому найдется х° е Pf (X) .  
Последовательность { ||/(х*) — /(ж°)||}, начиная с некоторого но­
мера, должна стать строго возрастающей и положительной. Не 
уменьшая общности, будем считать, что этот номер —первый. 
Возьмем 0 < е < | | / ( х 1) — /(х °) ||. В силу непрерывности /  для 
каждого к можно указать такое А* € (0,1), что

||/(AfcXfc +  (1 — Хк)х°) — /(ж°)|| =  £. (Ю)

Благодаря вогнутости /  имеем

2* =  X k f ( x k) + ( l - \ k ) f ( x ° )  й  f ( X kx k + ( l - Xk )x ° )  = wk. (11) 

Отсюда и из (10) следует

4  й  f i (x°) + e, * =  l , 2 , . . . , m .  (12)

С другой стороны, в силу (9) начиная с некоторого к будут выпол­
няться неравенства f i ( x k) ^  — £, г =  1, 2 , . . . ,  га. Поэтому получа­
ем

4  = ~ £Хк + ( 1 - Xk)fi(x°),  г =  1,2, (13)

Неравенства (12) и (13) указывают на ограниченность последова­
тельности {z k}, и поэтому ее можно считать сходящейся. После­
довательность {wk} в силу того, что имеет место равенство (10), 
также будем считать сходящейся.

Докажем, что А —> 0. Для последовательности { z k} благодаря 
(12) и (13) можно написать \zk| ^  с, где с ^  0. Используя опреде­
ление z \  (11), отсюда получаем

Л ^  c +  l l / i (*° ) l l  
* = | / 1 ( ^ ) - / 1(х°)Г

откуда согласно первой строке из (9) следует А*. —> 0.
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Таким образом, из (13) вытекает неравенство limz* ^  /(ж 0). 
Поэтому благодаря (11) и (10) получаем w° =  lim wk ^  /(х °) 
и w° ф f ( x °), причем вследствие замкнутости У верно w° € У, 
т. е. существует такая точка x f € X, что /(ж ') =  ги° > /(ж 0). Это 
противоречит эффективности х°. Ш

Если в этой лемме вместо X  взять У, а в качестве /  — линейную 
вектор-функцию (уиУ2,  • • •, Ут)> то получим следующее утвер­
ждение.

С л е д с т в и е  4. Если Y  — выпуклое замкнутое множество 
и Р ( Х ) ф 0 ,  то множество У* замкнуто.

Следует отметить, что следствие 4 в случае, когда У замкнуто 
и лишь эффективно выпукло, оказывается неверным (см. при­
мер 4).

В следующей теореме утверждения теорем 6 и 7 переносятся на 
вогнутые многокритериальные задачи.

Т е о р е м а  8. Пусть X  выпукло, вектор-функция f  вогнута 
и непрерывна на X,  а У замкнуто. Тогда справедливы включе­
ния (5) и (7).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно леммам 2.2.2 и 1, У* — выпуклое 
замкнутое множество. Применяя к этому множеству теорему 6, 
получим

G(Ym) C P ( Y m) с а д

откуда с учетом леммы 2.2.1 вытекают требуемые включения (5). 
Если же к множеству У* применить теорему 7 и воспользоваться 
легко проверяемым равенством (У*)> =  У>, то получим включе­
ния (7). ■

Заметим, что условие замкнутости У теоремы 8 заведомо вы­
полняется, если X  — компакт, а /  непрерывна на X.

Перейдем от оценок к решениям. В условиях теорем 6 и 8 правое 
из включений

С /Р О  С Р , ( Х ) С Щ Х )  (14)

может оказаться несправедливым.
П р и м е р  5. Пусть X  С £/3 — круговой конус, основанием ко­

торого служит единичный круг в плоскости х \ 0 х 2 а вершиной — 
точка А =  (0,1,1). Это множество можно считать изображенным 
на рис. 3, если заменить на нем У1,У2,Уз соответственно на xi, 
Х2, хз. Для / (х)  =  (xi ,X2) множеством G f ( X )  очевидно, будет 
дуга окружности DC В (без концевых точек О и В ) , а  множество 
Р/ (Х)  будет состоять из той же дуги (включая точки D и В)
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и отрезка АВ.  Следовательно, здесь G f ( X )  не покрывает всего 
множества Pf(X) .

Условия справедливости включений (14) формулируются в сле­
дующем утверждении.

С л е д с т в и е  5. Если X  — выпуклый компакт, a f  вогнута 
и непрерывна на X , причем хотя бы одна компонента fi строго 
вогнута, то справедливы включения (14).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное решение х° Е 
Е Pf(X) .  Согласно теореме 8 существует такая последова­
тельность {ж*}, что f ( x k) —> f (x°)  и x k Е G f( X )  для любого 
к = 1 ,2 , . . .  Поскольку X  компактно, эту последовательность 
можно считать сходящейся: lim х к =  х* Е X.  Очевидно,

к—>оо
f (x*)  =  Если х* ф ж0, то благодаря вогнутости и строгой
вогнутости для А Е (0,1) имеем

/(Аж* + (1 -  А ) * 0) > А/(ж*) + (1 -  А)/(ж°) = /(ж0).
Это неравенство противоречит условию ж0 Е Р/(Х)) .  Следова- 
тельнож^^ж °. ■

3. Напомним, что множество Z С Е т называется (см. [50]):
дугообразно связным, если любые две его точки можно соеди­

нить дугой *), целиком лежащей в Z;
стягиваемым в себе, если существует точка z* Е Z и непрерыв­

ное отображение / i : Z х [0,1] —> Z  такие, что

/i(z , 0) =  z, /i(z, 1) =  z* для любого z Е Z.

Если множество стягиваемо в себе, то оно является дугообразно 
связным.

Рассмотрим свойства непустого множества P (Y ), предпола­
гая, что Y  замкнуто и выпукло. Поскольку всегда P(Y)  =  Р(У*) 
(лемма 2.2.1), а при сделанных предположениях У* замкнуто (след­
ствие 4), то далее в теоремах 9-11, принадлежащих Б. Пелегу [207], 
будем считать, что Y  =  У*.

Т е о р е м а  9. Множество P(Y)  стягиваемо в себе.
Д о к аз а т е л ь с т в о .  Поскольку P{Y) ф 0 , то в силу теоремы 7

существует вектор р Е М  и число а  такие, что для всех у Е Y
выполняется неравенство (4). Пусть w =  min/Xj. Введем на Е т

i£M

*) Дугой называется гомеоморфный образ отрезка [0,1].
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вектор-функцию
1 т

F(y) = У +  -  [а -  (м, У)} £  е‘>
1 =  1

гдее* — г-йорт(е* =  1,е*- =  Onpnj ф г). Эта функция непрерывна 
по у.

Для у € Y  определим множество

R(y)  =  {г € Y  \z  ^  у}.
Для каждого j  € М  и всякого z € Я(у) справедливы неравенства

- т т ..
^ i(y )  ^  Vj +  - [ i 2 » i Zi -  £м «У<] ^

i = l  г=1

-  +  “  W) +  ^  -  У<) = 2i-

Таким образом, вектор-функция F  обладает тем свойством,
что

F(y)  ^  z для любого z € Я(у). (15)

Определим функцию г : Y  —> P(Y)  из условия

1 И | / ) - ^ ( у ) Н =  | | z - F ( y ) | | .
z e R ( y )

В силу справедливости (4) множество R(y)  — выпуклый компакт. 
Функция ||z — F(y)\\ строго выпукла по г, и поэтому достигает на 
R(y)  минимум вединственнойточкег(у). Крометого,г(у) € P{Y)  
(см. пример 2.1.4). Поэтому функция г определена корректно.

Ранее было принято Y  =  У*. Поэтому в Y  существуют точки 
а, бтакие, чтоб > а. Определим на P(Y)  х [0,1] вектор-функцию:

h (р, t) =  r ( ( l  -  t)p +  ta).
Очевидно, что /i(p, 0) = р, /i(p, 1) =  r(a) Е Р(У) для любого 
р € Р(У).  Остается показать непрерывность функции h. Пусть 
t =  lim£r , р =  limp*, где р, р1, р2 —точки из Р(У’), a. t i 9 £2 — 
числа из [0,1].

Если t =  0, то

Нш [(1 -  t k)pk + t ka] = р,
К —УОО

а благодаря то viy, что г (у) Е Я(у),

h{pk, t k) ^  (1 -  t k)pk + t ka. ( 1 6 )
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Последовательность {h(pk , i^)} ограничена, и поэтому в силу (16) 
и р € Р(У)  имеем lim h(pk, tk) = р.

к — >оо
Если t > 0, то

7 =  (1 — t)p + tb > (1 -  t)p + ta =  lim [(1 -  tk)pk + tka] = y.k—>oo
(17)

Покажем, что вектор-функция г в точке у =  (1 — t)p +  ta непре­
рывна. Для этого предположим, напротив, что

у =  lim у%, lim г(ук) = г ф  г(у). (18)
к — >оо к —>оо

Тогда
И » )  -  F(»)ll < II» -  F (y)||. (19)

Существует последовательность {z*}, z k € R(yk), к = 1, 2, . . . ,  
такая, что

lim z k =  r(y),  (20)
к —Юо

Действительно, пусть
г ( т )  =  т у  +  (1 -  т ) г ( у )  >  у ,  т  € (0,1),

где 7 — вектор из (17). Найдется натуральное число к(т) такое, что 
z(t) е R(yk) для любого к ^  к(т). Но

lim z(r)  =  r(y).
т - >  о

Поэтому найдутся такие точки z k € R{yk), что имеет место (20). 
Из (18)-(20) следует существование такого номера А;, что

||г‘  -  Р(»*)|| < l|r(v ‘ ) -  F(y*)ll-
Но это противоречит определению вектор-функции г.

Итак, г непрерывна в точке (1 — t)p +  ta. Непрерывность h 
в (р, t) следует из непрерывности г в (1 — t)p +  ta. Ш

С л е д с т в и е  6. Множество P(Y)  дугообразно связно. 
С л е д с т в и е  7. Если P (Y ) ф 0 , то S(Y)  дугообразно связно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольные точки у 1, у 2 £ 

£ S(Y).  Множество P(Y)  дугообразно связно, поэтому точки 
г (у1)»г (у2)> гДе 1— функция, введенная при доказательстве те­
оремы 9, можно соединить дугой L С P(Y).  Отрезок Li, соеди­
няющий точки у 1 и ^(у1), входит в S(Y).  Аналогичным свойством 
обладает отрезок L2, соединяющий у2 и г (у2). Таким образом, дуга 
L\  U L U Z/2 лежит в S(Y)  и соединяет у1 и у2. ■
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Множество Z  С Е т называется ретрактом множества W  С Е т, 
Z  С Щ если найдется непрерывное отображение ф: W  —> Z, на­
зываемое ретракцией, такое, что ф(г) =  z для любого z Е Z  [50].

Т е о р е м а  10. Если множество P(Y)  замкнуто, то оно яв­
ляется ретрактом множества Y.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим расстояние между у £ Y  и 
P(Y)  по формуле

d ( y , P ( Y ) ) =  inf | | y - z | | .
z€H{ Y)

Введем на Y  функцию

t(y) =
d(y,P(Y))

1 + d(y, P(Y)) (21)

Очевидно, 0 ^  £(y) < 1, и эта функция непрерывна по у. Кроме 
того, у £ P(Y)  тогда и только тогда, когда t(y) =  0.

Используя обозначения из доказательства предыдущей теоре­
мы, определим на Y  функцию

Ф( у)  = Ц(1 -  *(у))У + *(у)а).
Для нее ф(у) £ P(Y)  при у £ Y  и ф(у) = у при у £ P(Y),  Ана­
логично тому, как было сделано в доказательстве теоремы 9, ис­
пользуя непрерывность £(у), можно установить непрерывность ф. 
Таким образом, ф — ретракция Y  на P(Y).  Ш

Т е о р е м а  11. Если множество P(Y)  —компакт, то оно яв­
ляется ретрактом некоторого компактного выпуклого подмно­
жества Y .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем точку а £ Е т , для которой су­
ществует точка у £ P{Y)  такая, что у > а. Пусть

Y\ =  conv{P(Vr), а}.
Очевидно, Y\ — выпуклый компакт и P(Y\)  =  P(Y).  Пусть q £ Е т 
удовлетворяет неравенству q ^  у для всех у £ Y\. На Y\ определим 
функцию г 1:

гг(у) € Ri(y)  = {z € Yi I г ^  y}
из условия

117*1 (з/)— ?ll min
zeRi(y) \\г ~я\\-

Кроме того, пусть t(y) — функция (21). Функция 

'Ф(у) = г 1 ((1 -  t(y))y +  t(y)a)
представляет собой ретракцию множества Yi, на Р  (Y ). ■
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При помощи леммы 1 теоремы 9-11 можно распространить на 
случай вогнутых многокритериальных задач. Например, лемма 1 
и теорема 9 приводят к следующему утверждению.

Т е о р е м а  12. Пусть множество X  выпукло, вектор-функ­
ция f  вогнута и непрерывна на нем, множество Y  замкнуто 
и P(Y)  ф 0 . Тогда множество P(Y)  стягиваемо в себе.

Из этой теоремы, в частности, следует, что если X  — выпуклый 
компакт, а /  вогнута и непрерывна на X, то множество эффектив­
ных оценок P(Y)  стягиваемо в себе.

В этом пункте разбирались свойства множества эффектив­
ных точек. Исключение составляет следствие 7, в котором даны 
достаточные условия дугообразной связности множества S(Y).  
Более подробно с топологическими свойствами множества слабо 
эффективных точек можно ознакомиться, обратившись к статье 
В. В. Морозова [59].

§ 3.2. Условия существования эффективных решений

Легко понять, что если существует (в том или ином смысле) 
эффективное решение, то существует (в том же смысле) эффек­
тивная оценка. И наоборот, из существования эффективной оценки 
всегда следует существование эффективного решения. Аналогич­
но, множество эффективных решений внешне устойчиво (см. § 1.4) 
тогда и только тогда, когда внешне устойчивым является множе­
ство эффективных оценок. Поэтому при изучении вопросов суще­
ствования нет надобности принципиально различать результаты, 
относящиеся к оценкам, и результаты, относящиеся к решениям.

1. Общие условия существования эффективных точек содер­
жатся в следующем утверждении.

Теорема  1*). Пусть Y  ф 0 . Достаточным условием суще­
ствования эффективных точек и внешней устойчивости множе­
ства P(Y)  является компактность множества R(y)  =  {z € 
€ Y  | z ^  у} для любого у € Y. Если, кроме того, Y  выпукло и за­
мкнуто, то указанное условие является необходимым условием 
существования.

Напомним, что из внешней устойчивости множества P{Y)  
следует внешняя устойчивость множества S(Y)  (теорема 1.4.1).

*) Эта и следующая теорема являются частными случаями теорем, 
доказанных Р. Хартли [168,169].
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с та т оч н о с ть .  Возьмем произволь­
ную точку у* € У и вектор /х 6 М. Через у0 обозначим точку мак­
симума линейной функции (/х, у) на множестве Я(у*) (вследствие 
компактности R(y*) такая точка найдется). В силу теоремы 2.1.8 
точка у0 эффективна (в этом также легко убедиться, предположив 
противное). А так как у0 6 Я(у*), то у0 ^  у*, т. е. множество P(Y)  
внешне устойчиво.

Необходимость .  Пусть у0 € Р(У).  Предположим напро­
тив, что для некоторого у* € У множество Я(у*) не являет­
ся компактом. Поскольку У замкнуто, то R{y*) должно быть 
неограниченным. Отсюда следует, что более широкое множество 
Я* = У* П (у* +  Е™) такженеограничено. Множество Я* выпукло
и, в силу следствия 1.4, замкнуто. Его неограниченность влечет 
существование рецессивного направления (направления удаления 
в бесконечность), т. е. найдется ненулевой вектор z € Е™ такой,
что у +  Xz € У* для всех у € У* и А ^  0 (см. § 3 в [93]). При у =  у0 
и А > 0 отсюда следует, что у0 0 Р(У*). Но это противоречит 
начальному условию у0 € Р(У),  так как согласно лемме 2.2.1
Р ( П )  =  Р(У).  ■

Условие существования эффективных точек в этой теореме не 
является достаточным для существования собственно эффектив­
ных точек.

П р и м е р  1. Пусть т  =  2, Y  =  {у € Е 2 | у2 = e” yi}. Здесь 
Я(у) = {у} —компактное множество для любого у € К  Тем не 
менее собственно эффективных точек не существует.

Кроме того, пример множества У, изображенного на рис. 4, 
показывает, что при замкнутом и эффективно выпуклом Y  из 
P(Y)  ф 0  не обязательно следует компактность Я (у) для каж­
дого у € У. Таким образом, требование выпуклости У в теореме 1 
нельзя заменить на требование эффективной выпуклости.

Условие замкнутости множества Я(у) при каждом у € У про­
верять довольно трудно. Если же в условиях теоремы 1 допол­
нительно потребовать замкнутость У, то можно получить более 
простые условия существования.

Т е о р е м а  2. Пусть множество У непусто и замкнуто. До­
статочным условием существования всех видов эффективных 
точек и внешней устойчивости множества Р(У) является су­
ществование вектора /х € М и числа а таких, что справедливо 
неравенство (1.4). Если к тому же У выпукло, то указанное 
условие является необходимым для существования эффективных 
точек.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с та то чн ос ть .  Возьмем произволь­
ную точку у Е У . Нетрудно убедиться в том, что замкнутость У 
и выполнение неравенства (1.4) для/х > 0(т ) влечет компактность 
множества R (у), определенного в теореме 1. Согласно этой теореме 
множество Р ( У ) непусто и внешне устойчиво. В силу следствия 1.3 
из Р(У) ф 0  следует G(Y) ф 0 , поэтому все виды эффективных 
точек существуют.

Необходимость .  В предположениях теоремы имеет место 
правое из включений (1.7) (теорема 1.7). Следовательно, если 
P(Y)  ф 0 , то найдутся вектор /х Е М и точка у0 Е Y  такие, что 
(/М/) ^  (/X, у0) =  а  для всех у € Y.  Ш

Пример множества К = {у € Е 2 \ 3/2 = 0} показывает, что в те- 
ореме 2 условие существования соответствующих /х и а  не будет 
необходимым условием существования слабо эффективных точек.

Вопрос существования слабо эффективных точек оказывается 
тесно связанным с наличием граничных точек множества У*.

Т е о р е м а  3. Неравенство S (Y)  ф 0  имеет место тогда 
и только тогда, когда множество У* имеет хотя бы одну 
граничную точку, т. е. Fr(Yi*) ф 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость сразу следует в силу ра­
венства

S(Y)  = Y  H Fr ( n )
из леммы 2.2.1. Для доказательства достаточности возьмем у0 € 
€ Fr(Y!*). По определению множества У* для некоторого у € У 
справедливо у ^  у0. Если допустить, что У П Fr(y*) =  0 , то (так 
как у € У*) у € inty*. Отсюда следует неравенство у' > у при 
некотором у' € У*. В итоге получаем у' > у0, а это противоречит 
включению у0 € Рг(У*). ■

Следует отметить, что в условиях теоремы 3 множество S(Y)  
не обязательно внешне устойчиво.

П р и м е р  2. Для множества У = 0(2) U {у € Е 2\у2 < 0} мно­
жество S(Y)  непусто (0(2) € 5(У)),  но не является внешне устой­
чивым.

2. В теоремах 1-3 были сформулированы условия существо­
вания в терминах множества оценок У. Нередко при исследовании 
многокритериальных задач более удобными оказываются условия, 
выраженные в терминах множества решений X  и векторной функ­
ции / .

Одним из наиболее общих подобного рода достаточных условий 
существования всех видов эффективных точек является условие



компактности X и полунепрерывности сверху компонент вектор- 
функции / .

Т еорема  1 (Подиновский) *). Если X  — непустой компакт, 
a f  —полунепрерывная сверху (покомпонентно) на X  вектор- 
функция, то все виды эффективных точек существуют, причем 
множество Pf {X)  внешне устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную точку х* € X, за­
фиксируем некоторый вектор /х € М и рассмотрим полунепре­
рывную сверху скалярную функцию (/х,/(ж)). Она достигает 
(см. [42]) своего наибольшего значения на компакте {ж € X  |
| /(ж) ^  /(ж*)}. Точка максимума ж0, как легко убедиться, рас­
суждая «от противного», принадлежит множеству Pf(X) .  Кроме 
того, f (x° )  ^  / ( ж*),т. е. Pf  (X) — внешне устойчивое множество.

Максимизируя указанную функцию (/х, /(ж)) на компакте X, 
получим точку ж, которая согласно следствию 2.1.5 собственно 
эффективна. ■

Теорема 4 представляет собой многокритериальный аналог 
известной из анализа теоремы Вейерштрасса. Обобщение теоре­
мы 4 можно получить при помощи понятия /^-полунепрерывной
функции [136].

П р им е ч а н и е .  Утверждения о внешней устойчивости из те­
орем 1, 2 и 4 являются по-существу следствиями одного из фун­
даментальных положений теории множеств, называемого лем­
мой Цорна, а также теоремой Куратовского-Цорна (см. [42, 50]): 
если всякая цепь частично упорядоченного множества обладает 
верхней гранью, то каждый не максимальный элемент этого 
множества подчинен некоторому максимальному элементу.

Действительно, допустим, например, что выполнены достаточ­
ные условия из теоремы 1: Y  /  0 и  при любом у € У множество 
R(y) =  {z Е У | z ^  у} компактно. Пусть Q — произвольная цепь 
из Y , т. е. любые две точки из Q сравнимы по Проверим, что 
для Q существует верхняя грань, т. е. точка у0 £ Y  такая, что 
у0 ^  z для всякого z е Q. Возьмем произвольную точку z° € Q 
и рассмотрим совокупность 5° множеств R(z)  для всех z € Q 
таких, что z ^  z°. Поскольку во всяком конечном наборе точек 
{z1, z2, . . .  , z n} из цепи Q имеется наибольшая, то пересечение
п
р| R( z l) непусто, так что система множеств 5° — центрирован-
t=1

152_________ Структура множества эффективных решений_________ [Гл. 3

*) Существование эффективных решений в предположении, что X  — 
непустой компакт и /  непрерывна, доказано в [12].
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ная. Следовательно, в силу компактности R(z°)  пересечение всех 
множеств R(z)  из 5° непусто ([42] § 2.6, теорема 1). Легко понять, 
что всякая точка этого пересечения — верхняя грань Q. Следова­
тельно, согласно лемме Цорна Р(У)  внешне устойчиво.

Для вогнутых многокритериальных задач с неограниченным 
множеством X  представляет интерес следующий критерий суще­
ствования.

Т е о р е м а  5. Предположим, что множество X  непусто 
и выпукло, вектор-функция f  вогнута и множество Y  замкну­
то. Для существования эффективных и собственно эффективных 
точек и внешней устойчивости множества P f ( X ) необходимо 
и достаточно, чтобы нашлись вектор р Е М и число а, для ко­
торых верно неравенство (1.4), где у =  f (x) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность обеспечивается теоре­
мой 2. Если же Pf{X)  ф 0 , то согласно лемме 1.1 выпуклое 
множество Y* замкнуто. В этом случае следствие 1.3 гарантирует 
выполнение неравенства <7(У*) Ф 0 . Но G(Y*) = G(Y)  (см. лем­
му 2.2.1), а значит, и G f ( X )  ф 0 . Отсюда в силу теоремы 2.2.4 
вытекает существование требуемых р и а. ■

Из этой теоремы очевидным образом вытекает следующее обоб­
щение следствия 1.3 (с условием 2) [71]: в предположениях те­
оремы 5 Pf (X)  ф 0  тогда и только тогда, когда Gf ( X )  ф 0 .

Если /х Е М, то пусть Мо =  {г Е М  | pi > 0}, а /о означает 
вектор-функцию, образованную из тех компонент /*, для которых 
г Е М0.

С л е д с т в и е  1. Пусть вектор-функция f  вогнута на непу­
стом выпуклом множестве X . Необходимым условием суще­
ствования слабо эффективных решений является выполнение 
неравенства (1.4) для некоторого р Е М. Если, кроме того, fo(X)  
замкнуто, то указанное условие является достаточным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из теоремы 2.2.2. 
Докажем достаточность. Из (1.4) имеем

( / ,  fo(x)) ^  а  для всех х Е X,

где р® =  pi >  0 для каждого г Е Мо- Множество fo(X)  по усло­
вию замкнуто. Согласно теореме 5 эффективные точки по вектор- 
функции /о относительно X  существуют. Нетрудно понять, что 
каждая такая точка слабо эффективна по вектор-функции / .  ■

Нижеследующий пример показывает, что условие замкнутости 
множества fo(X)  в следствии 1 существенно.
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П р и м е р  3. Пусть т  =  п  =  2, X  = {х € Е 2 | Ж2 = “ 1 /жъ 
х\  > 0}, /(ж) =  (жь  жг). Существует вектор /х =  (0 ,1), для 
которого справедливо неравенство (1.4):

(/х, /(ж)) =  Ж2 ^  —1/ я 1 < 0 для всех ж € X.
Однако слабо эффективных точек не существует, так как множе­
ство / 2(Х) =  {ж €  Е  | ж  < 0}  незамкнуто.

3. Пусть вектор-функция /  линейна:
f ( x )  = ( ( c \ x ) , { c2, х ) , . . . , ( с т, х)), (1)

где с’ ф 0(п),г =  1, 2, . . .  ,яг.
Через Х ж обозначим проекцию выпуклого замкнутого множе­

ства X  на аффинную оболочку *) L множества {0, с1, с2, . . .  , ст}.
_ / _ж =  ж гдеДля любого ж € X имеет место представление ж 

ж' € Хтг, ж" € L1- (L1- — ортогональное дополнение L). Поскольку 
/(ж") = 0(т ) для всякого ж" € L-1, то /(ж) =  /(аг). Следователь­
но, Y  =  / ( X )  = f ( X 1г). Точки z, для которых f ( z )  =  0(m), лежат 
в множестве L-1, имеющем с L, в котором находится Х ж, един­
ственную общую точку 0(п). В этих условиях теорема 9.1 из [93] 
гарантирует замкнутость множества /  (X*), если Х ж замкнуто. Та­
ким образом, когда X ж замкнуто, то замкнутым является и множе­
ство Y. Благодаря этому факту из теоремы 5 получаем следующее 
утверждение.

С л е д с т в и е  2. Пусть X  — непустое выпуклое замкнутое 
множество, вектор-функция f  линейна и множество Х ж за­
мкнуто. Эффективные и собственно эффективные точки суще­

ствуют в том и только том случае, 
если найдутся вектор /х € М и чис­
ло а такие, что выполняется (1.4), 
где у =  /(ж).

В том что требование замкнуто­
сти Хтг в следствии 2 является суще­
ственным, убеждает следующий 

П р и м е р  4. Множество X С Е 3 
представляет собой неограниченный 
круговой конус с вершиной в нача­
ле координат, касающийся плоскости 
Ж2ОЖ3 по оси Ожз (см. рис. 5). Для

*) Минимальное аффинное множество, содержащее данное множество 
Z  С Е т, называется аффинной оболочкой множества Z  (см. [93]).



линейной вектор-функции f ( x )  =  (x i , Ж2) легко убедиться в спра­
ведливости равенств

Y  =  Х п =  0(2) U {х  Е Е 2 | х\ <  о}.

Эффективными здесь являются все точки вида х\  =  Х2 =  0, 
жз ^  0. Однако не существует /х Е М и а , для которых выполня­
е т ся ^ ^ ) (заметим, что отсюда, в частности, следует G f (X )  = 0).

4. Рассмотрим линейную задачу, в которой /  имеет вид (1) и

X  = {х  € Е п \ (а*,х) ^  bj , j  =  1 ,2 , . . .  , k} ,

где а-7 Е Е п, bj Е Е, j  =  1, 2 , . . .  , Л. В линейной задаче, как указы­
вает следствие 2.2.3, Р / ( Х ) =  Gf(X) .  Поэтому условия существо­
вания собственно эффективных точек будут иметь такой же вид, 
как и условия существования эффективных точек.

В нижеследующем утверждении формулируется простой кри­
терий существования эффективных (а, значит, и собственно эф­
фективных) и слабо эффективных точек. Этот критерий для 
эффективных точек впервые был получен Д. Гейлом, X. Куном 
и А. Таккером [154], а позднее — С. Н. Черниковым [101].

Т е о р е м а  6. В линейной задаче эффективные (слабо эффек­
тивные) точки существуют тогда и только тогда,, когда най­
дутся такие векторы / x EM( / x EM) t x AE £/>, что

т к
Х > с ‘ =  (2)
г=1 j=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  До с т а т очн ос т ь .  Для любого х Е X  
и з (2) получаем

=  Y , Xi ( a3’x ) = Y , x i bi  =  а - (3)
t = l  3=1 3=1

В линейной задаче множество Y  полиэдрально, азначит, замкнуто. 
Поэтому последнее неравенство согласно теореме 5 (следствию 1) 
влечет существование эффективных (слабо эффективных) точек.

Необходимость .  Если существует эффективная (слабо эф­
фективная) точка, то благодаря теореме 2.2.7 равенство (2) при 
/ х Е М( / х Е М) и АЕ  Е> выполняется. ■

§ 3.2]_________ Условия существования эффективных решений_________ 155
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Подчеркнем, что теорема 6 получена в предположении X  ф 0 . 
Критерий существования эффективных точек в линейной задаче, 
где заранее не предполагается наличие допустимых решений, будет 
сформулирован в § 4.4 (п. 2).

Если в линейной задаче множество X  задано ограничениями

{а3, х) ^  bj, i  =  1,2, ж ^ 0 (п),

то, как легко проверить, необходимое и достаточное условие (2) 
принимает вид неравенства

т к
Х > « с‘ = E Ai ° J -
1=1 j= 1

Если же X  является решением системы

(а3, х) = bj , j  = 1 , 2 , к; х ^ 0 {п),

то условие существования будет иметь тот же вид неравенства, 
однако на вектор А не будет налагаться никаких ограничений (т. е. 
А € Е к).

В заключение заметим, что из (2) для всякого х £ X  следует 
неравенство (3). Поэтому в линейных задачах согласно теореме 5 
непустое множество Р/(Х)  (атакжеи Sf(X))  всегда внешне устой­
чиво [71].

§ 3.3. Структура множеств эффективных решений 
в линейных задачах

Учитывая тот факт, что в линейных задачах множество оце­
нок Y  всегда полиэдрально (см. теорему 19.3 из [93]), а значит, 
выпукло и замкнуто, результаты, полученные в §3.1 для вогну­
тых задач, можно без труда переформулировать применительно 
к линейной задаче. В данном параграфе мы рассмотрим такие 
свойства множеств эффективных решений, которые имеют место 
только для линейных задач и отражают специфику последних.

На протяжении параграфа предполагается, что линейная век­
тор-функция /  имеет вид f ( x )  =  ((с1, я), (с2, я ) , . . . ,  (ст , я)), где 
сг Ф О(п), г =  1 ,2 , . . .  , т .

1. Вначале установим одно полезное свойство множества эф­
фективных решений, которое справедливо благодаря линейно­
сти / .
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Т е о р е м а  1. Если существует вектор /х £ М (р £ М), для 
которого выполняется равенство

т
Е ^ с' =  0(n), (1)

г=1

то Gf ( X )  =  X  (S f ( X ) =  X) .  В противном случае эффектив­
ными (слабо эффективными) решениями могут являться лишь 
граничные точки множества X .

Сформулированное утверждение для эффективных решений 
было доказано С. Н. Черниковым [101], а позднее и в рабо­
тах [115,126].

Д о к аз а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольную точку х° £ Х.Из 
равенства (1) вытекает неравенство

771 771

Y , H i ( c \ x 0) ^  ж),
г=1 г=1

справедливое для всех х £ X . Поэтому, согласно следствию 2.1.5 
(теореме 2.1.3), если/х £ М(/х £ М), то х° —собственно эффектив­
ная (слабо эффективная) точка.

Докажем вторую часть теоремы. Предположим, напротив, что 
х° £ \ n t X  является эффективной (слабо эффективной) точкой. 
Очевидно, найдется такое е > 0, что

Х е = { х € Е п \ \Xj -  х)\ й  е, j  = 1 , 2 , . . . ,  п}  С X.

Легко понять, что х° € Pf(Xe) (соответственно ж0 € <S'j(Xr )), при- 
чем множество Х е полиэдрально. На основании теоремы 2.2.7 
можно утверждать, что в линейной задаче с вектор-функцией 
((с1, ж), (с2, ж), . . .  , (сш, ж)) и множеством Х е для точки ж0 суще­
ствуют векторы /xGM( / xG M) h A e £?> такие, что

771 П 2п
£ м * с ‘ =  £ А  j — £  A j,
i=l j=l j=n+l

n  2 n

£ А , - ( е + * $ -* } )  + E  М е - ж? +  *?) =  °-
j=1 j=n+l

Из второго равенства благодаря е > 0 следует А = 0(2П). Поэтому 
первое равенство принимает вид (1). Полученное противоречие 
говорит о том, что эффективные (слабо эффективные) решения 
могут быть лишь граничными точками. ■



Итак, эффективные, собственно эффективные и слабо эффек­
тивные решения в случае линейной вектор-функции /  независимо 
от строения допустимого множества X  могут либо составлять все 
множество X, либо располагаться лишь на границе этого множе­
ства.

2. До конца параграфа считается, что

X  =  {х  е Е п | (aj ,x)  ^  bj, j  =  1 ,2 , . . .  , k}.

В линейных задачах Pj{X)  =  Gf ( X)  (см. следствие 2.2.3); поэто­
му в формулировках приводимых ниже утверждений участвуют 
лишь эффективные точки.

Отличительной особенностью линейных многокритериальных 
задач является то, что для этих задач множества Pf ( X)  и S f ( X)  
всегда можно представить в виде конечного объединения 
решений скалярных задач линейного программирования вида 
(/х, f (x) )  —> max.

Введем множество
г т >1

V  =  i v € Е п | v =  ^2 fiiC1 для некоторого /х € М >.
г=1

Т е о р е м а  2 (Эрроу-Баранкин-Блекуэлл). Существует та- 
кой конечный набор векторов v1, v2, . . .  , vr € V, что

Р } { Х ) =  й * И ,  (2)
i=i

где
X (иг) =  {х°  € X  | (Vх, х°) =  max(vl, ж)}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Включение Р/ ( Х)  Э (J X ( v l) очевидно
г=1

(см. пример 2.1.2). Докажем обратное. Полиэдральное множе­
ство X  представим в виде выпуклой оболочки конечного числа 
точек и направлений (см. [93]):

Г I 1 NX  =  < х \ х  =  ^2,Ш{Хг +  ^2 {jJj x3 для некоторых 
г =1  j = / + 1

=  0 ,  г =  1 , 2 , . . . , Х ;  5 > г =  1 } .  ( 3 )
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Подмножество^ множества точек {ж1, ж2, . . . ,  х 1} назовем под­
ходящим^ если найдется v Е V  такое, что U С X(v).  В силу конеч­
ности I число подходящих множеств конечно. Обозначим их через 
t/i, /72, . . . ,  £/г, а соответствующие им v — через и1, v2, . . .  , vr .

Возьмем произвольную точку х° Е Р/(Х ). Существует такой 
вектор v Е V, что х° Е X(v)  (см. лемму 2.2.4). С другой стороны, 
в силу (3) выполняется

I N

х° =  ^2ш{Хг + ^2 u j x * (4)
i=1 j=l+1

при некоторых Ui ^  0, г =  1, 2 , . . . ,  A; =  1. И поскольку
t=i

^ T u i X 1 Е Х,то  
*=1

а значит,

(v,x°)  ^  ( v ,  ^ W j X j Y
'  t=l

, N Л
\V, Y ,  o.

N

А так как ^ и { Х г + ^  2wjx* E X , t o

г=1 j=l+1
yv

( v , x ° )  ^  ( v , x ° )  + / и ,  J2 UjxA.
j=l+1

Поэтому
yv

(«> Ё  =  °-
i=i+l

(5)

Пусть U — множество тех х г, для которых соответствующие 
в представлении (4) положительны, и Л/о — множество соответ­
ствующих индексов г. Справедливо включение U С Х(^).Всамом 
деле, если это не так и, например, (v, x s) < max(v, ж), то, исполь-
зуя (5), получаем

I
{V , x° )<  ]Twj max(u,x) =  max(v,x),

, Хсл Хслг=1

что противоречит условию х° Е X  (v ).
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Следовательно, множество U — подходящее. Пусть для опре­
деленности (J = Ui ,v = v 1. Тогда из равенства

(у1, х г) =  max(v1,x) для всех i Е Мо,

учитывая (4) и (5), получим

(v1,# 0) =  шах(^1,ж),

т. е. х° Е Х ^ 1). ■
Анализ доказательства теоремы 2 показывает, что подобного 

рода утверждение будет справедливо и для множества слабо эф­
фективных точек; при этом роль множества V  будет выполнять 
замыкание

V  =  Е Е п | v =  ^2,11{Сг для некоторого /х Е м | .
*=1

Т е о р е м а  3. Существует такой набор векторов и1, у2, . . .
. . . ,  vr Е F , что S f (X)  = U Х ( у {).

i=i
Поскольку множество решений Х ( у г) обычной задачи линей­

ного программирования представляет собой некоторую грань мно­
жества X, то согласно доказанному множества Р/ (Х)  и S f ( X )  
являются объединениями некоторых граней множества X.  Возмо­
жен и случай, когда все множество X  выступает в роли подобной 
грани.

3. Здесь мы будем дополнительно предполагать, что полиэд­
ральное множество X  содержит по крайней мере одну вершину 
(крайнюю точку) *).

Напомним, что точка х° Е X  называется вершиной множе­
ства X, если из соотношений

х° = Хх' + (1 -  А)ж"; х ' , х"  € Х ;  А €(0,1) ,
следует х'  — х" =  х°.

При сделанном предположении о существовании вершины мно­
жества X имеем, что если Р/ (Х)  ф 0 , то существует по крайней 
мере одна эффективная вершина, т. е. эффективная точка, явля­
ющаяся вершиной. Действительно, если х° Е Р/(Х ), то согласно 
лемме 2.2.4 точка х° является решением задачи линейного про­

*) Множество X  заведомо будет содержать вершину, если, напри­
мер, компоненты допустимых векторов еще и неотрицательны, т. е. х  ^ 0(п) 
(см. [105]).
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граммирования
т
у  /х*(сг, ж) —> max для некоторого /х € М.
t=i

Как известно из курса линейного программирования (теоре­
ма 3.2 из [105]), среди решений этой задачи имеется хотя бы одно 
опорное решение, т. е. вершина. В силу /х > 0(т ) эта вершина будет 
эффективной.

Введем множество V* векторов v из £/п, удовлетворяющих 
следующим двум условиям:

1) v =  At/, где vf € V  и А ^  0;
2) задача линейного программирования max(v, ж) имеет реше­

ние (и это решение эффективно!). Х
Нетрудно понять, что V* — выпуклый конус. Обозначим вер­

шины полиэдрального множества X  через ж1, ж2, . . . ,  x N, N  ^  1, 
и введем множества

V*(j)  =  {v € E n \ ( v , x 3) =  max(v,x)}, j  = 1 , 2 , . . . ,  N.
i 6a

Непосредственной проверкой легко установить, что каждое из 
введенных множеств представляет собой выпуклый замкнутый 
конус *).

Л е м м а  1. Пусть V* ф 0.  Тогда

у  с  и  V*(j).
3 =1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольный вектор v € V*.
Среди решений задачи линейного программирования тах(^,ж)

хех
имеется вершина множества X.  Обозначим ее через х 3. Таким 
образом, (v, х3) =  max(v, ж), и поэтому v € V*(j)  при некотором
j e { i ,  2,. 1€Х ■

Говорят, что две вершины х г и х 3 множества X  являются смеж­
ными (соединены ребром), если для любой внутренней точки ж 
отрезка [жг, ж-7], соединяющего данные вершины, из соотношений

ж =  Аж' +  (1 — А)ж,/; ж', ж" € X ; А €(0,1) ,

следует ж', ж" € [жг, х3].

*) Более того, каждое из этих множеств является полиэдральным 
конусом.

6 В. В. Подиновский, В. Д. Ногин
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Множество (подмножество) вершин множества X  называется 
реберно связным в том случае, если оно состоит лишь из одной 
вершины, либо если для любой пары вершин хг, х3 этого множе­
ства (подмножества) найдется такая конечная последовательность 
вершинх1! , х г2, . . .  , х 11 е  {х1, х2, . . .  , х ^} ,чтохг1 = хг,хг* = х-7, 
и любые две соседние вершины этой последовательности являются 
смежными.

Л е м м а  2. Справедливы утверждения.
1) множество вершин полиэдрального X  реберно связно;
2) подмножество всех вершин, доставляющих максимум ли­

нейной функции на X,  реберно связно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Если X  содержит всего одну вершину, 

утверждение справедливо. Пусть хг, х-7 — произвольная пара вер­
шин множества X . Из курса линейного программирования извест­
но (см. [105]), что для вершины х-7 должны выполняться равенства

{а'р,х3) = bip, р = 1 , 2 , . . . ,  гг; {гь  г2, . . .  , г„} С {1,2, . . .  , к},

причем векторы а г1, аг2, . . .  , а*п линейно независимы. Пусть
п _  п

а =  ^2  а%1Р, Ь =  51 Ьгр. Ясно, что неравенство (а, х) ^  Ь выпол- 
р = 1 р =1

няется для всякого x G X ,  причем (а, Х'7) =  6. Кроме того, если 
х' € X  и (а, х') =  6, то хх = х-7 (в противном случае нарушается 
условие линейной независимости векторов а г*, a*2, . . .  , atn). Все 
это означает, что линейная функция (а, х) достигает своего мак­
симального значения на X  в единственной точке х-7.

Теперь, если вершину х г принять за начальное опорное реше­
ние в задаче линейного программирования max (а, х), то приме- 
нение симплекс-метода даст искомую последовательность смеж­
ных вершин, в которой первым элементом является хг, а послед­
ним х-7.

2) Множество X  всех точек, доставляющих максимум данной 
линейной функции, является, как известно, полиэдральным мно­
жеством. Согласно доказанному пункту 1), множество всех вершин 
из X  реберно связно. Легко понять, что вершина в множестве X  
будет вершиной и в множестве X  и, кроме того, любые две смежные 
вершины в X  смежны и в X.  Ш

Т е о р е м а  4. Если Р / (Х)  ф 0 ,  то множество эффективных 
вершин реберно связно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В начале данного пункта было показано, 
что из неравенства Pf (X)  ф 0  следует существование эффектив­
ных вершин. Если имеется лишь одна эффективная вершина, то 
утверждение справедливо.

Пусть Xх и х3 — две произвольные эффективные вершины и им 
соответствуют множества V*(i) и V*(j).  Согласно лемме 2.2.4 
V* П V*(i) ф 0  и V* П V*(j) ф 0 . Возьмем v l е V* П V*(i) 
и v2 Е V* nV * ( j )  и рассмотрим отрезок [v1,^ 2], соединяющий
точки v 1 и v2. Поскольку V* — выпуклый конус, то [vl , v 2] С V*.

N

Согласно лемме 1 [w1, w2] С (J V*(j),  причем каждое V*(j)  есть
j = 1

выпуклый замкнутый конус. Таким образом, отрезок [vl , v 2] по­
крывается конечным числом отрезков , Тг*2, . . . ,  , где
{гь  г2, • • •, г/} С {1,2, . . . , N }  и Tif =  [и1, и2] П V*(ie), s = 1,2 , ... 
. . . , / .  Благодаря замкнутости V*(is) отрезки Т{а замкнуты. Атак 
как они покрывают весь отрезок [v1, v2], то можно считать, что

Vх € T i v  v2 € 7i(, Tit n T ia+l^ 0 ,  5 =  1,2, . .  -, / — 1.

Пусть € Т{а П Tie+1,5 = 1 , 2 , . . . , /  — 1. Множество вершин, яв­
ляющихся решениями каждой из задач max(vte, ж), 5 =  1,2, . . .

хвХ
— 1, представляет собой подмножество из Pf (X)  и, кроме 

того, согласно лемме 2 реберно связно. Более того, ясно, что объ­
единение по 5 =  1, 2 , . . . , /  — 1 всех подобного рода вершин так­
же реберно связно. Но х г — точка максимума функции (v*i,x), 
а х3 — точка максимума функции , х) на X.  Следовательно,
вершины х г, х3 входят в указанное объединение, и поэтому их 
можно соединить последовательностью ребер, каждое из которых 
соединяет пару эффективных вершин. ■

Анализ приведенных рассуждений показывает, что подобным 
образом можно установить реберную связность множества слабо 
эффективных вершин. Для этого_вместо множеств V  и V* сле­
дует использовать их замыкания К и К , а  вместо леммы 2.2.4 — 
теорему 2.2.2.

§ 3.4. Оценка числа эффективных точек 
в дискретных задачах

Когда множество Y  С Е т конечно (состоит из N  элементов), 
то множество эффективных точек P(Y)  всегда непусто и, более 
того, внешне устойчиво. Хотя в каждой конкретной задаче все

6*
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эффективные точки можно перечислить, несомненный интерес 
представляет вопрос о получении «априорной» оценки числа таких 
точек. Подобного рода оценки могут оказаться полезными при ана­
лизе трудоемкости различных алгоритмов построения множества 
эффективных решений, а также процедур выделения наиболее 
приемлемого решения среди всех эффективных.

Количество эффективных точек |Р(У)|  в зависимости от кон­
фигурации множества У, очевидно, может изменяться в преде­
лах от 1 до N.  Поэтому в общем случае N — точная верхняя, 
а 1 —точная нижняя оценки числа \P(Y)\  (а также и |5(У)|). 
Однако, если каким-либо образом учитывать особенности кон­
фигурации множества У, то указанную верхнюю оценку можно 
уточнить. Наиболее просто это сделать в том случае, когда мно­
жество Y{ значений г-го критерия (§1.1) конечно при каждом 
г = 1, 2 , . . . ,  7п. Поскольку числа |Р(У)|  и |5(У )| инвариантны 
относительно монотонных преобразований критериев (§1.8), то 
удобно полагать, что каждое множество У* состоит из целых чисел, 
так что множество оценок У =  Y\ х Y<i х . . .  х Ут  — это множе­
ство точек m-мерного гиперпараллелепипеда с целочисленными 
координатами. Точная верхняя оценка числа | Р ( У ) | для указанно­
го случая была получена В. Б. Алексеевым [2], Т. М. Виноградской 
и М. Г. Гафтом [15], а также М. К. Альбертьяном [3]. Их резуль­
таты изложены в первом пункте параграфа. Во втором пункте 
получена точная верхняя оценка числа |5(У )| слабо эффективных 
точек.

Другой подход к оценке количества эффективных точек — ве­
роятностный и состоит в том, что точки у € У рассматривают­
ся как независимые случайные векторы. Тогда |Р(У)|  и |5(У)| 
оказываются случайными величинами, и можно искать их распре­
деления и числовые характеристики — математическое ожидание, 
дисперсию и т. д. В предположении, что координаты случайных 
точек у € У — независимые непрерывные одинаково распределен­
ные величины, этот подход реализовали О. Барндорф-Нилсон 
и М. Собль [5], Б. А. Березовский и С. И. Травкин [7], Т. М. Ви­
ноградская [14], X. Кэлпайн и А. Гоулдинг [128] *). Их результаты, 
касающиеся математического ожидания |Р(У)| ,  приведены в тре­
тьем пункте параграфа.

*) Случаю, когда точки у Е У получаются в результате независимых 
реализаций нормально распределенного случайного вектора, посвящен ряд 
работ, указанных в [5], а также статьи [38, 39, 48].
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1. Будем рассматривать случай, когда У — т -мерная целочис­
ленная гиперпараллелепипедная решетка:

где = {0, 1, . . . ,  /*}, 1{ — натуральное число, г =  1, 2, . . . ,  т.
Каждое множество Y  С У содержит |Р(У)|  эффективных то­

чек. Обозначим через w наибольшее из всех чисел \P(Y)\  для все­
возможных Y  С Y.  Число w называется шириной множества У, 
частично упорядоченного отношением Это число и есть искомая 
точная верхняя оценка количества | Р(У)| эффективных точек для 
У С У .

Очевидно, что при отыскании w можно ограничиться рассмо­
трением только тех множеств У С У ,  которые состоят из несрав­
нимых по ^  точек, т. е. для которых У = Р ( У ). Такие множества 
называются независимыми. Независимое множество, содержащее 
w точек, называется максимальным независимым множеством.

Числовую функцию 77, определенную на У, назовем весовой, 
если для любых у', у" € У из у' ^  у" следует 77(у') — 77(у,/) ^  1. 
Последовательность точек у1, у2, • . . ,  у 3 из У называется цепью, 
если у1 < у2 < . . .  < у5. Число s называется длиной цепи, а точ­
ка у 3 — максимальной в цепи. Отдельная точка является цепью 
длины 1. г)-центром цепи у1, у2, . . . ,  у 3 будем называть число 77*, 
определяемое так:

Цепь назовем ^-центрированной, если 77* = 0.
Множество У допускает симметричное покрытие цепями при 

весовой функции 77, если его можно разбить на цепи так, что:
1) цепи попарно не пересекаются и в объединении дают У ;
2) если у1, у2, . . . ,  у5 — произвольная цепь из разбиения, то

v(yj+1) =  V(yj ) + 1, i  =  1) 2, • • •, s -  1;
3 ) все цепи 77-центрированы.
Л е м м а  1. Пусть У допускает симметричное покрытие це­

пями при весовой функции г). Тогда множество

У = У ! х У 2 х . . . х У т , (1)

при s =  2t +  1, 

при s = 2t.

w  = {у  € Г |  — 1/2 ^  Т}(у) < 1/ 2} ( 2 )

является максимальным независимым множеством.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть q — число цепей в симметричном 
покрытии. Так как любое независимое множество У С У имеет 
на каждой цепи не более одной точки, то w ^  q. С другой стороны, 
в силу условия 2 из определения симметричного покрытия любые 
две точки из W  несравнимы по и поэтому w ^  \ W\. Следова­
тельно, \W\ ^  w ^  q.

Из определения симметричного покрытия видно, что каждая 
цепь содержит ровно одну точку из W, так что \W\ =  q. Поэтому 
w = \W\. Ш

Л е м м а  2. Множество Y  допускает симметричное покры­
тие цепями при

т

v ( y ) =  (з)
г=1

где
Vi(Vi) = - l i / 2  + Vi, г = 1,2, (4)

Доказательство проводится индукцией по размерности т.  При
га =  1 множество Y  = Y\ покрывается одной цепью 0 , l , . . . , / i ,  
причем условия 2 и 3 из определения симметричного покрытия, 
очевидно, выполняются.

Допустим, что утверждение о возможности симметричного по­
крытия У при (3) верно для некоторого т = k — 1 ^ 1 ,  и покажем, 
что оно верно и для т  =  к.

Введем обозначения:

Yi х Y2 х . . .  х Yj =  yb'l, ^ т =  r]j , j  = к -  1, к.
1 =  1

Для каждого j  € У* множество У I*” 1! х {j} —это совокуп­
ность всех пар вида (у*-1, j)> где у*-1 = (yi, у2, . . . ,  Ук-г ) ^У[к~1]- 
Поэтому симметричное покрытие цепями множества Y су­
ществующее по предположению при г)к~г индуцирует покрытие 
и множества Y t*_1l х { j}  цепями, обладающее, очевидно, свой­
ствами 1 и 2 симметричного покрытия. Однако цепи индуциро­
ванного покрытия не являются ^-центрированными: для них

Т,1к' = V(k~i r  +Vk{j)  = 0 4- r)k(j) = Vk(j)- (5)
Рассмотрим множества У ^ -11 х {0}, у!*-1! х {1}, . . .

. . . ,  у!*-1! х {Ik}- Так как покрытие цепями множеств У ^ -1) х 
х { j } построено по одному и тому же принципу, то каждой цепи
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из любого множества У ^ ” 1! х {j}  соответствует некоторая цепь 
во всяком множестве У ^ -1! х {г}, г ф j .  Это условно изображено 
на рис. 6, а).

1

1 •
*----

1• • • • 1
' j y ^ - ^ x l l }  

* * 1 •

• • * • 1
! y[fc-iix{o}
i t и ,__,I

а) б) в)

Рис. 6

Удлиним каждую цепь из У ^ _11 х {0} на /*., добавив 
к ней максимальные точки всех соответствующих ей цепей из 
yt*” 1! х {1}, . . .  , х {/*.}, одновременно укорачивая все
цепи в перечисленных множествах на 1 (рис. 6, б). Далее удлиним 
каждую укороченную цель из У ^ -1! х {1} на Ik — 1, добавляя 
к ней максимальные точки соответствующих укороченных цепей 
из У ^ -11 х {2}, . . . ,  У ^ -1! х {/*.}, одновременно укорачивая 
цепи в этих множествах еще на 1 (рис. 6, в)). Аналогично 
будем действовать и дальше, переходя от множества У"!*-1! х {j}  
Ky [k -!] х {j  +  1},покане реализуется одна из двух возможностей:

а) последняя укороченная цепь длины 1 оказалась в очередном 
множестве у !* -1! х {*}, t < Ik, и она удлинена на /*. — £ (таких 
цепей может быть несколько);

б) последняя укороченная цепь осталась во множестве 
У[* -1] х {/*} (таких цепей может быть несколько).

В итоге получим некоторое разбиение множества У^1 на це­
пи. Остается показать, что это разбиение —симметричное покры­
тие УI* 1 цепями при г}к.

Условия 1 и 2 определения симметричного покрытия, очевидно, 
выполняются. Проверим условие 3. Понятно, что при отбрасы­
вании максимальной точки из цепи исходного покрытия У ^  ее 
гу^-центр уменьшается на 1/2, а при добавлении — увеличивается
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на 1/2. Предположим вначале, что реализовалась возможность а). 
В процессе перестройки покрытия при рассмотрении каждого оче­
редного множества х {j},  j  ^  t , всякая оставшаяся в нем
укороченная цепь уменьшилась всего на j  (j  раз по 1), а затем 
удлинилась на /*. — j .  Так как до перестройки согласно (4) и (5) 
г)к-центр этой цепи был равен —1^/2 + j ,  то после перестройки 
^-центр полученной из нее цепи равен

1к , . 3 , Ik 3 n
~ ~ 2 + J ~ 2  + ~~2~ °*

Таким образом, всякая цепь покрытия является ^-центрирован­
ной.

Предположим, наконец, что реализовалась возможность б). 
Точно так же, как и в предыдущем случае, проверяется, что всякая 
цепь, полученная из цепей множеств х {j},  j  < /jt,является
^-центрированной. Остается рассмотреть укороченные цепи из 
у1к~11 х {/*.}. Каждая такая цепь была получена из некоторой 
исходной цепи, г]к-центр которой согласно (5) и (4) был равен 
Ik /2, укорачиванием /*. раз на 1. Следовательно, ее г)к-центр равен 
Zjt /2  — /*./2 = 0, т. е. она центрирована. ■

Согласно лемме 1 множество (2) является максимальным 
независимым множеством. Для весовой функции (3) условие 
— 1/2 ^  г)(у) < 1/2 равносильно условию

У\ +  2/2 +  • • . +  Ут =  Ent
1
2

771

(6)

где через Ent[z] обозначена целая часть числа z. Это означает, что 
искомое число w = | IV | равно числу Nm(li, h , . . .  , 1т) целочислен­
ных решений уравнения (6) при ограничениях

О = У» = ^> г =  1,2, . . . ,тп.  (7)
Итак, доказана
Т е о р е м а  1. Д ля произвольного множества У С У  справед­

лива точная оценка

(8 )
Число Afm(/i, /2, • • •, 1т) согласно (6) и (7) на языке комбина­

торного анализа можно интерпретировать как число способов раз-
^  771

-  ^2 li одинаковых предметов по т  различ- 
L t=l J

мещения n = Ent
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ным ячейкам, причем емкость г-й ячейки равна Ц. Следовательно, 
это число равно коэффициенту при t п в разложении производящей 
функции вида [91]:

771

Fm(t; /l, h i • • • I 1т) =  П ( 1 +  t +  . . . +  t 1'). (9)
г=1

Для вычисления числа yVm( / i , . . .  , /т )в[15] приведена доволь­
но сложная формула. Там же указано, что в случае 1\ =  /2 = 
=  . . .  =  lm =  I число Nm(l) =  yVm(Z,. . . ,  /) может быть найдено 
подсчетом коэффициента при t n, где n = Ent[//2], в разложении 
производящей функции [см. (9)]

т̂п(£> I) = (t + t + . . . + t})m 
или вычислено по формуле [91, с. 126]

г = 0  г = 0
(1 0 )

\Г/0»Г /0»71 —г(/ +  1)

где 7 =  Ent Lh -i J В частности, если I =  1, т. е. если У —булев

m-мерный куб, то n = Ent J и формула (10) указывает хорошо 
известное выражение для ширины такого куба

Nm(l) = Cm-

В этом легко убедиться, если учесть, что Afm(l) — коэффициент 
при £п в разложении производящей функции 1) — (1 +  t)m.

2. Перейдем к рассмотрению слабо эффективных точек. Будем 
по-прежнему считать, что Y  — га-мерная целочисленная решет­
ка (1).

Т е о р е м а  2. Для произвольного множества Y  С Y  справед­
лива точная оценка

771 771

w n i s  д а - ! - 1» -  п<<-
7 =  1 7 =  1

( И )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть т : Y  —> Y  — отображение, вводи­
мое по следующему правилу:
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Если для некоторого i  £ М  выполнено yi =  /*, то
min(/j — з/i) =  0 и т( у1, у2, . . . , ут) =  ( уъУ2, - - - , Ут) -  Далее, 
гем
из определения отображения т следует, что для любого Y  С Y  
множество т(У) = (J т(у) состоит из точек, по крайней мере 

yeY
одна координата которых принимает свое наибольшее значение 
(yj =  lj для некоторого j  £ М). Поэтому все точки множества 
t (Y)  несравнимы между собой по отношению >. Кроме того, если 
двум различным точкам уг, yi £ Y  соответствует одна и та же 
точка из т(У), то либо уг > y i , либо yi > у г. Следовательно, для 
произвольного множества Y  С Y

|5 ( У ) |^ |т ( Г ) |^ |т О > ) | =  Т.

Понятно, что Т — это число тех точек из У, у которых по край­
ней мере одна координата принимает свое наибольшее значение.

т
Найдем это число. Решетка Y  содержит +  1) точек. А число

t=i
точек, ни одна из координат которых не принимает своего наиболь-

771 771 771
шего значения, есть Y[ U- Поэтому Т =  П('< +  ! ) -  I T  я

t=l /=1 i= l
Если Ц = /, г = 1, 2 , . . .  , 7п, то (11) принимает вид 

\S(Y)\ <: (/ +  1)т - Г .

Отсюда в частном случае I =  1 (т. е. когда координаты точек у 
являются булевыми) получаем

\S(Y)\  ^  2m -  1 = |У| -  1.

Эта оценка очевидна: в булевом m-мерном гиперкубе не является 
слабо эффективной лишь одна точка, все координаты которой — 
нули.

3. Рассмотрим следующую вероятностную модель генерирова­
ния конечного множества Y  С Е т , содержащего N  точек. Пусть
у — случайный вектор, компоненты которого у\,У 2 , ...........Ут ~
независимые случайные величины, и —функции распределе­
ния y i .  Точки у1, у2, . . . ,  у " ,  полученные в результате реализаций 
вектора у (т. е. являющиеся выборкой N  значений этого вектора), 
и образуют множество Y. Следовательно, числа |Р (^ ) | и ^(У )! 
эффективных и слабо эффективных точек этого множества ока­
зываются случайными величинами. Наша цель состоит в исследо­
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вании и получении формул для математических ожиданий этих 
случайных величин.

Будем предполагать, что все функции распределения F{ непре­
рывны. Тогда вероятность того, что две одноименные координаты 
произвольных точек у*7 и ук совпадут (т. е. при некоторых j  ф к иг 
окажется справедливым равенство yj = у к) равна нулю. Отсюда 
следует, что числа эффективных и слабо эффективных точек мно­
жества Y  равны почти наверное, так что Е[|Р(У)|] =  E[|S'(Vr)|]. 
Поэтому в дальнейшем будем вести речь лишь о случайной вели­
чине \P(Y)\.

Кроме того, из непрерывности функций F* следует, что до­
статочно ограничиться рассмотрением случая, когда при каждом 
i Е М  компоненты у\ , у?, . . .  , уУ можно строго ранжировать, т. е. 
записать равенства

у!1 > У? > ••• > у1", (12)
где (j i , , • • •, j N ) ~  некоторая перестановка множества {1,2, . . .
. . . ,  N}.  Следовательно, каждой точке у-7 можно поставить в со­
ответствие ранговый вектор г3, где г? — ранг компоненты у\ 
в (12), т. е. номер занимаемого ею места, отсчитываемый справа. 
Например, если при N  =  3 и г = 2 неравенства (12) имеют вид 
Уг > У\ > уЬ то г\  =  3, г\  =  2, =  1.

Нетрудно понять, что для выделения P(V'), а значит, и для 
подсчета числа |Р(У)| ,  достаточно знания не самих точек у-7, 
а лишь ранговых векторов г 7. Поскольку точки yj являются реа­
лизациями одной и той же случайной величины, то из соображений 
симметрии ясно, что вероятность получения любой перестановки 

. . .  , jyv), соответствующей неравенствам (12) при произ­
вольном фиксированном г € Л/, одна и та же и равна — . Отсюда 

сразу следует, что вероятность события rj = к для этого г, где

к — произвольное заданное число из { l i 2 , . . . ,  N}  равна Все
это означает, что распределение случайной величины \P(Y)\  не 
зависит от конкретного вида распределений случайных величин у* 
(т. е. вида функций F{) и определяется лишь числами т  и N.  По­
этому для математического ожидания числа эффективных точек 
Е[|Р(У)|] можно ввести обозначение Е^{т).

Т е о р е м а  3. Справедливо соотношение
N 1

Ем{т)  =  £ - Е к(т -  1), S * ( l)  =  1- (13)
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Д о к а з а т е л ь с т в о  [128]. Так как вероятность выполнения 
равенств у? = р ф к  точек из Y , равна нулю, то будем 
полагать, что координаты у*, у? , . . . ,  у,^ попарно различны 
(г =  1 , 2 , . . .  , га).

Поскольку число эффективных точек не меняется от перену­
мерации точек множества У, то можно считать, что

Ут> Ут> ■■■> Ут- (14)
Поэтому при га = 1, очевидно, Е^{т)  =  1.

Рассмотрим случай га > 1. Обозначим через p ( N , га) вероят­
ность того, что наугад выбранная точка из Y  эффективна. Как 
уже отмечалось, вероятность наугад выбранной точки из Y  быть 
к-й в (14) (т. е. у к) равна 1 / N .

Введем в рассмотрение векторы =  {у \, у ^ , . . . ,  У3т-\) ,  
j  =  1 , 2 , . . . ,  N. В силу (14) Уп>Ут  при j  = k + l , . .. , N  
и Ут > Ут при j  =  1 , . . .  , fc — 1. Следовательно, у к эффективна 
в том и только том случае, если вектор z k эффективен во множестве 
{z1, z2, . . . ,  z k} С Е т~1. А вероятность последнего события есть 
р(к , т — 1). Следовательно, вероятность того, что точка из У, 
выбранная наугад, будет к-й и эффективной, равнар(&, га — l ) / N.  
Поэтому по формуле полной вероятности

p( N , m)  =  Y , P ( k >m ~  !)• (15)
к=1

Учтя, что Е]ч(т) =  N p ( N , га) и £*.(га — 1) =  fcp(fc, га — 1), 
к = 1, 2 , . . .  , А, из (15) сразу получаем (13). ■

При помощи (13) для небольших N  и га можно легко подсчитать 
среднее число эффективных решений.

Когда N  велико, вычисление среднего значения усложняется. 
Для га =  2 из (13) получаем следующую асимптотическую формулу:

N 1
E n ( 2)=  £ - ~ 1 п А + С,

к= 1 К
где С — 0, 5772 . . .  — постоянная Эйлера.

Таким образом, среднее число эффективных точек в случае 
га =  2 растет как натуральный логарифм числа N.

Если га = 3, то несложно проверить справедливость следую­
щей асимптотической оценки:

£/v(3) ~  \  In2 N
при N —>oo.
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Вообще, для фиксированного га при N  —> оо имеет место фор­
мула (см. [5, 7]):

которая свидетельствует о том, что среднее число эффективных 
точек растет как (га — 1)-я степень натурального логарифма чис­
ла N  допустимых решений. Эту формулу можно использовать для 
приближенной оценки числа эффективных точек, если N  доста­
точно велико.

Т е о р е м а  4. Справедлива точная формула

( 16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рекуррентное соотношение (13) можно 
переписать следующим образом:

E N(m) = ^ E N{m -  1) +  Eyv-i(m).

Докажем, что (16) является решением этого разностного уравне- 
ния. Действительно,
— £ / v ( m - l )  +  Eyv-i(m ) =

N - 1 N —2 г*кк °/V-2

N - 1 п к N - 2 ^rfc+1

fc=0 (к + 1)m —1

TV—2 r^k . fc+1 /^f/V-1

= Е ( - 1 > ‘  (г; У- - 1 + < - 1>л,~ 1 m — 1

N —2
= N  £ ( - 1 ) *

к=0 
yv-l

°/V-1
(Л +  1)к

Г*к
/с ° / V - l

+ ЛД-1)
^/V-l 

УУ-1 °7V-1
N m

Кроме того,
yv-i yv-l

« E(-D‘ttt- E(-1)‘C«+, = 1.
/c= 0  fc= 0

т. e. начальное условие в (13) выполнено.
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Пусть N  фиксировано и т  —> оо. Из (16) вытекает равенство

E »(m ) = N +  ' ' £ ( - l ) ‘ ( ^ r .

Предел выражения под знаком суммы при т  —> оо равен нулю. 
Следовательно,

E N(m) ~  N,
т. е. при достаточно большой размерности га (большом числе кри­
териев) среднее число эффективных точек незначительно отлича­
ется от общего фиксированного числа N  допустимых точек.

На рис. 7, взятом из [7], приведены кривые зависимостей вели­
чины Eyv(m) от N  и га для N  =  10, 20, . . .  , 80 и га = 2, 3 , . . . ,  10.

§ 3.5. О построении множества эффективных решений 
и проверке эффективности выделенного решения

Проблема отыскания всех эффективных решений (оценок) 
представляет не только теоретический, по и большой практический 
интерес. Это объясняется тем, что построение всего множества 
эффективных решений или же некоторого достаточно широкого 
его подмножества, как уже указывалось в §1.5, является одним 
из первых этапов в целом ряде процедур оптимального выбора
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при многих критериях. В настоящее время разработано уже до­
статочно большое число различных методов выделения множе­
ства эффективных решений *). Подробное изложение этих мето­
дов выходит за рамки данной книги. Поэтому мы ограничимся 
лишь очень кратким обсуждением проблемы и указанием работ, 
в которых излагаются соответствующие методы и алгоритмы.

1. Подавляющее большинство методов построения множества 
эффективных решений основано на тех или иных условиях опти­
мальности. Чаще всего используются необходимые условия, состо­
ящие в том, что если точка х° эффективна (в том или ином смысле), 
то она является решением задачи максимизации или минимиза­
ции (возможно, при некоторых дополнительных ограничениях) 
числовой функции специального вида при надлежащим образом 
назначенных величинах параметров, входящих в эту функцию 
и (или) ограничения. Следовательно, задача выделения всех эф­
фективных решений сводится к соответствующей скалярной пара­
метрической задаче математического программирования. Такую 
замену задачи с векторным критерием параметрическим семей­
ством обычных экстремальных задач часто называют скаляриза- 
цией (исходной задачи). Если используемые условия оптимально­
сти являются и достаточными, то множество решений парамет­
рической задачи является искомым множеством эффективных 
решений. В противном случае построенное путем скаляризации 
множество может содержать «лишние» точки, которые следует 
выявить и отсеять.

Например, в общем случае (если все / г* положительны) множе­
ство слабо эффективных решений S f ( X )  согласно теореме 2.1.1 
совпадает с множеством решений параметрической задачи макси­
мизации на X  функции

min Mi/«(ж)г 6 м
при fi € М. Указанный способ скаляризации разбирается, напри­
мер, в работах [19, 21, 77,125,156].

Множество слабо эффективных решений, как показывают те­
орема 2.1.5 и пример 2.1.1, можно выделить, решая парамет­
рическую задачу максимизации на X  функции // при условии

*) Однако сразу следует отметить, что современный арсенал таких ме­
тодов пока еще далеко не обеспечивает практических запросов. Исключение 
составляют, пожалуй, лишь группы методов, разработанных для двухкрите­
риальных и линейных многокритериальных задач.
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f i (x)  ^  i =  1, 2 , . . .  , га; i ф /, для t{ € У, i € М. Такой подход 
анализируется в работах [31-33, 76, 77, 133, 135, 162, 166, 191, 
193-196, 206,227]. Заметим, что если X  выпукло, а /  квазивогнута, 
то обе рассмотренные параметрические задачи являются квази- 
вогнутыми. При построении Pf (X)  в последней задаче удобнее 
брать ту функцию //, которая достигает максимума в единствен­
ной точке (см. теорему 2.1.8), например, строго квазивогнутую 
функцию (разумеется, если таковая среди функций /* имеется).

Скаляризация многокритериальных задач при помощи функ-
" 771 "I 1 / «

ций вида , где s ^  1, /х € М, разбирается в статьях

[17, 55,158].
Для вогнутых многокритериальных задач согласно теоре­

ме 2.2.2 S f ( X )  совпадает со множеством решений параметриче­
ской задачи вогнутого программирования, состоящей в максими-

т
зации на X  функции У~1 ^ijfj(x) при fj, 6 М. Если заменить М на М,

г=1
то таким путем будет выделено множество собственно эффектив­
ных решений (теорема 2.2.4). Указанный подход берет свое начало 
со статей [155,159].

П р и м е ч а н и е .  Скаляризацией называют также «свертыва­
ние» векторного критерия /  =  ( /ь  / 2, • • • , fm)  в одну числовую 
функцию F(/x, / )  (именуемую обобщенным, агрегированным или 
глобальным критерием), сводящее исходную многокритериаль­
ную задачу к однокритериальной. В F  положительные числа /х*, 
образующие вектор /х, характеризуют относительную важность 
критериев /* и называются их коэффициентами важности, или от­
носительными весами. Если допустить существование обобщенно­
го критерия для рассматриваемой задачи, то встают вопросы: как 
установить вид функции F  и как найти величины коэффициентов 
/х*. На практике вид F  часто назначается без каких-либо серьезных 
обоснований [96]. Следует, однако, подчеркнуть, что конкретиза­
ция вида обобщенного критерия часто настолько сужает множе­
ство выбора, т. е. далеко не для всякого эффективного решения 
могут существовать такие /х*, при которых оно максимизирует F.

Для примера рассмотрим наиболее широко распространенный
771

обобщенный критерий — «линейную свертку» ^/х* /* . Если ис-
*=1ходная многокритериальная задача —вогнутая, то согласно тео­

реме 2.2.4 любая собственно эффективная (т. е. по теореме 3.1.8
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«почти любая» эффективная) оценка может еще быть выделена 
как оптимальная. В противном случае множество выбора может 
сильно сократиться, а то и вовсе оказаться пустым.

Это положение иллюстрирует следующий пример: n =  1, 
771 =  2, X  = Е, f i (x)  =  х , /г(ж) =  е~х . Здесь Р/ (Х)  =  Е, т.е. 
каждое решение является эффективным. Однако какие положи­
тельные «веса» /XI и /Х2 ни взять, задача максимизации функции 
/XIх +  /Х2е-гс решений иметь не будет, так как эта функция не 
ограничена сверху на Е.  Если же в качестве X  взять, например, 
отрезок [а, 6], то максимизация указанной функции на этом 
отрезке при произвольных фиксированных положительных рь\ и /Х2 
будет приводить либо к х =  а, либо к х =  6, хотя каждая точка 
отрезка [а, 6] эффективна.

Такое положение объясняется тем, что в общем случае каж­
дая эффективная точка х° характеризуется своим собственным 
набором уже не постоянных, а функциональных коэффициентов 
/хх(ж), /х2(#),. . . ,  /хт (ж), при которых имеет место неравенство

7П т
^ 2 ^ i ( x ) f i ( x 0) ^  ^2f i i (x) f i (x)  для всех х £ Х
<=1 i=l

(см. переформулировку эффективности в п. 2 из § 2.1). И для нево­
гнутых задач совсем не обязательно, чтобы эти функциональные 
коэффициенты были константами /хi, /Х2, • • •, /хт .

Для линейных задач разобранная скаляризация при /х € М 
позволяет, как указывает лемма 2.2.4, построить в точности мно­
жество Р / ( Х ) [36, 155, 77, 149, 186). Однако практически обычно 
удобнее использовать специальные методы, являющиеся прямым 
обобщением известного симплекс-метода линейного программиро­
вания [105] на многокритериальный случай. Методам и алгорит­
мам такого рода посвящена уже довольно обширная литература 
[34, 36, 121, 142-145, 147, 151, 152, 174, 208, 210, 250, 252, 253]. 
Способ построения множества Ру(Х), основанный на решении 
систем линейных неравенств, определяемых «полным» набором 
конечного числа эффективных точек (т. е. содержащим точку из 
каждой гиперграни X, входящей в Р /(Х )), разбирается в ста­
тье [139]. Для двухкритериальных линейных задач удобный способ 
последовательных приближений описан в [134].

Для отдельных важных классов линейных многокритериаль­
ных задач разработаны специальные методы, представляющие 
собой развитие методов решения соответствующих задач линейно­
го программирования. Например, методы построения множества
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эффективных планов перевозок в транспортных многокритери­
альных задачах изложены в [108,165,177, 225].

Вопросы решения многокритериальных задач квадратичного 
программирования разбираются в статьях [209, 219], а геометри­
ческого — в [205, 213].

Методы и алгоритмы решения дискретных (точнее, конечных) 
многокритериальных задач, основанные на идеях «просеивания» 
решений, предложены в работах [18, 13, 212]. Алгоритм, исполь­
зующий специальную процедуру построения последовательности 
решений, описан в [44]. Вопросы выделения эффективных реше­
ний при помощи параметрической задачи максимизации функции
т
^2 Vifi  рассмотрены в статье [127]. Методы решения многокри-
г=1
териальных задач с булевыми переменными излагаются в работах 
[119, 120, 138, 215]. Статья [40] посвящена полиматричной задаче 
коммивояжера, а [180] и [239] — задачам составления расписаний. 
В [188] приведены некоторые оценки сложности задачи выделения 
максимальных точек из конечного множества.

Вопросы анализа чувствительности эффективных решений 
к изменению параметров задачи рассматриваются в работах [152, 
167, 185, 203]. Методы регуляризации множества эффективных 
решений изложены в [35, 58] и [96, гл. 8].

Методы приближенного построения (аппроксимации) множе­
ства эффективных оценок с оценкой точности в двухкритериаль­
ных задачах разработаны в [87, 211]. Аппроксимация множества 
эффективных точек, состоящая в приближенном представлении 
множества X  сложной структуры конечным числом специальным 
образом равномерно распределяемых точек и последующим выде­
лением из них недоминируемых, рассматривается в [97].

2. Необходимость проверки эффективности решения может 
вызываться различными причинами. Например, такая проверка 
необходима, если решение выделено процедурой, относительно 
которой неизвестно, приводит ли она к получению лишь эффек­
тивных решений или может выделять и неэффективные. Проверка 
эффективности решений может осуществляться и при скаляри- 
зации, основанной на необходимых, но не достаточных условиях 
эффективности.

Нередко возникает необходимость проверки эффективности 
решения, которое уже было выбрано (назначено) по каким-либо со­
ображениям или даже ранее использовалось. При этом целью про­
верки является выяснение принципиальной возможности улучше­
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ния рассматриваемого решения и, если такая возможность имеет­
ся, получения эффективного решения, более предпочтительного, 
чем исходное.

Для проверки эффективности решения можно использовать 
подходящие условия оптимальности, изложенные во второй главе. 
Как обычно, если для проверки используются необходимые усло­
вия и оказывается, что рассматриваемое решение им удовлетворя­
ет, то гарантировать его эффективность нельзя. Однако если эти 
условия не выполняются, то решение неэффективно. Если для про­
верки используются достаточные условия, то решение, удовлетво­
ряющее им, эффективно. Если же такие условия не выполняются, 
то вопрос об эффективности решения остается открытым. Нако­
нец, если для проверки применяются необходимые и достаточные 
условия, то проверяемое решение эффективно в том и только том 
случае, когда оно этим условиям удовлетворяет.

Среди всех условий главы 2 специально отметим лишь условия, 
сформулированные в примере 2.1.7. Эти условия эффективности 
являются необходимыми и достаточными. Следовательно, прове­
ряемое решение х° эффективно тогда и только тогда, когда оно 
максимизирует

т
' E M * )  (1)
1 =  1

на множестве

{ж € X \ f i ( x )  ^  f i(x°),  * = 1 , 2 , . . . ,  m}. (2)

Весьма ценно то, что в случае, когда решение х° неэффективно, 
максимизация функции (1) на множестве (2) приводит к получе­
нию эффективного решения х *, которое более предпочтительно, 
чем ж0, т. е. f (x*) > f (x° )  (см. [77, 241]). Подчеркнем, что если 
исходная многокритериальная задача вогнута (линейна), то задача 
максимизации (1) на множестве (2) оказывается задачей вогнутого 
(соответственно линейного) программирования.



Г Л А В А  4

Д В О Й С ТВ ЕН Н Ы Е
М Н О ГО К РИ ТЕ РИ А Л Ь Н Ы Е ЗАД АЧ И

Вопросы двойственности для многокритериальных задач зна­
чительно сложнее аналогичных вопросов для задач с одним кри­
терием. Дело в том, что понятие двойственности в многокрите­
риальной оптимизации основано на соотношении максимальных 
и минимальных элементов в частично упорядоченных множе­
ствах, в отличие от двойственности в обычной теории оптимиза­
ции [24], где двойственность связана с совпадением максимальных 
и минимальных элементов линейно упорядоченных множеств на 
вещественной прямой. Этот переход от линейно упорядоченных 
множеств на прямой к множествам в евклидовом пространстве 
при изучении двойственности оказывается нетривиальным. Гру­
бо говоря, в скалярном случае для получения совпадения реше­
ний прямой и двойственной задач достаточно убедиться в отсут­
ствии «разрыва» между множествами образов решений прямой 
и двойственной задач. Если такого «разрыва» нет, то указанные 
множества образов «склеиваются» в точке, которая дает одно­
временно решение прямой и двойственной задач. В многокрите­
риальном случае этого «склеивания» прямого и двойственного 
множеств недостаточно; двойственная конструкция должна быть 
такой, чтобы прямое и двойственное множества «склеивались» 
в точности своими множествами максимальных и минимальных 
элементов.

Имеющиеся публикации, посвященные двойственности в мно­
гокритериальной оптимизации, условно можно разбить на две 
группы. В первой группе работ [67, 154, 173, 175, 176, 185, 214, 
218, 232] двойственность так или иначе связана с определенного 
типа функциями Лагранжа. Во второй группе работ [164, 234, 254] 
двойственность изучается с использованием аппарата сопряжен­
ных функций и имеющиеся здесь результаты представляют со­
бой дальнейшее обобщение теории двойственности Фенхеля. Не
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касаясь работ второго направления, в данной главе на основе ре­
зультатов авторов [67, 84] предлагается такая конструкция двой­
ственности, в рамки которой в той или иной степени укладываются 
подходы первой группы работ.

В первом параграфе этой главы рассматриваются общетеоре­
тические вопросы о седловых точках, максиминах и минимаксах 
векторных функций. Во втором параграфе вводится общая кон­
струкция двойственных многокритериальных задач. Третий и чет­
вертый параграфы посвящены вопросам двойственности соответ­
ственно для вогнутых и линейных многокритериальных задач.

§4.1. Седловые пары, максимины и минимаксы 
векторных функций

Классическая теория двойственности в математическом про­
граммировании широко использует понятия седловой пары, мак- 
симина и минимакса числовой функции. В этом параграфе анало­
гичные понятия, необходимые для развития теории двойственно­
сти многокритериальной оптимизации, вводятся для векторных 
функций.

1. Пусть векторная функция К  (ж, у) = (Ki(x,  у), К 2 ( х , у ) , . . .
. . . ,  К т[х , у)) определена на декартовом произведении X  х Y  
(здесь и далее в этом параграфе непустые множества X  и Y  могут 
иметь произвольную природу).

Вектор (ж0, у0) Е X  х Y  будем называть: 
сильной седловой парой, если

К{х,  у0) й  К(х°,  у0) й  К(х°,  у) для всех х Е X, у Е У ;  (1) 

сильно-слабой седловой парой, если

К(х,  у0) ^  К(х° ,у°)  ^  К(х° , у )  для всех х  € X, y € Y ‘, (2)

слабо-сильной седловой парой, если

К(х , у° )  й  К(х° ,у°)  ^  К(х° , у )  для всех х G X,  y e Y ; (3)

слабой седловой парой, если

К(х,  у0) ^  К(х° ,у°)  ^  К(х° , у )  для всех х  € X,  у € У. (4)

Согласно определению отношений > и > (§1.2) выполнение 
соотношения К ( х , у0) < К ( х ° , у0) при всех х  Е X  означает, что 
соотношение К ( х ° , у0) > К ( х , у0) не выполняется ни при каком
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х £ X .  Аналогично выполнение соотношения К ( х ° , у0) ^  К(х°,  у) 
при всех у £ Y  означает, что соотношение К (х ° , у0) > /С(ж0, у) не 
выполняется ни при каком у £ Y.

Понятно, что всякая сильная седловая пара является седло­
вой в смысле (2)—(4), а всякая полусильная (сильно-слабая или 
слабо-сильная) седловая пара является также и слабой. Сильная 
седловая пара —это обычная седловая точка одновременно всех 
компонент вектор-функции К: (1) справедливо тогда и только 
тогда, когда при каждом г =  1 , 2 , . . . ,  т  выполняются неравенства 
/Ci(ж, у0) ^  Ki(x0,y°) ^  (ж°, у) для всех х £ Х ,у  £ У. В связи
с этим ясно, что существуют сильные седловые пары довольно 
редко.

Введем в рассмотрение следующие четыре множества:

Q 1 =  U  П  { q Z E m \ q < ,  К ( х , у ) } ,
xeXyeY

Q 2 =  U  П  { q € E m \ q Z K ( x , y ) } ,
yeYxex

Я х =  и  П { h € E m \ h ^  К(х , у ) } ,
xeXyeY

н 2 = и  П {/г € Е т | h ^  К(х , у ) } .
yeYxex

Эти множества имеют естественную интерпретацию в теоре­
тико-игровых терминах, если К  означает векторную функцию 
выигрыша, а X  и Y  — множества стратегий первого и второго игро­
ков соответственно (первый игрок стремится «максимизировать» 
функцию выигрыша). В этом случае Q1 — это множество выигры­
шей, которые может себе гарантировать первый игрок (короче, 
его гарантированные выигрыши), а Я 1 — множество выигрышей, 
которые он может не позволить ухудшить второму игроку («защи­
щаемые» выигрыши). Аналогичный смысл имеют множества Q1 
и Я 2 для второго игрока.

Непосредственно из определений введенных множеств легко 
получить включения Q 1 С  Я 1, Q 2 С  Я 2, которые также имеют 
ясный теоретико-игровой смысл.

Т е о р е м а  1. Справедливы соотношения

Н
А to для всех <7Х € Q\ q2 € Q2; (5)

q <h для всех q € Q1, h € Я 2; ( 6 )

h<tq для всех /i€  Я 1, q t Q 2- (7)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Изопределений множеств Q1 и Q2 имеем

q1 £ Q1 q1 ^  АДх0, у) для некоторого х° £ X
и любого у € У; (8)

q2 £ Q2 К ( х , у0) ^  д2 для некоторого у0 € У,
и любого х £ X q. (9)

Отсюда ql ^  А'(ж0, у0) ^  q2.
Для доказательства (6) предположим противное: q > Л, q £ Q 1, 

h £ H 2. Это означает, что при некоторых ж0 € Х,у°  € У справед­
ливо
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для всех х € X, у € У. При ж =  ж0, у = у0 отсюда вытекает про­
тиворечие: К(х° ,у°)  ф К(х°,у°) .

Соотношение (7) доказывается аналогично. ■
Теорема 1 показывает, что аналогом максимина (минимакса) 

является пара множеств Q1 и Н 1 (соответственно Q2 и Н 2), а нера­
венству (га =  1)

max min К  (ж, у) < min max К  (ж, у)хех yeY ' ~ y€Y хех  7

соответствуют свойства этих множеств (5)-(7).
2. Простейшие примеры показывают, что пары (ж', у') и (ж", у"), 

седловые в смысле (2), (3) или (4), могут быть несравнимыми (т. е. 
не верно ни К{х \  у') ^  АДж", у"), ни К{х',  у') ^  K{x l\ y 11)) или 
доминировать одна над другой (например, К  (ж', у') > АДж", у")). 
А пары (ж', у") и (ж", у') могут не быть седловыми. Однако согласно 
нижеследующему утверждению существование сильной седловой 
пары накладывает существенные ограничения на структуру мно­
жеств полусильных седловых пар.

Пусть W ss (соответственно W sw, W ws) W ww) — множество 
сильных (соответственно остальных трех типов) седловых пар, 
a Wqw и  Wq s (Wq w) — множества пар типов (2) и (3) (типа (4)), 
которые не являются сильными (полусильными).

Т е о р е м а  2. Если W 33 ф 0,  то имеют место представления

W ss = X s х У 5, W£w = Х 3 х Y w, W g s =  X w х Y s
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(когда Wqw =  0  или W™3 =  0,  то Y w =  0  или X w =  0).  Л/ж 
этом все сильные и полусильные седловые пары эквивалентны *), 
а каждая слабая седловая пара либо эквивалентна сильной, либо 
несравнима с ней.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (ж1, у1) и (ж2, у2) —две сильные 
седловые пары. Тогда, согласно (1)

К { х х, у 2) ^  К ( х 1, у 1) ^  К ( х 2, у х) ^  К ( х 2, у2) ^  АДх1^ 2),

так что все пары (ж1, у1), (ж1, у2), (ж2, у1), (ж2, у2) эквивалентны. 
Кроме того, для (ж1, у2) имеем

К { х х,у)  ^  К ( х 1, у 1) =  К ( х х, у 2),
К ( х , у 2) ^  К ( х 2, у2) =  АДх1^ 2)

для любых ж Е X, у Е У, и поэтому (ж1, у2) — сильная седловая 
пара. Аналогичный вывод получается и для (ж2, у1). Следователь­
но, =  X s х Y 3.

Пусть (ж3, у3) Е Wq™. Тогда для произвольной сильной седло­
вой пары (ж3, у 3) согласно (1)-(2) имеем

К ( х г , у 3) ^  К ( х 3, у 3) % K ( x s , y s) % К ( х 3, у 3).
А так как К  (ж3, у3) < К ( х 3, у3) не имеет места, то

K ( x a, y 3) = К ( х 3, у 3) =  К ( х 3, у 3) = К ( х 3, у 3),

так что пары (х3, у3) и (х3, у 3) эквивалентны, а для (х3, у*) верно

К ( х 3, у) ^  АГ(х3, у3) = К ( х 3, у 3) = К ( х 3, у 3) ^  К ( х , у 3)

при любых х € X, у € У. Отсюда сразу следует (х3, ys) € W 33. 
Для (х*,у3) при любых ж Е X, у Е У имеем лишь

t f ( xs,y) ^  K { x s, y s) = К ( х 3, у 3) 5  К ( х , у 3),

причем если для некоторого ж' пары (ж', у5) и (ж3, у3) были не­
сравнимы (а такой элемент ж' по условию найдется), то и (ж', у3) 
и (ж5, у3) очевидно, также несравнимы. Поэтому (х3, у3) € Wq °. 

Предположим, что и (х4, у4) G Wqw. Согласно (1), (2)

К ( х 3, у 4) Z  АГ(х3,у 3) =  К ( х 3, у 3) Z К ( х 4, у 3) ^  К ( х 4, у 4).

А так как в соответствии с (2) Х(ж3,у4) ^  Х(ж4,у4), то пары 
(ж3, у4), (ж3, у3) и (ж4, у4) эквивалентны. Поэтому для любых

*) Пары (ж', у )  и (ж", у") эквивалентны, когда К ( х ' , у') =  К(  ж", у").



ж £ X , у £ Y  можно записать

К ( х 3,у)  ^  К ( х 3, у3) = К ( х 3, у 4) ^  К ( х , у 4),

причем если пары (ж", у4) и (ж4, у4) были несравнимы (такой 
элемент х п по условию существует), то и (ж", у4) и (ж3, у4) так­
же несравнимы. Поэтому (ж3, у4) £ Аналогично проверя­
ется (ж4, у3) £ Wq™. Следовательно, Wp™ = X 5 х Y w. Равенство 
Wq 3 =  X™ х Y 3 получается из доказанного равенства для Wqw 
заменой ж на у, а у на ж.

Наконец, если (ж5, у5) € VVq̂ ,  то предположение Х(ж5, у5) > 
> К ( х 3, у 3) приводит согласно (1) к К (ж 5,2/5) > К ( * 5, 2 А  а 
предположение X(ж5, у5) > Х(ж5, у5) — к Х(ж5, у5) > Х(ж5,у5). 
Любое из этих неравенств противоречит (4). ■

3. Взаимосвязь между значениями вектор-функции К  на сед­
ловых парах и множествами Q1, Q2, Я 1 и Я 2 устанавливает 

Т е о р е м а  3. Справедливо включение

K ( W WW) С Я 1 П Я 2 (10)

гх равенства

K ( W 33) =  Q ^ Q 2, X ( W 5” ) =  ( ^ П Я 2, X ( W ” 5) = H l r\Q2,
( И )

причем
а) всякий элемент z 33 £ K ( W SS) является наибольшим во 

множестве Q1, максимальным во множестве Я 1, нсш- 
меньшим в Q2 и минимальным в Я 2;

б) всякий элемент z sw £ K { W SW) является максимальным 
в Q1 и минимальным в Я 2;

в) всякий элемент z ws £ K ( W WS) является минимальным 
в Q2 и максимальным в Я 1.

Заметим, что утверждения а)-в) теоремы почти целиком выте­
кают из результатов работы [92].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Опираясь непосредственно на определе­
ния (1)—(4), можно легко установить включения

K ( W WW) С Я 1 П Я 2, K { W SS) С Q1 П Q2,
K ( w sw) с  q 1 п  я 2 , x ( w ” 5) с  g 2 п  я 1.

Например, если z 3W =  Х(ж5, у™), то согласно первому нера­
венству (2) z 3W ^  К ( х 3,у)  для всех у £ Y,  и поэтому z5™ € Q1.
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Аналогично, из второго соотношения (2) следует z sw ^  К ( х , yw) 
для всех х £ X, что влечет z sw £ Я 2.

Докажем требуемые обратные включения. Пусть q* £ Q1 П Q2. 
При у = у0 и х = х° из (8)-(9) для <7° = К(х° ,у°)  получаем 
9° = 9* = 9°> так что 9° =  д*. Поэтому из (8), (9) сразу следует, 
что (х°, у0) —сильная седловая пара. Таким образом, K ( W SS) D 
Э Q1 D Q2.

Далее, для q* £ Q1 П Q2, ql £ Q1, q2 £ Q2, hl £ Я 1, /i2 € Я 2 
по теореме 1 имеем q* ^  ql , q* ^  92, 9* Л1, <7* < /12. Поэтому
элемент <7* является наибольшим в множестве Q1, наименьшим 
в Q2, максимальным в Я 1 и минимальным в Я 2. Утверждение а) 
доказано.

Теперь пусть z* £ Q1 П Я 2. Для у =  у0 и х =  х° из (8) и

h £ Н2 £> К(х ,  у0) при некотором у0 € У и каждом х £ X

получаем Я(х°, у0) ^  z* ^  Я (х°, у0), так что Я(х°, у0) =  z*. По­
этому (х°, у0) £ W 3W. Таким образом, K ( W SW) D Qxn  Я 2, ^ у ч и ­
тывая полученное ранее обратное включение, приходим к равен­
ству K ( W SW) =  Q1 П Я 2. Далее,дляz* £ Q1 П Я 2,9 £ Q1, h £ Я 2 
согласно теореме 1 имеем z* > <7 и z*< /1. Утверждение б) доказано.

Для слабо-сильной седловой пары доказательство проводится 
аналогично приведенному выше. ■

Обозначим через MaxQ1 (MinЯ 2) множество максимальных 
(минимальных) по > элементов множества Q1 (Я2). Поскольку

MaxQ1 П М т Я 2 С Q1 П Я 2,

а по утверждению б) из теоремы 3

K ( W SW) С MaxQ1 П М т Я 2,

то с учетом (11) можно записать

K ( W 3W) =  MaxQ1 П М т Я 2. (12)

Аналогичные равенства справедливы также для K ( W WS) 
и K { W SS).

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих доказан­
ные теоремы. Во всех этих примерах X  = Y  =  {1, 2}, а значения 
вектор-функции К ( х , у )  = (Ki (x , y ) ,  К 2 (х,у))  задаются матри­
цей, причем х — номер ее строки, у — номер столбца.



§ 4.1 ] Седловые пары, максимины и минимаксы векторных функций 187

П р и м е р  1. Пусть вектор-функция Я  задана с помощью мат­
рицы

(3.0) (0,1)
(2.0) (1,0) '

В этом случае имеются три седловых пары: сильно-слабая (2,2), 
слабо-сильная (1,1) и слабая (1,2). Поэтому (3,0) =  /С(1,1) — 
единственная точка пересечения множеств Q2 и Я 1, а (1,0) = 
= Я (2, 2) — единственная точка пересечения множеств Q1 и Я 2 
(см. рис. 1). Заметим, что здесь (2,0) € Я 1 П Я 2, так что включе­
ние (10) оказывается строгим.

Я2
3

0

\Ш7/7Ш7Л
» i  2

1

г

—
3 Kl

я 2
3

2

1

о

2

2

V К ,

Рис. 1

П р и м е р  2. Функция К,  заданная с помощью матрицы

(2,2) (2,3)
(1,1) (3,0) ’

имеет две седловые пары: сильную (1,1) 
и слабую (2,2). Множества Q 1 и Q2 име­
ют единственную общую точку (2, 2) = 
=  Я ( 1,1) (см. рис. 2).

П р и м е р  3. Функция Я , заданная 
матрицей

(0 , 2) (1 , 0 )
(0,1) (2,0) ’

Рис. 2

имеет две седловые пары: (1,1) и (2,2), и обе — слабосильные. 
Множества Q2 и Я 1 пересекаются в двух точках: (0, 2) = Я (1 ,1) 
и (2, 0) =  Я (2,2), а пересечение множеств Q1 и Я 2 пусто (рис. 3).
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V? J _______V /////
1 2 Кг1 2 Кх

Рис. 3

Дальнейшее развитие изложенного материала в теоретико­
игровых терминах можно найти в работе В. В. Подиновского [84], 
на основе которой и написан данный параграф.

§ 4.2. Общая конструкция двойственных задач

В этом параграфе вводится векторная функция Лагранжа 
и показывается, что задача отыскания эффективных решений 
в исходной многокритериальной задаче тесно связана с задачей 
отыскания седловых пар функции Лагранжа. Формулируется пара 
двойственных задач, которые заключаются в нахождении макси­
мальных элементов прямого множества и минимальных элемен­
тов двойственного множества соответственно. Устанавливается, 
что множество решений, являющихся одновременно решениями 
прямой и двойственной задач, представляет собой пересечение 
прямого и двойственного множеств и совпадает с множеством 
значений функции Лагранжа на совокупности ее седловых пар.

1. Пусть, как и в предыдущих главах, вектор-функции 
/  = ( / i , / 2, • • •, fm)  и g  =  ( g i , g 2, • • •, gk) заданы на множестве 
D С Е п, а

и рассмотрим свойства различного типа седловых пар этой функ-

(1)
Введем векторную функцию Лагранжа

L(x,  Л) = ( f i (x)  +  (A,g(x)),  f 2(x) +  (Л, *(*) ) , . . .
• • • ,/m(aO +  {X,g(x)))  (2)

ции на множестве D х
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Т е о р е м а  1. Для функции Лагранжа (2) понятия сильной 
и слабо-сильной, а также сильно-слабой и слабой седловых пар 
на D х Е> эквивалентны:

W 33 =  W ws, W sw =  W ww. (3)

Если (ж0, А0) — седловая пара L любого типа, то

g(x°)  ^  0(fc), (A°,g(a:0)) =  0, (4)

так что х° € X. При этом если (ж0, А0) € W ww, то х° — эф­
фективное решение (т. е. ж0 € Р /(Х )), а если (ж0, А0) € W 55, то 
х° — точка максимума на X  каждой из функций /1 , /2 , • • • , fm • 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для седловой пары (ж0, А0) Е D х Е> 
произвольного типа всегда выполняется

Ь(ж°, А0) <! L(x°,  А) для всех А € Р>. (5)

Отсюда, учитывая (2), получаем (4) и в силу (1) ж0 € X.  Далее, 
если верно (4), то, очевидно, верно и

L(ж0, А0) й  Ь(ж0, А) для всех А € Р>. (6)

Наконец, при выполнении (6) справедливо и (5). Следовательно, 
для седловой пары (ж0, А0) произвольного типа условия (4), (5) 
и (6) эквивалентны. Отсюда следуют, в частности, равенства (3). 
Для (ж0, А0) € W ww выполнено

Ь(ж0, А0) 5  L(ж, А0) для всех х е D.

Согласно (4) отсюда следует, что / (ж0) 5  /(ж) для всех ж е X, т. е. 
ж0 — эффективное решение.

Наконец, если (ж0, А0) € W 55, то

1/(ж°, А0) ^  Ь(ж, А0) для всех ж € D,

откуда в силу (4) f i(x°)  ^  /* (ж) для каждого г € Ми всех ж Е X. ■ 
Теорема 1 показывает, что слабые седловые пары функции L 

прямым образом связаны с эффективными решениями исходной 
многокритериальной задачи. В дальнейшем будем рассматривать 
лишь слабые седловые пары L и, ради краткости, будем просто 
называть их седловыми парами, а множество всех таких пар будем 
обозначать через W .
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2. Введем множества Q = Q 1 и Н = Н 2 (§4.1), которые будем 
называть прямым и двойственным соответственно:

Q=  U <?(*),
x€D

н  = и  Я(А),
а  е Е *

<?(*) =  П { < 7 е^ т | 9 ^ М ® , А ) } ,
а

Я(А) =  П {Л€ £ m | / i ^ L( x , A) } .
xeD

Нетрудно проверить, что если х € D \ X ,toQ(x ) = 0 , поэтому

Q =  U <?(* )=  и  { q € E m к ^ / ( х ) }  =  П,  (7)
же* ж€Х

где, как и ранее, У* =  Y  — Е™.
Заметим также, что согласно лемме 1.2.1 множество Я(А) мож­

но представить и в таком виде:

Я(А)=  П U { Н \ м г я { ъ х ,  А)}, (8)
жея р£М

где JS? — скалярная функция Лагранжа:

.£?(д,х,А) =  (д, L(x,A)).

Множество максимальных (минимальных) по > элементов 
множества Q (множества Я) будем обозначать через MaxQ 
(МтЯ) .  Теорема 3, теорема 1.3 и равенство (1.12) показывают, 
что множество значений функции Лагранжа L на множестве 
седловых пар W  тесно связано с множествами MaxQ и Min Я. 

Т е о р е м а  2. Справедливы равенства

MaxQ П М т Я  =  Q П Я =  L(W).  (9)

Согласно этой теореме, если MaxQ С Min Я  *), то

MaxQ = Q r ^  = L(iy);

если MaxQ D Min Я, то

M ^  =  Q r ^  = L(W);

наконец, если MaxQ = Min Я, то

MaxQ = М т Я  =  Q П Я  =  L(W).  (10)

*) Заметим, что в скалярном случае строгие включения MaxQ С Min Я 
(MaxQ D Min Я) смысла не имеют, так как при ш =  1 неравенство 
MaxQ П Min Я ^  0  влечет равенство MaxQ =  Min Я.
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3. Благодаря (7) и лемме 2.2.1 имеют место равенства

MaxQ =  Max |J  Q(x)  =  МахУ* =  Р(У), (11)
хех

где, как и раньше, P(Y)  — множество эффективных оценок исход­
ной многокритериальной задачи.

Итак, следующие две задачи являются эквивалентными. 
П рям ая за д а ч а  1. Найти множество MaxQ.
П Р ям ая зад ач а  2. Найти множество P(Y).
Если ввести обозначение

Inf L(x,  А) =  (inf Li(x,  А ),. . . ,  inf Lm(x, A)),
A A A

то, как легко заметить, множество Q(x)  можно представить в сле­
дующем виде:

Q(x) = { q € E m \ q ^  ^ n ffc L(x,  A)}.

В соответствии с этим прямая задача будет заключаться в на­
хождении множества

Max Inf L(x, А) = 
хеЕ*

=  Max{z € E m\z =  Inf^ L ( x , А) при некотором x € D},  (12)

где E m = Е х Е х . . . х Е и Е  — расширенная числовая прямая, 
полученная из Е  добавлением символов —оо и +оо. Эта формули­
ровка прямой задачи эквивалентна приведенным выше (поскольку 
по определению максимальных элементов они обязаны принадле­
жать Е т).

Прямой задаче сопоставим следующую двойственную задачу. 
Д во й ствен н ая  зад ач а . Найти множество Min Я . 
Построенная конструкция двойственных многокритериаль­

ных задач была предложена в работе В. Д. Ногина [67]; там же 
было установлено равенство MaxQ П Min Я  =  Q П Я.

В скалярном случае (т  =  1)прямаязадача1приобретаетобыч- 
ный вид (см. (12)): найти

max inf L(x, А). 
xeD хеЕ*
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А так как при этом множество Я  (А) представимо в виде

Я(А) =  {h  6 Е  | h ^  sup L(x,  А)}, 
х eD

то двойственную задачу можно сформулировать следующим об­
разом: найти

min sup L(x,  А). 
хеЕ|  xeD

При изучении двойственных многокритериальных задач так 
же, как и для двойственных скалярных задач, принципиально важ­
ным является случай, когда имеет место равенство 
MaxQ = Min Я, т. е. когда каждое решение прямой задачи явля­
ется решением двойственной задачи, и наоборот. При этом соглас­
но (10) и (11) каждое из множеств MaxQ, Min Я, Q П Н и L(W)  
совпадает со множеством эффективных оценок P(Y)  исходной 
многокритериальной задачи. Формулированию условий, при ко­
торых указанное равенство выполняется, и посвящены следующие 
два параграфа.

§ 4.3. Вогнутый случай

Здесь формулируются условия, при которых имеет место ра­
венство множеств решений прямой и двойственной задач в пред­
положении, что исходная многокритериальная задача — вогнутая. 
Кроме того, при дополнительном предположении дифференци­
руемости максимизируемой вектор-функции и вектор-функции 
ограничений приводится специальная формулировка двойствен­
ной задачи. Изложение материала основано на работе В. Д. Ноги­
на [67].

1. Будем рассматривать многокритериальную задачу, в кото­
рой множество D С Е п выпукло, а вектор-функции /  и g  вогнуты 
и непрерывны на D. Тогда множество допустимых решений X  ви­
да (2.1) также выпукло (и обязательно замкнуто, если замкнуто D ). 
Согласно (2.7) Q — У* и в силу леммы 2.2.2 множество Q выпукло. 
По лемме 2.2.1 множество собственно эффективных точек множе­
ства Q совпадает с G(Y).

Л е м м а  1. Предположим, что выполнено условие регулярно­
сти Слейтера: существует такая точка х € D , 4mog(x)  > О(̂ ). 
Если q° — собственно эффективная точка, то q° £ Я.



Вогнутый случай 193§4.3]

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть q° = f (x° )  при некотором 
х° € G/ (X) .  Согласно теореме 2.2.6 существует такой вектор 
А0 € Е>, что пара (ж0, А0) образует седловую точку скалярной 
функции (/х, х, А) при некотором /х € М, т. е.

х, А0) ^  j£f(/x, ж0, А0) ^  j£f(/x, ж0, А) 

для всех х € D, А € Я>. Из правого неравенства при А =  0(*.)
и g(x°)  ^  0(jt) следует равенство (A0,g*(x0)) =  0. В  таком случае 
левое неравенство принимает вид

(/х, /(ж 0)) ^  -£?(/х, ж, А0) для всех х € D. (1)

Согласно представлению (2.8) имеем /(х °) =  q° £ Я(А°) С Я. ■ 
Т е о р е м а  1. Пусть выполнено условие регулярности Слей­

тера. Предположим, что справедливо хотя бы одно из условий:
1) каждая точка q° £ MaxQ является собственно эффектив­

ной (т. е. выполняется равенство P(Y)  = G(Y));
2) функция f  строго вогнута\
3) множества D, Y  замкнуты и Min Я  С Я.

Тогда MaxQ С Min Я.
Д о к а зат е л ь с т в о . Пусть q° £ MaxQ. Благодаря (2.11) 

q° =  /(х °) при некотором х° £ Pf (X) .  Поскольку /(х °) £ Q, 
то при /(х °) € Я, согласно теореме 2.2 элемент /(х °) будет 
принадлежать множеству Min Я. Поэтому для доказательства 
теоремы достаточно установить включение /(х °) £ Я.

1) Если /(х °) £ G(Y),  то согласно лемме 1 /(х °) £ Я.
2) Из х° £ Pf{X)  по теореме 2.2.6 следует существование век­

торов /х° £ М и А0 £ Е> таких, что пара (х°, А0) является седловой 
точкой скалярной функции j£f (/х°, х, А). Поэтому

j£f (/х°, х°, А0) ^  j£f (/х°, ж, А0) д л я  всех х £ D.

Следовательно, функция J$f(/x°, •, А0) достигает максимума на 
множестве D в точке х°. А так как эта функция строго вогнута 
(вследствие строгой вогнутости / ) ,  то х° — единственная точка 
максимума. Поэтому, учитывая равенство (A°,g,(x0)) = 0, полу­
чаем

(/х°, / ( х 0)) > (/х°, /(х )) +  (A0, g-(x)) для всех х £ D, х ф х°.

Здесь /х° € М. Но для каждого х € D, х ^  х°, всегда можно подо­
брать вектор /х € М (который, разумеется, будет зависеть от точ­

7 В. В. Подиновский, В. Д. Ногин
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ки х ) так, чтобы написанное выше строгое неравенство выполня- 
лось после замены /х° на /х. Таким образом, для каждого х € Я(для 
х =  х° можно взять любой вектор из М, так как (A0, g{x0)) =  0) 
существует такой /х € М, что оказывается справедливым неравен­
ство (1). Поэтому f (x°)  е  Я(А°).

3) Благодаря теореме 3.1.8 оценка f{x°)  является пре­
делом последовательности собственно эффективных оценок: 
f (x°)  =  lim f ( x l), где x l € G /(X ), l =  1, 2, . . .  . В п. 1) данного

/ —ИХ)

доказательства было установлено, ч т о / (х1) € Min Я для любого/. 
Используя условие Min Я  С Я, получаем f (x°)  € Я. ■

Как показывает нижеследующий пример, какие-то дополни­
тельные предположения типа условий 1)-3) теоремы 1 вводить 
необходимо.

П р и м ер  1. Рассмотрим двухкритериальную вогнутую зада­
чу, в которой n = m = 2) k = l , D  = E 2 H

f l (x)  = X l ,  / 2(х) =  Х 2 , gl(x)  = - ( x i ) 2 -  Х 2 .

Выпуклое множество X  составляют точки плоскости Я 2, распо­
ложенные на параболе Х2 =  — (# i)2, и точки, лежащие ниже этой 
параболы. Точка х° =  0(2) эффективна, так что /(ж 0) € MaxQ. 
Докажем, что f (x°)  & Я.

а) Если А =  0, то для х 1 =  (1, 1) справедливо

L(x1, 0) =  ( l , l ) > ( 0, 0) =  / ( x o), 
т. е. f (x°)  & Н(0).

б) Если 0 < А < 1, то берем х 1 =  (1 — А, 1 — А) и получаем

L ( x \  А) =  ((1 -  А3), (1 -  А3)) > (0,0) =  f (x°)

для любого А € (0 ,1). Следовательно, f (x°)  £ Н(А) приО < А < 1.
в) Если А ^  1, то для х3 =  (0, —1) имеем

Ц х 3, А) =  (А, А — 1) > (0,0) =  /(х °),
т. е. f (x°)  & Я(А) для А ^  1. ■

В этом примере ни одно из условий 1)-3) не выполняется: 
эффективная оценка f (x° )  не является собственно эффективной; 
функция /  линейна, а значит, не является строго вогнутой. Далее, 
согласно теореме 3.1.8 f (x°)  =  lim f ( x l) и х ^  G /(X ). По лем-/—юо
ме 1 f { x l) е Q П Я, а значит f ( x l) £ Min Я, / =  1, 2, . . .  . Но, как 
показано выше f (x°)  0 Я. Следовательно, условие 3) теоремы 1 
также не выполнено.
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2. Для дальнейшего изучения двойственности понадобятся 
дополнительные понятия и факты выпуклого анализа. В дан­
ном пункте мы приведем эти дополнительные сведения, опираясь 
на [93].

Пусть Z  С Е п — непустое выпуклое множество. Говорят, что Z  
удаляется в бесконечность по направлению t или что t есть рецес­
сивное направление для Z, если Z  содержит все лучи с направле­
нием t (где t ф 0(п)), начинающиеся в любой точке из Z. Другими 
словами, z удаляется в бесконечность по направлению t, t ф 0(Л), 
если z + Xt £ Z  для любых А ^  0, z £ Z. Множество всех векто­
ров, удовлетворяющих последнему соотношению, с присоединен­
ным к нему началом координат называется рецессивным конусом 
множества Z  и обозначается 0+ (Z). Множество О +(Z) является 
выпуклым конусом и совпадает с множеством тех векторов t , для 
которых выполняется Z  +  t С Z.

Если Z  замкнуто, то его рецессивный конус замкнут. Известно, 
что непустое выпуклое замкнутое множество ограничено тогда 
и только тогда, когда его рецессивный конус совпадает с началом 
координат.

Если Z7, 7 £ Г, — произвольное семейство выпуклых замкну­
тых множеств, пересечение которых непусто, то справедливо ра­
венство

о+ (П  Z7) =  п  о+ (z 7).
je r  7ег

Поляра выпуклого конуса С определяется следующим обра­
зом:

С° =  {z  | (z, у) ^  0 для всех у £ С}.

Если С\ С С2 и Ci, С2 — выпуклые конусы, то D С\. Как из­
вестно, для выпуклого замкнутого конуса С справедливо равен­
ство (С0)0 =  С.

Л е м м а  2. Пусть Z — непустое выпуклое замкнутое множе­
ство. Если р £ ri(0+(Z))°, то линейная функция (/х, •) достигает 
максимум на множестве Z.

Д о к а за т е л ь с т в о . Из условия р £ ri(0+(Z))° согласно след­
ствию 11.6.2 [93], вытекает неравенство

(у,М>< max (M,z) = 0 (2)
ze(o+(Z))°

для любого у такого, что линейная функция (у,*) не является 
тождественно равной постоянной на множестве (0+(Z))°.

7*
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Обозначим через Я максимальное подпространство, содержа­
щееся в конусе 0+(Z).

Для у £ 0+(Z)\R  функция (у,-) не является тождественно 
равной постоянной на (0+(Z))° (заметим, что благодаря 0(Л) £ 
£ (0+(Z))° этой постоянной может быть лишь нуль). В самом деле, 
если

(у, z) =  0 для всех z £ (0+(Z))°,

то при каждом вещественном а также (<ry,z) =  0. Таким обра­
зом, вся прямая, проходящая через начало координат и точку у, 
принадлежит множеству ((0+ (Z))°)° =  0 + (Z), т. е. у € R. Но это 
противоречит включению у £ 0+ (Z )\# .

В соответствии с этим из (2) следует

(у,/х) < 0 для всех у £ 0+ (£ )\Я , (3)

что означает строгое убывание линейной функции (/х, •) вдоль 
любого направления из 0 +(Z) \R.

Рассмотрим множество Z f =  Z  П Я1 , где R 1- — ортогональ­
ное дополнение R. Поскольку для любого z £ Z  справедливо 
R + z С Z, то Z 1 П (R +  z) =  {z'}, где z' — некоторая точка мно­
жества Z 1. Далее, очевидно, что у =  z — z' £ Я. Таким образом, 
для любого z £ Z существует такой z' £ Z', что z = z* + у, у € Я. 
Следовательно,

(/*.*> =  (м>2') +  (м»У>-
Но(/х,у) =  0. Действительно, так как/х £ (0+(£))°иу £ 0+(Z ),to 
(/х, у) ^  0. А благодаря тому, что—у £ Я, имеет место неравенство
(м>У> ^  0.

Таким образом, верхняя грань линейной функции (/х, •) на мно­
жестве Z  достигается тогда и только тогда, когда она достигается 
на Z'.

Рецессивный конус множества Z'  есть 0+(Z') = 0+ (Z) П Я1 . 
Далее, [0 +{Z) П Я1]\0(п) С 0+(Z) \R.  Поэтому из (3) следует, что 
линейная функция (/х, •) вдоль любого направления из 0+ (Z') 
строго убывает. В соответствии с теоремой 27.3 из [93] эта функция 
достигает максимум на множестве Z', а значит, и на множестве Z. ■

3. Важное свойство прямого и двойственного множеств уста­
навливает следующая

Т е о р е м а  2. Предположим, что выполнено условие регуляр­
ности Слейтера и множество Q замкнуто. Тогда

Q U H  = Е т. (4)
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Д о к а зат е л ь с т в о . Пусть h & Q. Докажем, что h е Н .
Точку h можно сильно отделить от выпуклого замкнутого 

множества Q, т. е. существует такой ненулевой вектор /х е Я т , что
(/x,/i)> а  для некоторого q G £ ,
(/х ,д )< а  длявсех q е  Q.

По определению множества Q из второго неравенства (5) следует
т

/х > 0(т ). Очевидно, можно считать, что ^ /х *  = 1, т.е. /х € М.
i=i

Более того,
и е  (о+ ( < ? ) ) ° п м ,  (6)

где (0+(Q))° — поляра рецессивного конуса множества Q. 
Действительно, если /х 0 (0+ (Q))°, т. е. (/х, z) > О для некоторого 
z е 0+(д), то согласно определению рецессивного конуса для 
q' е Q включение q' +  Xz е Q справедливо при каждом А > 0. 
Величину (fi,qf + \ z )  за счет выбора А можно сделать сколь 
угодно большой, а это несовместимо со вторым неравенством (5).

Если ri(0+(Q))° =  0 , то 0+(Q) =  Е т , а значит, Q = Е т . Но, 
в соответствии с предположением, h е Е т  и h 0 Q. Поэтому 
пусть /х° € ri(0+(Q))°. Поскольку —Е™ С 0+ (Q), то (—Е™)° =
=  Е™ D (0+ (Q))°. Следовательно, /х° € Я™. А так как Е™ 
и ri(0+(Q))° суть конусы, то можно считать, что

/x°€ri(0+(Q ))°nM . (7)
Рассмотрим вектор

цш =  ufi° +  (1 — ш)у, при ш € (0,1).
В силу (6), (7) и теоремы 6.1 из [93] выполняется G ri(0+(Q))° П 
П М. Далее, очевидно, что

(fiw,h) = ш(ц°, h) + ( l -  и)(ц,  h),
= w(/x°,<7) +  (1 - u ) ( n , q ) .

Благодаря (7) линейная функция (/x°, •) ограничена сверху на мно­
жестве Q (см. лемму 2). А в силу (5) выполняется

(/x,/i) > sup(/x, q). 
qeQ

Поэтому положительное и  можно выбрать настолько малым, 
чтобы имело место неравенство

(/xw , / i )  >  ( / x w , g )  д л я в с е х  q e Q . ( 8 )
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Согласно лемме 2 функция (рш, •) достигает своего наибольше­
го значения на Q. Пусть qu — точка максимума, т. е.

(цш,Яш) ^  (м",?) для всех q € Q. (9)
Так как qw € Q, то qu ^  / ( ж0) при некотором х° € X ,  и поэто­
му (nu ,qu ) ^  , f  (x0)). Но f (x°)  6 Q, а значит, из (9) следует
(fiu , q ^ )  ^  (цш, /(ж 0)). Следовательно, (fiu ,qw) = (nw, f ( x °)) и

(fiw, f ( x 0)) ^  (цш, / ( х ) )  для всех х € X.
Таким образом, вогнутая скалярная функция {цш, f (x) )  достигает 
максимума на множестве X  в точке х ° . Отсюда в соответствии с те­
оремой 2.2.6 (при т  =  1) вытекает существование такого вектора 
А € /£>, что

(fiu , f ( x 0)) ^  (/хш,/(х ) )  -I- (X,g(x))  для всех х  € D. 
Поэтому, учитывая неравенство (8), получаем

(/х", h) > (/х", f{x))  +  (A,g{x)) для всех х е D.

Здесь /х" Е М. Но так как это неравенство строгое, то для каждо­
го фиксированного х Е D можно подобрать такой вектор /i G М 
(зависящий от ж), что (/х, К) > (/х, ж, А). Согласно представле­
нию (2.8) это влечет h Е # ( А). ■

Итак, о взаимном расположении прямого и двойственного мно­
жеств можно сказать следующее: они заполняют все простран­
ство Е т (теорема 2) и могут иметь общими лишь свои граничные 
элементы (это вытекает из теоремы 1.1).

Т е о р е м а  3. Пусть выполнено условие регулярности Слейте­
ра и множество Q замкнуто. Тогда Min Н С MaxQ.

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть h° Е Min Я. Поскольку h° — мини­
мальный элемент, то h° 0 int Я. Тогда благодаря равенству (4) и за­
мкнутости Q имеем h° Е Q. Таким образом, h° Е Q П Я, а значит, 
в силу теоремы 2.2 h° Е MaxQ. ■

4. Дополнительно предположив, что вектор-функции / ,  g  по­
компонентно дифференцируемы на D С Я п, введем в рассмотре­
ние множество

Hi =  и  и  №  е Е т  I <М, Л) ^  ^ (м , * ,  А)},
Л X ц.

где объединение берется по всем А Е £>, х £ D и / х Е М ,  для 
которых выполняется равенство

«Б) ^) ~  ®(п)* ( 1 0 )
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Если h £ # 1, то, используя характеристическое свойство во­
гнутой и дифференцируемой функции j£f(/z, •, А), а также равен­
ство (10), получим

(/z, h) ^  -Sf(/z, ж, А) ^  -Sf(/z, х \  А) +  (V*.Sf(/z, ж, А), х - х ' ) ^
^  J ? ( l i ,x \ \ )  для любого ж' € D, (11)

что согласно представлению (2.8) влечет h £ Я  (А). Следователь­
но, всегда справедливо включение

Hi С Я. (12)

Л е м м а  3. Для любых q £ Q u h  £ Н\ (h: (/z, /i) ^  j£f(/z, ж, A) 
длл некоторых p £ M, x £ D, X £ Я>) выполняется неравенство
(М,9> ^  (М »*

Д о к а зат е л ь с т в о . Поскольку <7 £ Q, то q ^  /(ж 0) для неко­
торого ж0 € X. Для h £ используя свойство вогнутой и диф­
ференцируемой функции j£f(/z,-,A), получаем (11), откуда при 
х 1 =  х° £ X  следует

{ц, h) ^  -S?(/x, х°, Л) ^  (/х, / ( х 0)) ^  (/х, q). и

С л е д с т в и е  1. Ecauq0 £ Q П Ях, mog° — собственно эффек­
тивная точка Q и q° £ МтЯх.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку q° £ Hi, то для некоторых 
/х° £ М, х° £ D и А0 € верно (/х°, д°) ^  j£?(/z°, ж0, А0). Согласно
лемме 3 (/х°, <7) ^  (/х°, д°) для любого q £ Q. Следовательно, д ^ -
собственно эффективная точка множества Q.

Если же <7° 0 МтЯх,  т. е. для некоторого h £ Hi верно h < <7°, 
то(/х°, h) < (/z°, 9°), где/1 £ Hi, q° £ Q, а это противоречит утвер­
ждению леммы 3. ■

Т е о р е м а  4. Предположим, что выполнено условие регуляр­
ности Слейтера, множество Q замкнуто и Hi ф 0 . Тогда

<ЭиЯх = Е т. (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что h 0 Q и докажем 
включение Л € Ях.

Так же, как и в доказательстве теоремы 2, точку h можно сильно 
отделить от множества Q, т. е. найдется вектор /х £ М такой, что 
выполняется (5) и (6). Поскольку Hi ф 0  (т. е. найдется /1* € Ях), 
то согласно лемме 3 при некотором /х* £ М верно (/z*, q) й  (p*,h*)
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для всех q € Q. Легко понять, что

М* € (0+(Q))°DM.

Вейлу Q ф Е т справедливо неравенство ri(0+(Q))° ф 0 , поэтому 
пусть ц  € ri(0+(Q))°. Аналогично тому, как в доказательстве тео­
ремы 2 для д° было установлено включение (7), в данном случае 
можно доказать, что

M €r i (0+ (<?))°nM.

Для вектора д° =  Ад +  (1 — А)д* при фиксированном A G (0, 1) 
согласно теореме 6.1 из [93], верно

д° 6 ri(0+ (<5))° П М.

Теперь рассмотрим вектор цш =  + (1 — ш)ц при и  € (0,1),
для которого справедливо

M°€ri(0+ (Q))°nM.

Аналогично тому, как в доказательстве теоремы 2, можно пока­
зать, что выполнено (8) и вогнутая скалярная функция (/хы, f (x) )  
достигает максимум на множестве X  в точке х°.

Если х — точка, для которой выполняется условие регулярно­
сти Слейтера, то для каждого j  € J(x°) в силу вогнутости и диф­
ференцируемости g j  имеем

( V * j( * ° ) ,  X -  х ° )  ^  g j ( x )  -  g j ( x ° )  >  0,

что означает выполнение условия регулярности из условий теоре­
мы 2.4.1.

Применяя эту теорему при т  =  1 к точке максимума х° функ­
ции (/хы, /  (ж)), для некоторого А € Е> получаем

V ^ ( M w,x°,A) =  0(n), (14)
(A,g(x°)) =  0. (15)

Кроме того, в силу (8) и (15) имеем

W , h )  > ( f , f ( x 0)) = & № , х ° , \ ) .

Это вместе с (14) влечет h € Н\. U
П р и м е ч а н и е  1. В теореме 4 условие регулярности нужно 

было для того, чтобы из равенства (/xw, / ( x 0)) =  т а x(/xw, / (x ) )х£Х
с помощью теоремы 2.4.1 получить (14) и (15). В линейном случае, 
т.е. когда D =  Е п, /* — линейные, а g j —аффинные функции,
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равенства (14) и (15) можно получить, используя теорему 2.2.7 
(при т  =  1), в которой условие регулярности отсутствует. Кроме 
того, в линейной задаче множество Q полиэдрально, так как пред­
ставляет собой разность двух полиэдральных множеств (см. пред­
ставление (2.7), теорему 19.3 и следствие 19.3.2 из [93]). Если оно 
полиэдрально, значит, замкнуто. Следовательно, в линейной за­
даче равенство (13) справедливо лишь в предположении Q ф 0  
и Н\ ф 0 .

Ранее было установлено включение Ях С Я. Следовательно, 
int Н\  С int Я. Если же h Е int Я, то благодаря теореме 1.1 h £ Q. 
Отсюда в силу (13) следует h Е Н\  и, более того, так как Q за­
мкнуто, то h e  intH\ .  Таким образом, если выполнено условие 
регулярности Слейтера и Н\ ф 0 , то

int Hi  =  int Я.

Следует отметить, что здесь (а также в формулировке теоре­
мы 4) условие Hi ф 0  существенно. Об этом говорит следующий

П р и м е р  2. т  =  2, п =  к =  1, f i (x)  =  ж, / 2(2 ) =  0,g*i(a;) =  х. 
Здесь Q =  {q £ Е 2 \ q<i ^  0} и Я  =  {h G Е 2 | /12 > 0}, а равен­
ство (10) имеет вид \ii +  Ai =  0. Но числа/ii > Ои Ai ^  0, которые 
удовлетворяли бы последнему равенству, не существуют. Поэтому 
Hi  =  0 , так что Q U Hi ф Е 2 и int Hi ф int Я.

Соотношение между собственно эффективными точками мно­
жества Q (тем самым, и точками множества G(V')) и точками 
множества МтЯх устанавливает

Т е о р е м а  5. Пусть выполнено условие регулярности Слейте­
ра и множество Q замкнуто. Тогда:

1) каждая собственно эффективная точка множества Q 
принадлежит множеству МтЯх;

2) каждая точка множества МтЯх является собственно 
эффективной для множества Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть q — собственно эффективная 
точка множества Q . Тогда q = f ( x )  для некоторого х G G j ( X ) .  
В доказательстве теоремы 4 было установлено, что из выполнения 
условия регулярности Слейтера следует выполнение условия регу­
лярности теоремы 2.4.1. В соответствии с этой теоремой для точ­
ки х справедливо (10) при некоторых /х Е М, А Е и равенство
(A,g*(a;)) =  0. Благодаря последнему равенству можно написать 
(/х, q) =  JSf (/х, ж, А). Следовательно, q Е Hi. Согласно следствию 1 
отсюда вытекает q Е Min Hi .
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2) Пусть h Е Min Ях. Ясно, что h & int Н\.  Поэтому в силу (13) 
и замкнутости Q получаем h Е Q П Н \ , что согласно следствию 1 
влечет собственную эффективность точки h для множества Q. Ш 

Выпишем вид двойственной задачи МтЯх в скалярном слу­
чае: — минимизировать скалярную функцию Лагранжа L(x, А) по 
х Е D и Л Е Я>, связанным равенством Д жЬ(х, Л) =  0(Л).

Отметим, что полученные в данном пункте результаты в идей­
ном отношении близки к результатам работы П. Шенфельда [218].

§ 4.4. Линейный случай

В этом параграфе рассматриваются линейные многокритери­
альные задачи и показывается, что равенство множеств решений 
прямой и двойственной задач выполняется при более широких 
предположениях, чем в вогнутом случае.

Поскольку в линейном случае согласно следствию 2.2.3 
P(Y)  = G ( Y ), то, учитывая теорему 3.5, двойственное множе­
ство Я можно заменить на «почти совпадающее» с ним мно­
жество Ях, введенное в предыдущем параграфе. Это приводит 
к формулировке двойственной задачи МтЯх, принадлежащей 
Гейлу-Куну-Таккеру [154]. Результаты, полученные для исходной 
двойственной задачи Min Я, используются для установления двой­
ственного соответствия между прямой задачей Max Q и двойствен­
ной задачей Min Ях.

В свою очередь, для линейной задачи с ограничениями в форме 
равенств множество Н\  также можно заменить на «почти совпа­
дающее» с ним множество Я 2, что ведет к двойственной задаче 
МтЯг-  Результаты, относящиеся к этой двойственной задаче, 
как следствие вытекают из результатов, полученных для задачи 
МтЯх.  Наконец, оказывается возможным в множестве Я2 выде­
лить такое подмножество Я 3, что Min Я 3 =  Min Я2. Двойственная 
задача М т Я з  была введена Г. Изерманом [173, 175]. Двойствен­
ные соотношения, относящиеся к задаче М тЯз ,  непосредственно 
вытекают из результатов, полученных для задачи Min Я2.

Кроме этого, в параграфе рассмотрено двойственное соответ­
ствие между линейными параметрическими задачами, введенное 
Дж. Корнблютом [185]. Это соответствие, в частности, дает воз­
можность получить критерий существования эффективных ре­
шений в линейной задаче без предположения о существовании 
допустимых решений (т. е. без предположения Х / 0 ).



§ 4 . 4 1 Линейный случай 203

1. Будем рассматривать линейную многокритериальную зада­
чу, в которой

f ( x )  = C x , g(x) = b - A x , D =  E>,

где С и А — числовые матрицы размера ш х п и Ь п  соответ­
ственно, а 6 — /с-мерный вектор. В соответствии с этим прямая 
задача принимает следующий вид.

П р ям ая  з а д а ч а  А (линейный случай). Найти множество 
MaxQ, где

Q=  U { ч е Е т \цйСх} ,  (1)
i€X

X  =  { X  € I Ах ^  Ь}. (2)

Исходя из общей конструкции двойственности второго пара­
графа, двойственная линейная задача формулируется следующим 
образом.

Д войственная  з а д а ч а  А (линейныйслучай). Найтимно- 
жество Min Я, где

я =  и П { h e  E m \ h ^ C x  + ( X , b - A x ) l im)},

1(т) =  (1> 1) • • • 11) € Е т.
Множество Я  допускает также представление (см. (2.8)) 

я =  и  П и  {h \ ( f i , h )  ^ ц С х  + ( \ , Ь - А х ) } .
А€££ м€М

Наряду с прямой задачей А приведем формулировку линейной 
задачи с ограничениями в форме равенств.

Пр ям ая  з а д а ч а  В. Найти множество MaxQ, где Q имеет 
вид( 1) и

X  = { х е  Е £ \ А х  = Ь}. (3)

Для того чтобы сформулировать двойственную задачу В  введем 
2/с-мерную линейную функцию g(x)  =  Ь — А х , где Ь =   ̂ ^ ,

А =   ̂ У Очевидно, множество (3) совпадает с множеством

{х  G | g(x)  ^ 0(2*;)}. Выписывая применительно к этому мно­
жеству двойственную задачу А, получим

Я  = _ U  П  { Л | Л 5 С ' х  + (Л,^(х))1(ш)}.
xeElk xeE^
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А обозначая Л =  (А', А"), где А', А" € Е>, придем к равенству 

Я  =  (J П  { h \ h ^ C x  +  ( y - X " , b - A x ) l {m)}.
А',А"6Е£

Разность А' — А" есть некоторый вектор из Е к. Обратно, любой 
вектор из Е к можно представить в виде разности двух неотрица­
тельных векторов. Поэтому справедливо равенство

Я  =  U П  { h \ h % C x  + (А, 6 -  Аж)1(ш)}. (4)
аеЕкхеЕ$

В соответствии с этим получаем следующую двойственную задачу 
для прямой задачи В.

Д вой ствен ная  з а д а ч а  В. Найти множество Min#,  где 
Н имеет вид (4).

Для определенности в этом пункте мы будем рассматривать 
пару задач типа А. Результаты, полученные для этого типа задач, 
можно легко перенести на задачи типа В.

Л е м м а  1. В линейной задаче для каждого q° £ MaxQ суще­
ствуют такие векторы /х £ М, А £ Е>, что

А А ^  /хС, (5)

=  (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку q° £ MaxQ, то q° =  Сх° при 
некотором х° £ Pf (X) .  Применяя к точке х° теорему 2.2.7, полу­
чим существование таких векторов /х £ М, А £ и А' £ Е>, что

/хС = ХА -  А',
(А, 6 — Ах°)  +  (А', ж0) =  0.

Из первого равенства вытекает неравенство (5). А учитывая оба 
этих равенства, приходим к (6):

(/х, Я°) =  Р'Сх0 =  рС х°  +  (А, 6 — Ах°)  +  (А', ж0) =  (А, 6). ■
В соответствии с леммой 1 если q° £ MaxQ, то существуют 

/х £ М, А £ Е> такие, что

(д, q°) ^  ц С х  -I- (А, Ь — Ах)  для всех х 6 Е>.

Это влечет q° е  Я(А) С Я. Поэтому q° е Q П Я, а значит согласно 
(2.9)9° € М т Я .  Следовательно, в линейной задаче из неравенства 
MaxQ ф 0  всегда следует Min Я ф ® и MaxQ С Min Я. Заметим,
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что в приведенных рассуждениях выполнение условия регулярно­
сти Слейтера не потребовалось.

Линейный образ полиэдрального множества является полиэд­
ральным множеством (см. теорему 19.3 из [93]); сумма двух поли­
эдральных множеств также полиэдральное множество (см. след­
ствие 19.3.2 из [93]). Поэтому из представления (2.7) заключаем, 
что множество Q полиэдрально, а значит, замкнуто. Кроме того, 
в линейном случае в доказательстве теоремы 3.2. можно использо­
вать теорему 2.2.7, в которой отсутствует предположение о выпол­
нении условия регулярности. Это означает, что теоремы 3.2 и 3.3, 
доказанные для вогнутого случая, в линейном случае верны без 
условия регулярности Слейтера (требуется лишь Q ф 0 ) и имеет 
место включение Min Я  С MaxQ, если Min Я  ф 0 .

Суммируем полученное в следующей теореме.
Т е о р е м а  1. В линейном случае справедливы следующие ут­

верждения:
1) если Q ф 0 , тпо Q U Я  =  Е т\
2) если MaxQ ф 0 , то Min Я ф 0  и MaxQ С Min Я;
3) если Q ф 0  и Min Я ф 0 , то MaxQ ф 0  и Min Я С MaxQ.
Когда условие Q ф 0  выполнено, то утверждение 1) теоремы 1

может оказаться неверным. Об этом свидетельствует
П р и м е р 1. Пусть n =  2, т  =  2, к = 2, C = ^ q 

^ , 6 =  ( _ j ) • Здесь Q =  0  (так как X  =  0 ) и функ­
ция Лагранжа имеет вид

L(x,  А) =  ( Х\ — Ai — А2 — Ai#i -Ь А2СС1 -Ь А1Ж2 ~ А2Ж2 
#2 — Ai -  А2 — А1Ж1 -I- А2Ж1 -I- A1X2 -  А2Ж2 )■

Положим x\  =  X2 =  w ^  0. Тогда

L ( w , \ )  = L{ ( w,w) , \ )  =

Возьмем произвольный вектор q G E 2. Из вида функций L(w) А) 
следует, что для любых Ai, А2 ^  0 найдется число w ^  0, для ко­
торого L(w , А) > q. Это указывает на то, что ни один вектор из Е 2 
не принадлежит множеству Я, т. е. Я  =  0 , а значит, Q U Я  ф Е 2.

Пр и м е р 2. Для линейной задачи из примера 3.2 Q ф 0  
и Я  ф 0 , однако MaxQ =  Min Я =  0 , т. е. из выполнения нера­
венств Q ф 0  и Я  ф 0  не обязательно следует MaxQ ф 0  или 
М т Я  ф 0 .
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Из теоремы 1 и теоремы 2.2 очевидным образом вытекает 
С л е д с т в и е  1. Если Q ф 0 , то следующие утверждения эк­

вивалентны:
1) MaxQ ф 0  или Min Я  ф 0;
2) MaxQ Ф 0 , М т Я  ф 0  и MaxQ =  М т Я  =  Q П Я.

2. Рассмотрим следующую линейную параметрическую зада-
г

чу *) при векторном параметре t G = 1 :
i=i

найти множество МаxQ(£), где

Q(t) =  {g =  Сх  | х G Е>, Ах  ^  Bt}

и В — числовая матрица размера к х г.
Зафиксируем допустимый вектор-параметр t. Сформулиро­

ванная задача имеет решение тогда и только тогда, когда суще­
ствует по крайней мере одна собственно эффективная точка по 
вектор-функции Сх  относительно соответствующего множества 
ограничений. Это имеет место в том и только том случае (см. тео­
рему 2.2.4), если для некоторого /х G М имеет решение скалярная 
задача

т а x{f iCx  | х G £> , Ах  й  B t }.

Согласно теореме двойственности скалярного линейного програм­
мирования [105] эта задача имеет решение тогда и только тогда, 
когда имеет решение двойственная задача

min{Afi£ | A G Е>, АЛ ^  /хС}.

В силу t > 0(г), теоремы 2.2.4 и равенства G f( X )  =  Р/ (Х)  в ли­
нейном случае последняя задача имеет решение в том и только 
в том случае, если имеет решение следующая многокритериальная 
задача (/х G М):

найти множество Min Я(/х), где

Н(ц) = {h — ХВ | Л G Е>, А А ^ ц С ) .

Итак, задача MaxQ(£) разрешима при некотором t > 0(г),
г

=  1, в том и только том случае, если при некотором/х G М
г=1

*) Вводимая здесь двойственная конструкция параметрических линей­
ных задач принадлежит Дж. Корнблюту [185].
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разрешима задача Min#(/х). В соответствии с этим задача 
Min#(/х) является двойственной (в смысле существования реше­
ний по отношению к исходной задаче MaxQ(f)) *). Заметим, что 
исходная (прямая) задача содержит т  критериев и к ограничений, 
а двойственная — г критериев и п ограничений.

В изложенной конструкции двойственности существенным яв­
ляется то, что здесь заранее не предполагается выполненным 
условие Q(t) ф 0 . Это позволяет проводить исследование суще­
ствования исходной параметрической задачи с помощью соответ­
ствующей двойственной задачи, заранее не зная, совместна CH­

I'
стема ограничений Ах  ^  B t , х ^  0(n), t > 0(r), =  1, или

t=1
нет. Так, например, при г =  1 вектор-параметр t исчезает и ис­
ходная параметрическая задача превращается в прямую зада­
чу А. Соответствующая двойственная задача будет иметь вид 
(/х € М)

min{(A, 6) | Л G Е>, X A ^ f i C } .  (7)

В соответствии с этим можно сформулировать следующий кри­
терий существования эффективных решений в линейной задаче А.

Т е о р е м а  2. Прямая задача А имеет решение (т. е. MaxQ ф 
Ф 0  или Р/ (Х)  ф 0 ) тогда и только тогда, когда при некотором 
fi Е М имеет решение скалярная задача (7).

Еще раз заметим, что в условиях теоремы 2 не предполагается 
выполненным условие Q ф 0  (X ф 0).

Нетрудно понять, что для прямой задачи В  (с ограничениями 
в форме равенств) задача (7) будет иметь такой же вид с той лишь 
разницей, что на вектор А не будет наложено никаких ограничений 
(т.е. A G Е к).

3. В п. 1 была сформулирована двойственная задача, в которой 
участвовало множество Н. Если вместо Н использовать введенное

*) Пусть t ' и / /  — векторы соответствующей размерности с положи­
тельными компонентами, сумма которых есть единица. Обращаем внимание 
на то, что неравенство MaxQ(t;) ф 0  не обязательно влечет MinH(fi ') ф 0 , 
и наоборот, из M in #( / /)  ф 0  не всегда следует MaxQ(t') ф 0 . Кроме того, 
если MaxQ(^) =  0 , то не обязательно M in#(/i) =  0  для всех (допусти­
мых) /1. А также, если Min#(/х) Ф 0 , то из этого, вообще говоря, не следуем 
MaxQ(i) =  0  для всех (допустимых) t. В работе Дж. Корнблюта [185] в этом 
отношении имеются некоторые неточности, которые справедливо отмечены 
в [243].
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в предыдущем параграфе множество Н \ , которое «почти совпада­
ет» с Я , то получим двойственную задачу, имеющую определенные 
преимущества перед задачей Min Я.

Выпишем конкретный вид множества Н\ в случае, когда ис­
ходной является прямая задача А. Для этого положим D =  Е п

и введем функцию g{x) = b — А х ) где Ь =

и Е п — единичная матрица п х п.
Очевидно, допустимое множество X  вида (2) совпадает с 

{х  G Е п \g(x)  ^  Поэтому согласно определению множе­
ства Н\ (п. 4 в § 3) получаем

Я х =  U  U  и  { h  | (A*, h )  ^  цС х  +  <А, 6 -  Ах)  +  (А', ж)},

где Л G Е>, Л' € Е> и Л =  (Л, Л'). А условие (3.10), связывающее 
переменные Л, х и /х, в данном случае принимает вид

[лС — \ А  +  =  0(п),

что равносильно неравенству (5): А А ^  /хС. Ясно, что используя 
последнее равенство, можно записать

H i =  и  и  {Л|<М,Л> ^  <А,Ь)}. (8)
А

Итак, для прямой задачи А двойственное множество Н\ имеет 
вид (8), где векторы А и /х удовлетворяют неравенству (5).

В§ЗбылоустановленовключениеЯ1 G Я. Выясним, при каких 
условиях в линейном случае имеет место обратное включение. Если 
h e  Я и /i G Q, то в соответствии с теоремой 2.2 h G Max Q. Отсюда 
по лемме 1 получаем h G Н\.  Если же /i G Я  и /i ^  Q, то согласно 
примечанию 3.1 также имеем h G Н\ (при условии, что Q ф 0 , 
Hi ф 0).

Таким образом, справедлива
Л е м м а  2. Верны следующие утверждения:
1) Hi С Я;
2) если Q ф 0  и Hi ф 0 , то Hi = Н .

Заметим, что условие Hi ф 0  в утверждении 2) этой леммы 
является существенным (см. пример 3.2).
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Введем в рассмотрение новую двойственную задачу, которая 
впервые была сформулирована Д. Гейлом, X. Куном и А. Танке­
ром [154].

Д в о й ств ен ная  з а д а ч а  Ai. Найти MinН\.
Л е м м а  3. Справедливы следующие утверждения:
1) если MinН\ ф 0 , то MaxQ ф 0;
2) если Q ф 0  и Н\ ф 0 , то MaxQ ф 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть h° G Min#i,T. е. (/х°, h°) ^  (А0, 6)
и А0А ^  /х°С при некоторых /х° G М, A0 G Е>. Поскольку h° — ми­
нимальный элемент, то (/х°, h°) =  (А0, 6). Поэтому если для некото­
рого А € , удовлетворяющего неравенству А А ^  /х°С, справед­
ливо (А, 6) < (А0, 6), то /i° не является минимальным элементом. 
Это означает, что для /х =  /х° задача (7) разрешима. Отсюда в со­
ответствии с теоремой 2 следует МаxQ ф 0.

2) Если # i  Ф 0 , то для некоторых /х G М, A G справедливо
неравенство (5). Значит, так как Q ф 0 , то согласно теореме 3.2.6 
имеем MaxQ ф 0 . ■

Соотношение между прямой задачей А и двойственной задачей 
Ai описывает

Т е о р е м а  3. Следующие утверждения эквивалентны:
1) Q ф 0 ,  # !  #  0;
2) MaxQ ф 0 ;
3) Min//i ф 0;
4) MaxQ =  Min#i  =  Q П # i  ф 0 .
(Если Q ф 0  и Н\ ф 0 , mo Н\ = Н (лемма 2).)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следование4) -* 3) очевидно. Благодаря 
утверждению 1) леммы 3, имеет место 3) -э 2). Если MaxQ ф 0 , то 
в силу теоремы 2 задача (7) имеет допустимое решение. Следова­
тельно, # i  ф 0 , и поэтому 2) -э 1). Докажем следование 1) —> 4). 
Согласно утверждению 2) леммы 3 из неравенств Q ф 0 , Н\ ф 0  
вытекает MaxQ ф 0 , а в силу леммы 2 Н\ =  Н. В этих условиях, 
применяя следствие 1, получаем MaxQ =  Min#i =  Q П Н\. ■

Выше в примере 2 было показано, что из существования допу­
стимых решений в прямой задаче А й в  двойственной задаче А, 
вообще говоря, не следует существование оптимальных решений 
в этих задачах (т. е. из Q ф 0  и Я  ф 0  не следует неравенство 
MaxQ Ф 0  или Min Я  ф 0). В этом смысле двойственная зада­
ча Ai обладает тем преимуществом, что из наличия допустимых 
решений в прямой задаче А й в  двойственной задаче Ai всегда 
следует MaxQ =  Min#i ф 0.
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Рассмотрим пример, иллюстрирующий результаты теоремы 3. 
П р и м е р  3. Пусть в линейной задаче A n  =  6, га =  4, fc =  Зи

А =

/ 1 0 0 0 -1 0
/ 0 1 0 0 0 -1c  =

: 0 0 -1 0 0 0
\ ko 0 1 1 1 0

/ 1 0 0 -1 0 -2 \
0 1 0 2 0 2 , b

\ 0 0 1 2 5 0 /

Здесь прямая задача будет иметь следующий вид: найти множе­
ство максимальных векторов среди всех векторов q =  (<71, <72* 
<73, <74), удовлетворяющих условиям

41 = Х1 — ХЬ,

42 й  * 2 ~  х 6,

43 й  - Х з ,

44  ^  Х 3 +  Х 4  +  Х5у

 ̂ (9)х\ — X4 — 2хв Ь 5, 

х 2 +  2 х 4 +  2ж6 ~ 3, 
х 3 +  2 x 4 +  5х 5 ^  5, 

x i , х 2, . . . ,  хв ^  0.

В этой задаче 10 переменных и 7 ограничений в форме неравенств 
(не считая неравенств Х{ ^  0).

Двойственная задача Ai принимает вид: найти множество 
минимальных векторов среди всех векторов h =  (h\, h2 ,hs,  /14), 
удовлетворяющих условиям

P\h\ +  /42^2 +  +  /4^4 = 5Ai +  ЗА2 + 5А3,
A i^ M b  ^2 ^ /*2, А3 ^ - / х3 +  /х4,

— A i  +  2 A 2  +  2 A 3  ^  7 x 4 ,

5A3 ^  —/xi +/x4,
—2Ai +  2A2 ^  —1*2)

Pi  + P2 + Мз + Pa = 1)
P h P 2 ) PS, Pa > 0; Ai, A2, A3 ^  0.

( 1 0 )
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В этой задаче 11 переменных: / ц , . . . ,  /i4, / xi , . . . ,  /Х4, Ai, А2, A3. Но
4

так как переменные /хх, /Х2, /хз> AM связаны равенством У /̂х  ̂ =  1,
г=1

то независимых переменных 10.
Нетрудно проверить, что значения

/XI =  /х2 =  /х3 =  /х4 =  1/4, Ai =  А2 =  1/4, А3 =  0

удовлетворяют всем условиям (10), не считая первого неравенства. 
Следовательно, Н\ ф 0 . А так как Q ф 0 , то согласно теореме 3 
MaxQ =  Min#i  =  Q П Н\.

Таким образом, множество эффективных оценок исходной за­
дачи в точности совпадает с множеством векторов <7, удовлетво­
ряющих одновременно неравенствам (9) и соотношениям (10), где 
в первом неравенстве вместо /ц- стоит д*, г =  1 ,2 , . . .  , 4.

Рассмотрим решение х° =  (5, 3, 5 ,0, 0, 0), q° =  (5, 3, —5, 5). 
Оно является допустимым в прямой задаче, т. е. q° Е Q. Кроме 
того, видно, что для упомянутых выше значений /xi, . . . ,  /Х4, 
Ai, А2, Аз выполняется и первое неравенство в (10);

J . 5  +  I . 3 - 1 . 5 + 1 . 5 ^ 5 . 1  +  3 . 1

Следовательно, q° Е Q П Н\. Поэтому рассмотренное решение 
является эффективным.

Пусть х  =  0(6), q =  0(4). Это решение является допустимым 
в прямой задаче, но для него первое неравенство в (10) может 
иметь место лишь при Ai =  А2 =  A3 =  0. Тогда, например, второе 
неравенство в (10) примет вид 0 ^  /ii, чего быть не должно. Сле­
довательно, q =  0(4) 0 # i , t. е. оценка дне является эффективной.

4. В этом пункте будем рассматривать прямую задачу В (т. е. 
задачу с ограничениями в форме равенств). Напомним ее формули­
ровку: найти множество MaxQ, где Q вида (1), а X определяется 
равенством (3).

Двойственная задача В\ в этом случае заключается в нахожде­
нии множества Min Н\ при

H1 = \ J { J { h e E m \ ( n , h ) ^ ( \ , b ) } ,
Л у

где объединение берется по всем векторам А Е Е к и /хЕМ ,  для 
которых выполняется неравенство А А ^  /хС.
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Если для некоторого j  =  1, 2 , . . . ,  к выполняется bj < 0, то 
умножением j-ro  равенства в системе Ах  =  6 на — 1 придем к систе­
ме с bfj =  —bj > 0. Поэтому, не уменьшая общности, далее будем 
считать, что 6 ^

Введем множество

где U — числовая матрица размера га х к и объединение берет­
ся по всем U и /х Е М, для которых выполняется неравенство 
/xt/ А ^  цС.  Покажем, что при незначительных предположениях 
введенное множество #2 совпадает с Н \ .

Если h Е # 2, то по определению множества #2 имеем

для некоторой матрицы U и некоторого вектора /х Е М. Положим 
/it/ =  А Е Е к. Тогда

т. е. h Е # i .  Включение Я 2 С Н\  доказано.
Пусть h Е Я х, т. е. имеет место (12). Покажем, что найдется 

матрица t/, для которой справедливо (11). Сначала рассмотрим 
случай, когда (/х, h ) =  (А, 6).

Вектор А всегда можно представить в виде

H2 = \ J \ J { h e  Е т \ ь г и ь } ,
и м

h ^  Ub, fj.UA ^  »С ( И )

( f j , h ) Z ( \ , b ) ,  A A Z f j C , ( 1 2 )

Ai Aq *}" j х 1) 2 , . . . ,  /с, (Jj — 0,

где
к

щ = ----- 1-------- , г =  1, 2 , . . . ,  7тг.к

j=1
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Нетрудно убедиться в том, что для этой матрицы U  равенство 
h =  Ub выполняется. Остается проверить справедливость равен­
ства Л =  p U .  Действительно, для каждого j  =  1, 2, . . . ,  к  имеем

т  к

т У  ft? frj
A j =  У  щ щ  + Sj = --------- -—----------- f- Sj =

<=1
>=i

к к

= — ----1— ------ + ^  =  Ао +  ^ .

i=i

В соответствии с доказанным для данной матрицы U  в случае 
(/х, h) =  (А, 6) из (12) следует (11), т. е. Н\ С # 2.

Теперь пусть (/х, Л) > (А, 6). В силу/х > 0(т ) существует такой 
вектор h! Е Е т , что (/х, Л') =  (А, 6) и Ы < h. Согласно доказанно­
му выше h' Е # 2. Поэтому и h Е # 2.

Сформулируем полученные результаты в следующей лемме. 
Л е м м а  4. Справедливы утверждения:
1) Я 2 С Яи
2) если Ь > т о  #2 =  Н\.

Как показывает нижеследующий пример условно 6 > 0^) 
в лемме 4 является существенным.

П р и м е р  4. n =  2,m  =  2, & =  1 и

C = (l -l)> Л = (! °)> Ь =  0 -

Вейлу b =  0 имеем #2 =  Я> так как, например, для/х =  (1/ 2, 1/ 2)

и U  =   ̂j  ̂ выполняется равенство p U  А =  рС. Однако #1 7̂  Е>.
В самом деле, например, (1, —1) Е # ь  так как для р\ =  /Х2 =  1/ 2, 
А = 1 справедливо

G  i.(i о,S (1 1)(! _})•
Таким образом, прямой задаче В можно сопоставить следую­

щую двойственную задачу.
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Д в о й ст в е н н а я  з а д а ч а  В2. Найти множество Min# 2. 
Связь между прямой задачей В и двойственной задачей В2 

устанавливает теорема 4, которая следует непосредственно из тео­
ремы 3 и леммы 4.

Т е о р е м а  4. Пусть b > 0(*.). Следующие утверждения экви- 
валентны:

1) Q Ф 0, Н2 ф 0;
2) MaxQ ф 0 ;
3) Min #2 ф 0 ;
4) MaxQ =  Min#2 =  Q П #2 ф 0 .

Докажем вспомогательное утверждение.
Л е м м а  5. Следующие два условия эквивалентны:
1) pU А ^  /хС для некоторого /х G М;
2) UAw>Cw для всех w G Е>.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие 2) означает несовместность си­
стемы линейных неравенств

( C - U A ) w Z  0(m), 
w ^  0(n).

По теореме Таккера об альтернативе (§ 2.2) это имеет место тогда 
и только тогда, когда существует такой вектор /х G М, что при 
некотором z верно

цС -  fxUA + 2 =  0(n), z ^  0(п).

Последнее эквивалентно условию 1). ■
В соответствии с этой леммой множество #2 допускает пред­

ставление

#2 =  \J{h ^  Ub | [/Лгу 5  Cw для всех w G Е£}.

Оказывается, множество минимальных элементов множества #2 
совпадает с множеством минимальных элементов следующего 
множества:

H3 = U { h e  E m \h = Ub}1
и

где объединение берется по всем U таким, что U Aw Cw для всех 
w G Е>, т. е. имеет место равенство

Min # 2  =  M in # 3 . (13)
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Проверим это равенство. Согласно лемме 5 множество Яз мож­
но представить в виде

H3 = \ j \ j { h €  E m \h = Ub},  (14)
и ц

где объединение берется по всем U и /х Е М, для которых вы­
полняется неравенство pXJ А ^  /хС. Если h Е Min# 2, то в силу 
минимальности элемента h имеем

h =  t /6, pUA  ^  /хС

для некоторой матрицы U и некоторого вектора /х Е М. Следова­
тельно, h e  # 3. Но #3 С # 2, и поэтому h Е M in#3.

Если h Е M in#3, то h Е # 2. Пусть, например, существует та­
кой элемент h' Е Я 2, что h' <h .  Тогда

U'b ^ t i < h

для такой матрицы t/', что /xt/'Л  ^  /хС при некотором /х Е М. 
Ufb Е Яз,азначит, элемент h не является минимальным элементом 
множества Я3. Равенство (13) доказано.

Введем следующую двойственную задачу, эквивалентную 
двойственной задаче Яг - Эту двойственную задачу ввел Г. Изерман 
[173,175,176].

Д в о й ств ен ная  з а д а ч а  В3. Найти множество MinЯ3. 
Т е о р е м а  5. Предположим, что Ь > Следующие утвер­

ждения эквивалентны:
1) Q Ф 0 . Ф 0 ;
2) MaxQ ф 0 ;
3) М т Я 3 ф 0 ;
4) MaxQ =  М т Я з  =  Q П Я 3 ф 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко понять, что Я 3 ф 0  тогда и толь­
ко тогда, когда Яг Ф 0 . Поэтому утверждение 1) данной тео­
ремы равносильно утверждению 1) теоремы 4. Согласно равен­
ству (13) утверждения 3) данной теоремы и теоремы 4 также рав­
носильны. Остается проверить эквивалентность утверждений 4). 
Если имеет место 4) теоремы 4, то в силу (13) MaxQ =  М т Я з  
и Q Г) Н2 Я Q П Я 3. Но так как Я 3 С Яг, то Q П Я3 С Q П Яг- 
Поэтому Q П Яг =  Q П Я3. Обратно, если имеет место 4) данной 
теоремы, то справедливо MaxQ ф 0 , откуда, согласно теореме 4 
следует утверждение 4) теоремы 4. ■
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Рассмотрим следующий иллюстративный пример.
П р и м е р  5 . Пусть в линейной задаче В  матрицы С ,  А  и век­

тор 6 такие же, как в примере 3 . Выпишем прямую задачу: 
найти множество максимальных векторов среди всех векторов 
q  =  (<7ъ <72, <7з> Ча ) , удовлетворяющих условиям

9 l й  Х 1 -  х 5 ,

4 2 ^ X 2 -  х 6 ,

93 =  — х з ,

94 ^  З'З "I" х 4  “I* X5 j
х j Х4 2x 0 —* 5 ,

Ж2 +  2 X 4  +  2 х в  =  3 , 

ж3 +  2 ж4 +  Ъ х ъ =  5 ,

2/1 j Х2 j . . . , Я/0 ^  0.

Двойственная задача Я3 с множеством Я 3 вида (14) формули­
руется следующим образом: найти множество минимальных век­
торов среди всех векторов h  =  (/ц , /&2, /ч ), удовлетворяющих
условиям

h \  =  5 ixn +  3i6i2 +  5 ixi3,
Л-2 =  5гб21 +  Згб22 +  61x23,
Л3 =  5гх31 +  Згх32 +  5 ix33,
/14 =  5гх41 +  Згх42 +  5 ix43,

№ П  +  № 2 1  +  № 3 \  +  № 4 1  ^  \1 \ ,

/*1^12 +  № 2 2  +  /*3^33 +  № 4 2  ^  А*2 ,

М т з  +  № 2 3  +  № ы  +  № 4 3  ^  ~Мз +  /Ч,
/ i i ( —г^п +  2i6i2 +  2ixj3) +  /Х2 (—̂ 21 +  21x22 +  21x23) +

+/х3(—1631 +  2и32 +  2ix33) +  /х4(—ix4i +  2ix42 +  2ix43) ^  /х4, 

5 /xiггхз +  5 /х21Х2з +  5 /x3ix33 +  5 /x4ix43 ^ - /x i +  /х4,

/xi(—2гхц +  21x12) +  А*2(—2гх21 +  21x22) +  А̂ з(—2ix3i +  21х3г) +

+  /Х4(—2ix4i +  2ix42) =  —/̂ 2 >

/Ч +  1*2 +  1* з  +  /Ч =
/Ч ,/Ч ,/Ч ,/Ч  >  о.
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Нетрудно проверить, что значения

т  =  Иг =  Мз =  М4 =  1/4, Uij =  1, 
г =  1 , 2 , 3 , 4 ;  j  =  1 , 2 , 3 ,

удовлетворяют всем условиям в двойственной задаче. Поэтому 
# з ф 0 , а, значит, MaxQ =  Min#3 =  Q П # 2.

Рассмотрим допустимое для прямой задачи решение х° =  
=  (5,3,0,0,1,0), q° =  (4,3, 0,1). Для того чтобы представить 
вектор q° в виде q° =  t/6, можно взять

1 -1 /3  0
0 1 0
0 0 0
0 1/3 0

Нетрудно проверить, что для этих значений коэффициентов ма­
трицы U и для \i\ =  /х2 =  Мз =  AM =  1/4 все условия в двойствен­
ной задаче выполнены. Следовательно, ж0 — эффективное реше­
ние, а <7° — его эффективная оценка исходной прямой задачи.

Матрица t/, которая участвует в формулировках двойственных 
задач В2 и Вз, допускает простую интерпретацию в терминах мно­
гокритериального симплекс-метода. Однако прежде чем дать эту 
интерпретацию, напомним некоторые понятия, связанные с обыч­
ным симплекс-методом.

Пусть система ограничений скалярной задачи линейного про­
граммирования

(с, х ) —> шах,
А х  =  6, х Е Е>,

такова, что rang А =  к (т. е. «лишние» уравнения уже исключены) 
и 6 ^  Предположим, что х° — некоторое допустимое базисное 
решение системы линейных уравнений А х  =  6. Без потери общ­
ности можно считать, что первые I (I й  к) компонент вектора х° 
положительны, а остальные равны нулю. Согласно определению 
базисного решения первые / вектор-столбцов матрицы А линейно 
независимы. Поскольку rang А =  &, то найдутся такие к — I век­
тор-столбцов матрицы Л, которые вместе с / первыми образуют 
линейно независимую систему. Можно считать, что такую линейно 
независимую систему составляют первые к вектор-столбцов. Обо­
значим матрицу, которую они составляют, через А #, а оставшуюся 
«часть» матрицы А — через А /у. Введем также обозначения

Х\3 ( ‘El* 3'2i • • • > ^ к ) ч  X N  =  . . . , Х п ).
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В этих обозначениях систему линейных уравнений Ах  =  6 можно 
записать в виде

А в х в  +  A n x n  =  6.

Умножая данное равенство слева на матрицу А ]^ (заметим, что 
в силу rang А в  =  к такая матрица существует), получим систему 
линейных уравнений

х в  +  A q1A js/x n  =  A~£b, (15)

равносильную исходной.
Теперь преобразуем целевую функцию (с, х) так, чтобы в нее 

не входили базисные переменные x i, Х2, . . . ,  х*. Для этого ра­
венство (15) скалярно умножим на вектор с в  =  (ci, С2, . . . ,  с*) 
и найдем

(СВ, Хв) =  -(св> А~£ A jsiXn ) +  (cj5, Л ^Ь ).

Далее, обозначая cyv =  (cfc+i, . . . ,  сп) и учитывая найденное, мож­
но записать

(с, х) =  (св, Х#) +  (суу, Xyv) =  (cyv -  Луу, Жуу) +

Исходя из полученного представления целевой функции, легко 
прийти к следующему выводу: если выполняется неравенство

суу -  свА~£A n  ^  0(П_А;), (16)

то переход от х° к новому допустимому базисному решению не 
приведет к увеличению значения целевой функции (с, х°), т. е. 
решение х° будет оптимальным. Следовательно, неравенство (16) 
представляет собой условие оптимальности допустимого базисно­
го решения х°. Легко понять, что (16) можно записать в следующем 
эквивалентном виде:

{свА~в А — с, х) ^  О для всех х € Е>. (17)

Посмотрим теперь, какой вид примет условие оптимальности 
(эффективности) (17) в задаче с прежней системой ограничений, 
но с векторной целевой функцией Сх. По аналогии с вышепри­
веденным через С в  обозначим матрицу из вектор-столбцов ма­
трицы С, отвечающих базисным переменным, а через Суу — ма­
трицу из вектор-столбцов, отвечающих небазисным переменным. 
Используя равенство (15), находим

С в х в  =  —  СвА~^  Л у у х у у  +  CsA~j^b,
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и поэтому можно записать

С х  =  С в х в  +  C ĵ xjsj =  {Сn  — СвА~в А н ) х н  — СвА~^Ь.
Отсюда, так же как и в случае одной целевой функции, приходим 
к выводу, что базисное решение х° будет эффективным, если

(ClV -  C b A~^An )xn ^  0(m) для всех x N G Е£~к.

Это эквивалентно следующему условию:

(СвА^1А — C)w 5  0(m) для всех w е  Е>.

Последнее, согласно лемме 5, равносильно существованию такого 
вектора /х £ М, что

цСв А~в1А Z цС.

Полученное неравенство есть не что иное, как условие для ма­
трицы U0 =  С в А g1 быть допустимой в двойственной задаче B<i 
(и в двойственной задаче В з ) .  Таким образом, если матрица U0 
является допустимой в двойственной задаче B<i (двойственной 
задаче Вз), то допустимое базисное решение х° будет эффек­
тивным по вектор-функции Сх  относительно рассматриваемого 
множества ограничений. Потребность в проверке допустимости 
матрицы U0 возникает на первой фазе работы многокритериаль­
ного симплекс-метода, когда отыскивается допустимое базисное 
решение, являющееся эффективным (т. е. начальное эффективное 
базисное решение). Заметим, что конкретная реализация подоб­
ной проверки может быть осуществлена различными способами.

5. Как указывалось ранее, двойственная задача А\ была введе­
на Д. Гейлом, X. Куном и А. Таккером в [154]. Следует, однако, 
заметить, что в этой работе рассматривались линейные задачи 
более общего вида, чем MaxQ и Min#i,  и теорема 3 из п. 3 —это 
лишь частный случай результатов авторов работы [154].

Приведем здесь формулировки линейных задач, изучению ко­
торых посвящена работа [154]. Для этого условимся писать S > S 0 
для матриц одинакового размера т  х г, если все элементы ма­
трицы S  — S 0 неотрицательны и хотя бы один — положительный. 
Будем говорить (см. [154]), что матрица 5° является максимальной 
(минимальной) в некотором фиксированном множестве матриц 
размера т  х г, если S 0 принадлежит этому множеству и в нем 
не существует такой матрицы 5, что S > 5° (S < 5°). Нетрудно
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видеть, что последнее определение естественным образом согласу­
ется с общим определением максимального (минимального) эле­
мента, данного в § 1.2.

Пусть Л, В, С —матрицы соответствующих размеров к х п, 
к х г , т  х n,a, S  и Z  — матрицы размера т х г.

Пр я м а я  з а д а ч а  At. Найти максимальные матрицы мно­
жества

S  = \ J \ J { S \ S t ^ C x } ,
X t

г
где объединение берется по всем х  Е t Е = 1, удо-

i=l
влетворяющим неравенству А х  ^  Bt.

Д в о й с т в е н н а я  з а д а ч а  А Н а й т и  минимальные матри­
цы множества

Z = \ J \ J { Z \ imZ Z  АЯ}, 
л м

где объединение берется по всем А Е £?>, /х Е М, удовлетворяю­
щим неравенству ХА ^  /хС.

Легко видеть, что при г =  1 вектор-параметр t исчезает, ма­
трицы S', Z, В  становятся векторами соответствующих размеров 
и первая задача с точностью до обозначений совпадает с прямой 
задачей А (см. п. 1), а вторая — с двойственной задачей А \ .

Е с л и  в  теореме 3  из п. 3  Q заменить на 5 ,  Н\ — на Z  и опера­
ции Max (Min) понимать как операции над матрицами в смысле, 
определенном выше, то эта теорема укажет соотношение между 
сформулированными задачами, установленное в [154].

В заключение отметим, что между задачами A t , А м и парой 
параметрических задач из п. 2 имеется тесная связь. Эта связь 
рассматривалась, например, в работах [176, 214].



Послесловие

Современная теория Парето-оптимальных решений начала 
формироваться в начале 50-х годов, хотя некоторые ее результаты, 
часто в неявном виде, были получены значительно раньше в других 
разделах математики [226]. Особенно интенсивно она развивалась 
в последнее десятилетие.

В книге изложение этой теории было ограничено в основном 
наиболее разработанным к настоящему времени случаем стати­
ческой одноуровневой модели принятия решений при конечном 
числе критериев в условиях определенности. С состоянием теории 
многокритериальной оптимизации процессов можно ознакомить­
ся по обзору [98]. Оптимальные по Парето иерархические системы 
анализируются в статьях [47, 270, 275]. Парето-оптимальные ре­
шения при риске и неопределенности рассматриваются в работах 
[10, 45, 81, 83, 260, 265]. Задачи с бесконечным числом критериев 
исследуются в [61, 255, 256]. Оптимальные по Парето решения 
в моделях, описываемых на языке нечетких множеств, изучаются, 
например, в статьях [258, 291].

Ряд работ, выполненных в самое последнее время, указан 
в списке литературы, добавленном при корректуре.

Авторы надеются, что эта книга будет способствовать даль­
нейшему развитию теории и разработке эффективных методов 
принятия решений при многих критериях.
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Добавление ко второму изданию книги
П. С. Краспощеков, Л. В. Лотов

Поскольку монография В. В. Подиновского и В. Д. Ногина пе­
реиздается в исходном виде, имеет смысл кратко остановиться на 
важнейших результатах в области многокритериальной оптимиза­
ции, полученных за последние четверть века и потому не вошедшие 
в нее. Заранее подчеркнем, что в данном добавлении, небольшом 
по объему, мы смогли остановиться лишь на некоторых работах, 
изданных, в основном, после 1982 г. и наиболее интересных с нашей 
точки зрения. Хотя большинство из упомянутых результатов име­
ет отношение к аппроксимации паретовой границы и множества 
решений, оптимальных по Парето, мы начнем с вопроса об устойчи­
вости и чувствительности паретовой границы и множества реше­
ний, оптимальных по Парето. Основные результаты в этой области 
подробно изложены в книге [1] в достаточно сложной форме, в связи 
с чем они остаются не поняты большинством прикладников. По той 
же причине они не излагаются в учебниках по методам многокрите­
риальной оптимизации (см., например, [2,3]). Поскольку основной 
результат прост и весьма важен, мы остановимся на нем.

Для формулировки этого результата в дополнение к решениям, 
оптимальным по Парето, требуется рассмотреть решения, опти­
мальные по Слейтеру. Предположим, что множество допустимых 
решений и критериальная вектор-функция зависят от некоторого 
вектора параметров возмущения, причем множество достижимых 
критериальных векторов замкнуто и зависит непрерывно от векто­
ра параметров возмущения в некоторой окрестности невозмущен­
ного вектора параметров. Пусть, кроме того, совокупность этих 
множеств равномерно ограничена. Тогда для непрерывной зави­
симости паретовой границы от вектора параметров достаточно 
совпадения паретовой и слейтеровой границ для невозмущенного 
вектора параметров. Таким образом, получаем достаточное усло­
вие устойчивости паретовой границы (в частности, оно выполнено 
для строго вогнутых критериев, определенных на выпуклом мно­
жестве). То же самое условие совпадения паретовой и слейтеровой 
границ является и необходимым, если возмущения достаточно
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широки для того, чтобы произвольно варьировать паретову грани­
цу. Отметим, что подобный результат получен (в несколько иной 
форме) в работах [4, 5].

Вопросы чувствительности точек паретовой границы по отно­
шению к возмущениям параметров системы, т. е. количественная 
оценка изменения границы при заданных возмущениях, привлекли 
внимание исследователей и были рассмотрены во многих публика­
циях. Работы [6-8] являются обзорами публикаций в этой области. 
Отметим также работу [9].

С работами, посвященными чувствительности, тесно связа­
ны работы по теории двойственности задач многокритериаль­
ной оптимизации, уже рассмотренной в книге В. В. Подиновского 
и В. Д. Ногина. Обзор работ зарубежных ученых примерно того же 
времени дан в [10]. Из более поздних работ назовем статьи [11-15].

Значительные теоретические и практические результаты были 
получены в области аппроксимации паретовой границы. Посколь­
ку число переменных в прикладных задачах многокритериальной 
оптимизации обычно велико и может достигать сотен и тысяч, 
а число критериев часто не превышает семи-восьми, задача ап­
проксимации паретовой границы выглядит куда более разумной 
с прикладной точки зрения, нежели задача аппроксимации мно­
жества эффективных решений. В связи с этим основные усилия 
исследователей были направлены на аппроксимацию паретовой 
границы.

Отметим, что результаты, полученные при анализе устойчиво­
сти паретовой границы, демонстрируют сложность задачи ее ап­
проксимации. Рассматривая проблему аппроксимации паретовой 
границы в целом, можно утверждать, что она поставлена некор­
ректно (по Адамару) в связи отсутствием устойчивости для боль­
шой совокупности параметров задачи. Даже в линейном случае 
заранее невозможно установить, выполняется ли требование сов­
падения паретовой и слейтеровой границ. В случае неустойчивости 
ошибки округления, возникающие при использовании компьюте­
ра, могут привести к существенному отклонению полученной ап­
проксимации от точной паретовой границы. Поэтому приходится 
либо использовать методы, для которых неустойчивость паретовой 
границы не влияет на результат, либо решать эту проблему уже 
после завершения процесса аппроксимации на основе анализа ее 
свойств. К сожалению, в большинстве работ, особенно зарубежных, 
по методам аппроксимации паретовой границы вопросам устойчи­
вости достаточного внимания не уделяется.
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Представляет также большой интерес и способ представления 
ЛПР информации о паретовой границе, поскольку способность 
ЛПР усвоить предоставляемую информацию определяет в конеч­
ном итоге практические достоинства (или недостатки) того или 
иного метода аппроксимации паретовой границы.

Было предложено большое число подходов к построению ме­
тодов аппроксимации паретовой границы для задач многокрите­
риальной оптимизации различных типов. Начнем с методов, пред­
назначенных для аппроксимации паретовой границы в линейном 
случае, а уже потом перейдем к методам, пригодным для нелиней­
ных проблем.

В случае линейных задач паретова граница представляет со­
бой совокупность граней многогранного множества достижимых 
критериальных векторов. Возникает желание воспользоваться та­
кой структурой паретовой границы и найти ее некоторые элемен­
ты. Наиболее известным подходом является многокритериальный 
симплекс-метод, в рамках которого последовательно находятся 
все недоминируемые вершины многогранного множества дости­
жимых критериальных векторов (а также недоминируемые бес­
конечные ребра в случае неограниченности множества). Моди­
фикация этого подхода позволяет найти недоминируемые грани 
всех размерностей с указанием принадлежности граней меньшей 
размерности граням большей размерности. Информация о паре­
товой границе представляется ЛПР в таких методах либо в виде 
списка недоминируемых вершин, либо в виде списка граней всех 
размерностей с указанием их взаимной принадлежности. Итоги 
развития этого направления подведены в книге [2]. Хотя в пу­
бликациях этого направления обычно не обсуждаются проблемы 
неустойчивости паретовой границы, на практике строится мно­
жество, более широкое, чем паретова граница, чувствительность 
вершин и граней которого затем анализируется. Отметим версию 
многокритериального симплекс-метода [16], устойчивую по отно­
шению к возмущениям.

Алгоритм построения граней паретовой границы, не основыва­
ющийся на симплекс-методе, предложен в [17].

В связи со сложностью понимания человеком информации 
о паретовой границе, представляемой в виде большого списка мно­
гомерных точек (и тем более многомерных граней), был предложен 
альтернативный метод информирования ЛПР о паретовой грани­
це на основе ее визуализации [18,19], см. также [20,21]. В этом мето­
де, получившем название метода множеств достижимости (или ме­
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тода достижимых целей), аппроксимируется множество достижи­
мых критериальных векторов или более широкое множество — так 
называемая оболочка Эджворта-Парето множества достижимых 
критериальных векторов, представляющая собой максимальное 
множество в критериальном пространстве, имеющее ту же паре- 
тову границу, что и исходное множество достижимых критериаль­
ных векторов. В связи с линейностью задачи для аппроксимации 
можно использовать методы свертывания систем линейных нера­
венств, предложенные Ж . Б. Фурье в 19 в. Выпуклость множества 
достижимых критериальных векторов и его оболочки Эджворта- 
Парето (ОЭП) позволяет использовать также адаптивные методы 
полиэдральной аппроксимации выпуклых компактных тел. В от­
личие от паретовой границы, множество достижимых критери­
альных векторов и его ОЭП обычно устойчивы по отношению 
к возмущениям параметров задачи, так что проблема неустойчи­
вости объекта аппроксимации исчезает. Адаптивные методы поли­
эдральной аппроксимации выпуклых компактных тел оказались 
эффективным средством аппроксимации множества достижимых 
критериальных векторов и его ОЭП в выпуклом случае при числе 
критериев не больше семи-восьми и практически неограниченном 
числе переменных. Изображение паретовой границы в таких мето­
дах основано на интерактивной визуализации совокупностей двух­
критериальных сечений аппроксимации (так называемых карт 
решений, дающих представление о связи значений трех крите­
риев), которая может быть осуществлена очень быстро в связи 
с предварительной аппроксимацией множества достижимых кри­
териальных векторов и его оболочки Эджворта-Парето. Так, для 
случая пяти критериев карта решений анимируется, что позволяет 
проанализировать влияние «четвертого» и «пятого» критериев 
на первые три, отображенных на карте решений. На основе этих 
методов было разработано надежное программное обеспечение, 
устойчивое к ошибкам округления, использующееся в настоящее 
время в различных прикладных исследованиях, как в России, так 
и за рубежом [20, 21].

Отметим альтернативный подход к построению карт решений, 
описанный в [5] и основанный на использовании методов парамет­
рического линейного программирования. В этом методе задаются 
ограничения на значения всех критериев, кроме двух, после че­
го строится двухкритериальное сечение паретовой границы. Со­
вокупность таких сечений задает карту решений. Такой подход, 
однако, не нашел широкого применения в связи с упоминавшейся



246 Добавление ко второму изданию книги

неустойчивостью паретовой границы, препятствующей созданию 
надежного программного обеспечения, а также большой трудоем­
костью построения даже одного сечения в случае больших размер­
ностей пространства решений, что исключает представление Л ПР 
паретовой границы в диалоговом режиме. Отметим, что последнее 
крайне важно при числе критериев, большем трех.

Перейдем к рассмотрению методов аппроксимации паретовой 
границы для нелинейных задач многокритериальной оптимиза­
ции. Для задач с выпуклым множеством допустимых решений 
и выпуклыми (или вогнутыми) критериальными функциями бы­
ли предложены специализированные методы, использующие эти 
свойства задачи (см., например, [4, 22]). При этом на основе оп­
тимизации сверток критериальных функций строятся совокупно­
сти точек, аппроксимирующих паретову границу, а их прообразы 
могут быть использованы в качестве аппроксимации множества 
решений, оптимальных по Парето. Отметим, что методы [19-21] 
пригодны для аппроксимации множества достижимых критери­
альных векторов и его оболочки Эджворта-Парето и в выпуклом 
случае, так что описанная выше визуализация паретовой границы 
здесь также возможна.

Остановимся теперь на методах аппроксимации паретовой гра­
ницы в общем нелинейном случае, когда выпуклости ОЭП нет или 
доказательства ее отсутствуют. Можно выделить несколько боль­
ших групп методов. Прежде всего, это теоретически обоснованный 
подход, основанный на покрытии допустимого множества шарами, 
радиусы которых зависят от констант Липшица критериальных 
функций и функций, задающих ограничения [23-26]. Большим 
достоинством методов такого типа является то, что они гаран­
тируют точное или приближенное (с контролируемой точностью) 
построение паретовой границы. Общий недостаток всех таких ме­
тодов связан с тем, что в большинстве реальных прикладных задач 
константы Липшица не известны, а их приближенное оценивание 
может вызвать большие затруднения. В то же время, константы 
Липшица непосредственно используются в самих алгоритмах, так 
что эффективность работы алгоритма зависит от точности опреде­
ления этих констант. Результаты в таких подходах обычно предста­
вляются в виде списка критериальных точек, аппроксимирующих 
паретову границу.

Второе направление составляют методы, основанные на сведе­
нии задач многокритериальной оптимизации к параметрической 
совокупности задач однокритериальной оптимизации, которые
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могут быть решены численно. Внутри этого направления можно 
выделить два основных подхода. Первый состоит в выборе веду­
щего критерия, значение которого максимизируется. На значе­
ния остальных критериев накладываются ограничения, величины 
которых варьируются — они являются параметрами. Выбор сет­
ки в пространстве параметров позволяет сформировать парамет­
рическую совокупность задач оптимизации ведущего критерия. 
Такой поход, предложенный еще в семидесятые годы прошлого 
века и постоянно описываемый в учебниках (см., например, [2, 3]), 
приводит к необходимости решать большое число задач линейного 
программирования, причем связь между густотой сетки (т. е. чи­
слом задач скалярной оптимизации) и точностью аппроксимации 
паретовой границы не ясна. В связи с этим метод ведущего крите­
рия не нашел широкого применения.

Более перспективным оказался альтернативный подход к по­
строению параметрической совокупности задач однокритериаль­
ной оптимизации, основанный на свертывании критериев в един­
ственный параметрический критерий оптимизации. В сущности, 
работы [4,22] используют эту идею в выпуклом случае. В невыпук­
лом случае требуется применять свертки, линии уровня которых 
совпадают с границей конуса доминирования или близки к ней. 
Такими свертками являются свертка Чебышева, описывающая 
отклонение от идеальной или целевой точки, и свертка Гермей- 
ера, смысл которой состоит в максимизации значений критери­
ев в некоторой структуре. Для этих сверток решается большое 
число задач скалярной оптимизации, соответствующих различ­
ным значениям параметров, определяемым узлами сетки. При 
решении таких задач могут применяться разнообразные методы 
глобальной оптимизации. В частности, может быть использован 
запуск алгоритмов локальной оптимизации из различных началь­
ных точек (мультистарт) или аппроксимация функций отклика. 
Такой подход был реализован и использован в практических за­
дачах [27-29]. В рамках этого подхода были разработаны методы 
регуляризации, т. е. процедуры решения этой задачи, устойчивые 
по отношению к возмущениям (см., например, [30-36]). Точность 
аппроксимации методов такого типа можно оценить на основе 
использования постоянных Липшица, при этом, однако, для до­
стижения разумной точности требуется решить очень большое 
число задач глобальной оптимизации нелинейных функций. Ап­
проксимация представляется ЛПР в виде списка критериальных 
точек.



248 Добавление ко второму изданию книги

Третье направление — это методы случайного поиска, исполь­
зующие расчет критериальных векторов в случайных точках и от­
бор среди них недоминируемых векторов. Простота этих методов, 
разработанных в семидесятые годы прошлого века [37], позволила 
применить их для решения разнообразных задач проектирования 
технических систем [38]. Хотя в таких методах оценка качества 
аппроксимации обычно не дается, сходимость процесса гаранти­
руется при стремлении числа случайных точек к бесконечности.

Методы случайного поиска породили новые направления в оп­
тимизации, в том числе и многокритериальной, —методы, осно­
ванные на термодинамических и биологических аналогиях. Тер­
модинамические аналогии используются в подходе, получившем 
название Simulated Annealing (имитированное остывание). В рам­
ках этого подхода множество, на котором происходит случайный 
поиск, сжимается в зависимости от полученных результатов или 
по заранее заданной схеме (см., например, [39-41]). Эволюционные 
методы используют биологические аналогии, например, способы 
поиска пищи муравьями, поведение стаи птиц и т. д. Наибольшее 
распространение получили генетические методы, использующие 
такие биологические понятия, как мутация, кроссовер и отбор [42], 
в которых одновременно осуществляется поиск многих точек, 
близких к паретовой границе. В этих методах оценки качества 
аппроксимации также отсутствуют (обычно качество алгоритма 
доказывается сравнением аппроксимации с точной заранее из­
вестной паретовой границей, которую удается построить лишь 
в простейших случаях), так что эти методы, по существу, являются 
эвристическими. Результаты расчета также представляются в виде 
списка недоминируемых критериальных точек.

В последнее время все чаще встречаются работы, в кото­
рых предлагается комбинировать методы аппроксимации паре­
товой границы, основанные на различных подходах. Так, в ра­
ботах [43, 44] комбинируются случайный поиск, локальная опти­
мизация, сжатие области поиска и генетические методы. Благо­
даря этому удалось, например, аппроксимировать паретову гра­
ницу в четырехкритериальной задаче управления оборудованием 
охлаждения стальной полосы в процессе непрерывной разливки 
стали (см. [45], а также [21]). Вариант управления оборудованием 
задавался 325 переменными, а значения критериев рассчитыва­
лись на основе использования «черного ящика», реализующего 
алгоритм решения нелинейной краевой задачи. Из-за наличия 
«черного ящика» найти постоянные Липшица не представлялось



Список литературы 249

возможным, так что качество аппроксимации оценивалось с помо­
щью статистических методов, использование которых в методе [43, 
44] оказывается возможным благодаря наличию этапа случайного 
поиска и того, что аппроксимируется не сама паретова граница, 
а оболочка Эджворта-Парето (ОЭП) множества достижимых кри­
териальных векторов, аппроксимация которой строится в виде 
объединения конусов доминирования с вершинами в точках, близ­
ких к паретовой границе. Как уже говорилось, благодаря аппрок­
симации ОЭП исчезают проблемы устойчивости и оказывается 
возможным легко визуализировать паретову границу в диалоге 
с ЛПР.

Интересно, что метод визуализации ОЭП, предложенный в [43, 
21], позволяет визуализировать информацию о паретовой грани­
це, полученной с помощью любого метода аппроксимации в виде 
совокупности критериальных точек.

Наконец, появились исследования в области аппроксимации 
паретовой границы в многокритериальных задачах с неопреде­
ленностью. Оказывается, что в таких задачах при использовании 
принципа гарантированного результата возможна аппроксимация 
ОЭП [46-48]. Этот факт открывает возможность разработки эф­
фективных численных алгоритмов аппроксимации паретовой гра­
ницы в задачах с неопределенностью. Такие исследования имеют 
широкий класс приложений, особенно интересными выглядят при­
ложения, связанные с анализом сетей связи и передачи данных [49].
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